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روش در همͽرایی تضمین برای تکرار تابع انتخاب تحلیلͬ روش
ثابت نقطه

ایران. اردکان، اردکان، دانشͽاه مهندسͬ، گروه علوم علمͬ هيأت عضو کفاش*، بهزاد
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ایران. تفت، اسلامͬ، آزاد دانشͽاه تفت، واحد ریاضͬ، گروه عزیزی، هادی

ha.azizi@iau.aⅽ.ir

از بسیاری در است. مهندسͬ و کاربردی ریاضیات در بنیادی مسائل از ͬͺی غیرخطͬ معادلات عددی حل چͺیده:
ضروری ریشەها تقریب برای تکراری روش های از استفاده و نبوده حل قابل صریح بەصورت معادلات این موارد،
عمل x = g(x) فرم به f(x) = 0 معادلەی بازنویسͬ با که است ثابت نقطه روش پرکاربرد، روش های از ͬͺی است.
پژوهش، این در دارد. تکراری دنبالەی همͽرایی تضمین در تعیین کنندەای نقش g(x) مناسب تابع انتخاب ͬ کند. م
خطͬ جملەای افزودن بر اصلͬ ایدەی است. شده ارائه همͽرایی شرط اساس بر g(x) تابع تعیین برای تحلیلͬ روشͬ
هم و نگاشت بودن انقباضͬ شرایط هم که بەگونەای است، استوار β بهینەی مقدار تعیین و اولیه معادلەی به βx نوع از

باشد. برقرار نظر مورد بازەی در ریشه وجود
تکرار. تابع باناخ، ثابت نقطه قضیه تکراری، روش  ثابت، نقطه روش غیرخطͬ، معادلات کلیدی: کلمات

ثابت نقطه روش معرفͬ و مقدمه ۱

این حل از منظور ͬ شوند. م منتهͬ f(x) = 0 نوع از غیرخطͬ معادلات حل به نهایت در مهندسͬ مسائل از بسیاری
تابع صفرهای یا معادله ریشەهای را مقادیر این باشد. برقرار f(x) = 0 آن در که است x حقیقͬ مقادیر یافتن معادله
آن ها تقریب برای عددی روش های از نیست، ممͺن دقیق ریشەهای یافتن موارد اغلب در که آنجا از ͬ نامند. م f(x)

.[۵–۱] ͬ شود م استفاده
شرایط در که ͬ کنند م تولید را مقادیر از دنبالەای تکراری، فرمول ͷی از استفاده با ریشه تعیین عددی روش های
نقطه روش روش ها، این اعتمادترین قابل درعین حال و بنیادی ترین از ͬͺی ͬ شود. م همͽرا واقعͬ ریشەی به مناسب
α حقیقͬ ریشەی که بەگونەای ͬ شود، م بازنویسͬ x = g(x) بەصورت f(x) = 0 معادلەی روش، این در است. ثابت

ͬ شود: م ساخته زیر تکراری دنبالەی ،x0 مناسب اولیەی مقدار انتخاب با کند. ارضا را α = g(α) رابطەی

xn+1 = g(xn), n = 0, 1, 2, . . .

Author Ⅽorresponⅾing*

۱

487



.[۵–۱] شد خواهد همͽرا α مقدار به خاصͬ شرایط برقراری صورت در که
باشیم: داشته x ∈ [a, b] هر برای و بوده هموار g : [a, b] → [a, b] تابع کنید فرض .( [۲] باناخ ثابت (نقطه قضیه

|g′(x)| ≤ L < 1.

صورت: این در

است. [a, b] بازەی در حقیقͬ ریشەی ͷی دقیقاً دارای x = g(x) معادلەی (۱

ͬ شود. م همͽرا α یͺتا ریشەی به فوق تکراری رابطەی از حاصل {xn} دنبالەی ،x0 ∈ [a, b] اولیەی مقدار هر برای (۲

باشد، کوچͺتر L هرچه دارد؛ مستقیم رابطەی L مقدار با ثابت نقطه روش همͽرایی سرعت که است ذکر به لازم
.[۱] است سریع تر همͽرایی

ثابت نقطه روش در g(x)مناسب تابع انتخاب برای پیشنهادی روش ۲

مناسب تکرار تابع انتخاب است: روبەرو مهمͬ چالش با عمل در ثابت نقطه روش اجرای مفهوم، سادگͬ وجود با
مواردی در و زمان بر فرآیندی که ͬ گیرد م صورت خطا و آزمون طریق از اغلب انتخاب این ،ͷکلاسی رویͺرد در .g(x)
برای ثابت نقطه روش همͽرایی شرط پایەی بر نظام مند روشͬ پژوهش این در مشͺل، این رفع برای است. ناکارآمد

ͬ شود. م پیشنهاد g(x) تابع ساخت
صفر با نامساوی و دلخواه ثابت ͷی β آن در (که βx نوع از جملەای افزودن با که است صورت بدین اصلͬ ایدەی

ͬ شود: م بازنویسͬ زیر فرم به f(x) = 0 اصلͬ معادلەی است)،

x =
f(x) + βx

β
.

بەصورت تکرار تابع تعریف با

g(x) =
f(x)

β
+ x, (۱)

مقداری تعیین هدف، آن در که داد تشͺیل ریشه تقریب برای را xn+1 = g(xn) =
f(xn)

β +xn. تکراری دنبالەی ͬ توان م
یعنͬ g(x) تابع همͽرایی شرایط که است β از

|g′(x)| ≤ L < 1, و g([a, b]) ⊆ [a, b], (۲)

باشند. برقرار همزمان بەطور
(۱) رابطه بەصورت g(x) تکراری تابع و باشد مشتق پذیر [a, b] بستەی بازەی روی بر f(x) تابع کنید فرض . قضیه
f(x) = 0 معادلەی حقیقͬ ریشەی به (۲) دنبالەی است. صفر مخالف و نامعلوم عددی β آن در که شود، تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط که شود انتخاب بەگونەای β پارامتر اگر بود، خواهد همͽرا

− 2 <
f ′(x)

β
< 0, ∀x ∈ [a, b], (۳)

0 ≤ f(a)

β
≤ b− a, (۴)

a− b ≤ f(b)

β
≤ 0. (۵)

۲
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نقطەی قضیەی اساس بر است. انقباضͬ نگاشت ͷی [a, b] بازەی در g(x) که ͬ کند م تضمین (۳) شرط اثبات.
و g(α) = α که ͬ شود م همͽرا α یͺتایی نقطەی به xn+1 = g(xn) از حاصل {xn} دنبالەی حالت این در باناخ، ثابت
ͬ یابد م نگاشت خودش به g(x) اثر تحت [a, b] بازەی که ͬ کنند م تضمین نیز (۵) و (۴) شرایط .f(α) = 0 نتیجه در

ͬ مانند. م باقͬ معتبر محدودەی در تقریب ها تمام ترتیب بدین و (g([a, b]) ⊆ [a, b] (یعنͬ
عددی پایداری هم و بودن انقباضͬ هم که ͬ آید م بەدست β مجاز مقادیر از بازەای فوق، شرط سه ترکیب از نتیجه.
این در آورد؛ بەدست نامعادلات این همزمان حل از ͬ توان م را β بهینەی مقدار ͬ کند. م تضمین را g(x) نگاشت
و آزمون به نیاز حذف ضمن پیشنهادی روش است. شده انجام Ⅿapⅼe نرم افزار از استفاده با محاسبات این پژوهش،
سادگͬ افزون براین، ͬ دهد. م ارائه همͽرایی تضمین برای تعمیم قابل و تحلیلͬ چارچوبی تکرار، تابع انتخاب در خطا
ریشەیابی الͽوریتم های طراحͬ و عددی همͽرایی مفاهیم آموزش در روش این ͬ شود م موجب آن عددی پیادەسازی

باشد. داشته گستردەای کاربرد

عددی نتایج ۳

:[۳] است شده گرفته نظر در [0, 1] بازەی در زیر تابع پیشنهادی، روش بررسͬ برای

f(x) = ex − x2 + 3x− 2, f ′(x) = ex − 2x+ 3.

داریم:
∣∣ f ′(x)

β + 1
∣∣ < 1, همͽرایی شرط در جایͽذاری با

−2 <
ex − 2x+ 3

β
< 0.

بەصورت نیز خود به بازه نگاشت مرزی شرایط .β < −2 داریم [0, 1] در ex − 2x+3 > 0 داریم [0, 1] در که آنجایی از

0 ≤ − 1
β ≤ 1, −1 ≤ e

β ≤ 0

مجاز بازەی فوق، شرط سه اشتراک نتیجه، در ͬ گردند. م β ≤ −e و β ≤ −1 قیود به منجر بەترتیب که ͬ شوند م نوشته
ͬ شود: م حاصل زیر بەصورت β پارامتر

β ≤ −e.

تکرار تابع ،β ≤ −e هر برای بنابراین،
g(x) = f(x)

β + x

ͬ شود. م همͽرا f(x) = 0 معادلەی ریشەی به xn+1 = g(xn) از حاصل {xn} دنبالەی و بوده انقباضͬ [0, 1] بازەی در
شده گزارش ۱ جدول در آن ها نسبی خطای همراه به x(k) تقریبی مقادیر و شده حل β = −1.5e فرض با مثال این

است.
ͬ شوند. م همͽرا x ≈ 0.257530285439861 نهایی ریشەی به تقریب مقادیر روش، دو هر در که ͬ شود م مشاهده
نرخ دارای شده انتخاب β به توجه با پیشنهادی روش است، شده داده نشان ۱ جدول در که همان گونه حال، این با
دهم تکرار در 10−11 حدود به نخست تکرار در 10−1 مرتبه از نسبی خطای روش این در است. سریع تری همͽرایی
مقایسه این است. 10−6 مرتبه از هنوز مرحله همان در خطا نقطەثابت ͷکلاسی روش در که حالͬ در ͬ یابد، م کاهش
تعداد به و داشته بالاتری دقت همͽرایی، شرط اعمال و مناسب تکرار تابع انتخاب با پیشنهادی روش که ͬ دهد م نشان
ͷکلاسی روش به نسبت روش این برتری ͬ توان م نتیجه، در دارد. نیاز نهایی جواب به دستیابی برای کمتری تکرار

کرد. مشاهده بەروشنͬ عددی پایداری و همͽرایی سرعت نظر از را نقطەثابت

۳
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نقطەثابت روش پیشنهادی روش
k تکرار

نسبی خطای x(k) نسبی خطای x(k)

1.49468× 100 0.200426243099957 7.88359× 10−1 0.279585947443965 ۱
2.65162× 10−1 0.272749065098375 7.87000× 10−2 0.259187861193949 ۲
7.54786× 10−2 0.253607156584130 5.96109× 10−3 0.257651973553059 ۳
1.91190× 10−2 0.258550376264936 4.37878× 10−4 0.257539202797097 ۴
4.99383× 10−3 0.257265636335093 3.20893× 10−5 0.257530938820545 ۵
1.29406× 10−3 0.257598985162191 2.35121× 10−6 0.257530333313028 ۶
3.36025× 10−4 0.257512454514831 1.72273× 10−7 0.257530288947523 ۷
8.72080× 10−5 0.257534913615251 1.26224× 10−8 0.257530285696864 ۸
2.26361× 10−5 0.257529084167955 9.24835× 10−10 0.257530285458691 ۹
5.87530× 10−6 0.257530597238332 6.77668× 10−11 0.257530285441239 ۱۰

نقطەثابت ͷکلاسی روش مقابل در پیشنهادی روش β = −1.5e برای نسبی خطای و تقریب مقادیر مقایسۀ :۱ جدول

نتایج ۴

β پارامتر تعیین با که شد ارائه ثابت نقطه روش در g(x) تکرار تابع انتخاب برای تحلیلͬ روش ͷی مطالعه، این در
نگاشت بودن انقباضͬ شرایط رعایت با که دادند نشان نظری تحلیل های ͬ کند. م فراهم را همͽرایی تضمین امͺان
عددی نتایج ͬ شود. م همͽرا معادله حقیقͬ ریشه یͺتایی به xn+1 = g(xn) تکراری دنبالەی خود، به بازه نگاشت و
بسیار میزان به تکرارها پیشرفت با نسبی خطای و ͬ شود م همͽرا ریشه نهایی مقدار به تقریبی دنبالەی که ͬ دهد م نشان
حذف ارائەشده، روش اصلͬ مزیت است. پیشنهادی تکراری تابع بودن مناسب بیانگر امر این ͬ یابد. م کاهش کمͬ
دلیل به است. همͽرایی تضمین برای تحلیلͬ چارچوب ارائه و تکراری تابع انتخاب برای دستͬ خطای و آزمون به نیاز
غیرخطͬ معادلات از گستردەای طیف حل در ͬ تواند م رویͺرد این مشابه، مسائل به تعمیم قابلیت و پیادەسازی سادگͬ

گیرد. قرار استفاده مورد کاربردی علوم و مهندسͬ مسائل در
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روش تفاضل متناهی درحل عددی معادلات  کاربرد

 دیفرانسیل حاکم بر جو

  ، تهران، ایران16769-7963نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه فیزیکگروه  علمیهیئتعضو  ،1ایرج رمضانی
irajramezani1351@pnu.ac.ir 

 
 

ازی الیگودرز شبیه س شهرمعادلات حاکم بر جو یک منطقه ازدر این مقاله با استفاده از روش تفاضل متناهی چکیده:
 –برای حل بخش فرارفتی معادله دردستگاه معادله های دوبعدی ، از طرح واره ی دوگامی لکس  می شود.  عددی

 مدل دو بعدی میان .وندروف استفاده می کنیم. این روش مناسب ترین روش برای مسائل دو بعدی و غیرخطی است
م مؤلفه ی شرق سوی سرعت مقیاس ، درموقعیت یاد شده اجرا و میدان قا ئم دمای نهفته و هم چنین میدان قا ئ

البته در شبکه مورد نظرودر اجرای برنامه، گام های زمانی و مکانی مختلفی در نظر  مورد تحقیق و بررسی قرارگرفت.
 گرفته شد که دربعضی موارد ناپایداری ایجاد می شد که از معایب روش تفاضل متناهی می باشد

 جو -طرح واره  –شبکه  –تفاضل متناهی  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
 Isaac( برای اولین بار در قرن هجدهم توسط نیوتن )Finite Difference Methodروش تفاضل متناهی )      

Newton( و پیش از او لاپلاس )Pierre-Simon Laplace )این روش برای حل مسائل دیفرانسیل و انتگرال ابداع شد .
ناهی یک در ریاضیات، تفاضل مت کند.ها کمک میمشتقات و انتگرال گیرد و به محاسبه تقریبیمورد استفاده قرار می

رده از ریاضی است که شامل مباحث مربوط به مفهوم تفاضل و انتگرال برای توابع متناهی )مثلاً فقط برای توابعی 
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ی با فاصله معین( است. تفاضل متناهی شامل مفاهیمی مانند تغییرات محلی توابع یا مشتقات جزئی و کلیه
ها داشته شود. این حوزه از ریاضیات، اهمیت زیادی در بسیاری از علوم و مهندسیهای نظری و عملی آنها میبررسی

یکی از  .شودای در فیزیک، ریاضیات کاربردی، مهندسی، اقتصاد و علوم کامپیوتر به کار گرفته میو به طور گسترده
باشد که هدف در خصوص در معادلات دیفرانسیلی عددی میکاربردهای مهم تفاضل محدود در تحلیل عددی، به 

باشد. این نظریه مشتقات را در معادلات های عددی مرتبه ای و معادلات دیفرانسیلی ناکامل و عادی جزئی میراه حل
های گیری شده، روشهای نتیجهکند. روشزند، جایگزین میها را تقریب میدیفرانسیل با تفاضلات محدود که آن

 گیرند.تفاضل محدود نام می
یکی از روش هایی که برای حل عددی معادلات حاکم بر جو استفاده می شود ، روش تفاضل متناهی می باشد       

، که به کمک آن می توان یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی را به یک معادله تفاضلی تبدیل کرد  که در نتیجه 
هد بود.به این منظور ابتدا می بایست فضای پیوسته را به مجموعه ی متناهی از با روش های جبری قابل حل خوا

نقاط گسسته تقسیم کرد که به مجموعه ی آنها شبکه و به هر از نقاط تقسیم بندی در شبکه یک نقطه ی شبکه گفته 
 می شود.

بر جو در یک نقطه از ایران معادلات حاکم در این تحقیق با استفاده از این روش و از طرح واره ی لکس وندروف 
 را مورد بررسی قرار می دهیم.

 
 .فرآیند2 
 

  در دستگاه مختصات دکارتی ، معادله های حرکت ، پیوستگی ودمای نهفته را به صورت زیر می توان نوشت :
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
















2

2

2

2

2

2

z

θ

y

θ

x

θ
KH

Dt

Dθ vvv

Hθ

v

v

 

pچگالی ، بردار سرررعت ، Uکه در آن ها     
1



نیروی وزن به ازای جرم واحد ،  gجمله گرادیان فشررار ،  

Uk   f    ، نیروی کوریولیسrF  ، جمله ی اصررطکاکیvθ ، دمای نهفته ی مجازی
vθ

H آهنگ تغییرات دمای
سطح طقی که نا همواری های برای منا  ضریب حرکت شناختی انتشار گرما است. HKنهفته به دلیل گرمای نهان و

زمین قا بل توجه هسرتند ازدسرتگاه مختصرا تی با ید اسرتفا ده کنیم که با این نا همواری ها مطا بقت داشته باشد.ما 
وآرایه ی  yو  xدسررتگاه مختصررات دکارتی را با آرایه قائم سرریگما برگزیده ایم که دراین دسررتگاه  آرایه های افقی با 

معرفی  1633معرفی می گردد.آرایه قائم سرریگما ، اولین بار توسررط فیلیپس  و    همکارا نش در سررال  σقائم آن با
 گشته است وامروزه با شکل های متنوع وبا مقاصد و استفاده های مختلفی معرفی می گردد.

ما در این مدل از تعریف     
H-h

z-h
σ   (4 اسرتفاده کرده ایم که در آن )z  ، ارتفاع هندسرری نقطه x,yh  ارتفاع

Hzhارتفاع نقطه اوج مدل می باشد و داریم :  Hناهمواری و    10و  σ  
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می کنیم . اگر دردسررتگاه معادله ها ی دو اسررتفاده  برای سرراده سررازی معادله ها ازروش انحراف از مقدار بنیادی    

uu( 5  بعرردی برره ترتیررب متغیرهررای زیر را قراردهیم ، خواهیم داشرررررت:          9و )


 σσ          3و  )
θ(σθθ in
  نشان دهنده ی مقدار بنیادی و علامت پرایم انحراف از مقدار بنیادی می باشد. inکه علامت   (

کیلومتر در راستای افقی  13،که طول آن  11×5محیط کار ، صفحه ی قا ئمی به شکل مستطیل می باشد،دریک شبکه
و   km 1Δxابربا کیلومتر در راستای قا ئم است. در طرح واره ای که در نظر گرفتیم ، ا بعاد شبکه بر 2و عرض 

25/0Δσ  می باشد که 
1 i=  11ایستگاه الیگودرز،  صفر در نظر گرفته می شود و =i  متر نسبت به ایستگاه  415قلّه کوه عسگران به ارتفاع

 .الیگودرز درنظرگرفته شده است
 
 

                                                                                                                                                                                                       1   

                                                                                                                                                                                                 57 /0 

                                                                                                                                                                                                   7 /0 

                                                                                                                                                                                                57 /0                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                

                                                                                                                                                                                                       0 

                11i ................................................................................................................................1i        

                   

 
 وندروف –برای حرل بخش فرارفتی معرادلره دردسررررتگراه معرادلره های دوبعدی ، از طرح واره ی دوگامی لکس     

برای گا م های  "می کنیم. این روش مناسرب ترین روش برای مسائل دو بعدی و ییرخطی است و معمولا  اسرتفاده 
مرکزی به کار برده می شود. انتشاری که در  –زمانی فرد روش انتشاری و برای گام های زمانی زوج روش سه ترازی 

 گا م های زمانی فرد به محیط اعمال می شود ، باعث می گردد که از ناپایداری جلوگیری نماید.

1      )

























 







111111

1

222

1
i,k-

n

i,k

nn

i,k,ki-

n

,ki

n

i,k

n

,ki-

n

,ki

n

i,k

n

uuσ
Δσ

Δt
uuu

Δx

Δt
uuu 

 از طرح واره ی بالا در گام های زمانی فرد و درگام های زمانی زوج از طرح واره ی زیر استفاده می کنیم:     

6)                




























1

1

1

11

1

1

1

112

2

2

2

2
i,k-

n

i,k

nn

i,k,ki-

n

,ki

n

i,k

n

i,k

n

i,k

n

uuσ
Δσ

Δt
uuu

Δx

Δt
uu 

برای توابع نیرو درمعادله ها ودرمشتق های مرتبه ی یکم از روش مرکزی وبرای جمله های انتشار از روش صریح    
 کنیم.استفاده  می 

با اسرتفاده از اطلاعاتی که برای دما و فشرار در ایسرتگاه  بت کردیم مقدار میانگین آن ها را به دست می آوریم که به 
 Pa 10960mpو      k 231mT ترتیب برابرهستند با:

( ، 2002 –برای این که محاسبه ها در مرزها دقیق تر باشد ، می توانیم مرزهای جانبی را گسترش دهیم ) پیلکه     
روی مرزهای جانبی  ابت  u نقطه گسرترش می دهیم.سرعت افقی 20نقطه به  11برای این منظور تعداد نقاط را از 
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0زهای جانبی داریم: رها ، درمرو صفر در نظر گرفته می شود و برای سایر متغی




x

θ  0و





x

σبرای مرزهای و

0بالا و پایین به ترتیب داریم : در مرز سخت پایین : 


u  : 0ودر مرز بالایی




σ

θ 0و


u 

 گا م زمانی به روش زیر است: فرایند محاسبه ها دربرنامه ی رایانه ای درهر
درسطح زمین ، مقادیر  inو   با استفاده از مقدارهای تعیین شده ی  -1  .را محاسبه می کنیم 

و uبا آگاهی از این مسئله که درآیاز برنامه مقادیر  -2  صفر هستند ، مقدار


σ    .را محاسبه می کنیم 

جمله ی مربوط به  -7
t

 .به دست می آید 

محاسبه ی  -4
t

u



 .انجام می گیرد 

وتکرار مراحل قبلی ، این فرآیند تا زمانی که پیش بینی فراسررن   و  uبا اسررتفاده از مقادیر پیش بینی شررده ی  -5
 ها به محدوده ی زمانی مورد نظر برسد ، تکرار می گردد.

 

 
 

 ساعت( 10مدل پس از  ی)خروج یمحل 11ساعت  یسرعت برا یشرق سو یقائم مؤلفه  دانی( م 1)شکل
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 (ساعت 24محلی )خروجی مدل پس از  1سوی سرعت برای ساعت ( میدان قائم مؤلفه ی شرق 2)شکل

 گیری. نتیجه3
مدل دو بعدی میان مقیاس ، درموقعیت یاد شررده اجرا و میدان قا ئم دمای نهفته و هم چنین میدان قا ئم مؤلفه       

آفتاب( به علت ی شرررق سرروی سرررعت مورد تحقیق و بررسرری قرارگرفت. درشرررایط اولیه ی اجرای برنامه )طلوع 
تغییر دما برای هوای دارای رطوبت مسررراوی ، درسرررطح ، نیرویی برای ایجاد حرکت وجود نداشرررته و محیط فشرررار 

اسرت ، و سرعت صفر می باشد. با تغییر دما ، شیب برداری افقی چگالی ایجاد گشته درنتیجه محیط چگال   گرای
صرفر شد )یروب آفتاب( ، می بینیم که سرعت صفر نمی زمانی که نیروها وشرتاب  و حرکت ایجاد می گردد. گرای

گردد وعلت آن این است که باد ، سرعت اولیه دارد و زمان لازم دارد تا اصطکاک بستری و ناروا نی ، سرعت اولیه 
را صرفر کرده و محیط را فشرارگرای نماید . بعد از یروب آفتاب وبا تشرعشرع بیش تر کوه نسبت به دشت دوباره با 

دما وپیدایش شررریب برداری افقی دما ح محیط چگال گرای می شرررود و دوباره حرکت ایجاد می گردد. البته در تغییر 
شرربکه مورد نظرودر اجرای برنامه، گام های زمانی و مکانی مختلفی در نظر گرفته شررد که دربعضرری موارد ناپایداری 

        ساعت پایدار بود. 24ذکر شده برای  در حالتاما  از معایب روش تفاضل متناهی می باشد ایجاد می شد که
 

 منابع.4
 

1- Arya , S.P.S , 2001 , Micro  metreology. Acadamic  Press , PP 9-45  
2- Pielke , R.A , 2002 , Meso – Scale  Meteorological  Modeling 
3-  Peter Olver (2013). Introduction to Partial Differential Equations. Springer Science 
& Business Media. p. 182.   
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بررسͬ حل معادله واندرپل با استفاده از روش هم محلͬ  
  لاگرانژ 

  ، تهران، ایران٣۶٩٧Ĺ١٩٣٩۶نور، صندوق پستͬ  پیام، دانشͽاه ه ریاضͬگرو ͬعلمئتیه عضو  ،١فاطمه شایان فرد 
fshayanfard@pnu.ac.ir  

غیرخطͬ  .ه:  چͺید دیفرانسیل  معادله  عددی  حل  برای  لاگرانژ  ایهای  چندجمله  پایه  بر  روش محلͬ  مقاله  این  در 
واندرپل مورد بررسͬ قرار گرفته است. ابتدا مبانͬ روش بیان مͬ شود سپس روش مذکور برای معادله واندرپل با  

کوتای  Ĺد مانند روش رانگشرایط اولیه مشخص اعمال شده و نتایج عددی حاصل با روش های کلاسیͷ موجو 
مرتبه چهارم مقایسه مͬ شود. نتایج نشان مͬ دهند که روش پیشنهادی ضمن سادگͬ پیاده سازی از دقت قابل قبولͬ  
در تقریب رفتار نوسانͬ سیستم های غیرخطͬ برخوردار است و مͬ تواند در بازه های زمانͬ طولانͬ پایداری مناسبی  

 داشته باشد. 
  . معادله دیفرانسیل غیرخطͬ واندرپل، روش هم محلͬ، چند جمله ایهای لاگرانژ کلمات کلیدی:

  . مقدمه ١
معادله واندرپل یͺͬ از معادلات دیفرانسیل غیرخطͬ معروف در دینامیͷ و فیزیͷ است که رفتار نوسانͬ سیستمهایی  
با میرائͬ غیرخطͬ را مدل سازی مͬ کند. این معادله توسط بالتازار واندرپل، مهندس و فیزیͺدان هلندی در دهه 

له واندرپل در حوزه های مختلفͬ دارای کاربرد است. برای توصیف رفتار مدارهای الͺتریͺͬ ارائه شد. معاد   ١٩٢٠
از معادله واندرپل به عنوان مدلͬ برای پتانسیل های کار    [5]و ناگومو   [4]بعنوان مثال در زیست شناسͬ فیتزهیو

همچنین در  [3] نورون ها استفاده کرده اند. در زلزله شناسͬ برای مدلسازی حرکت صفحات در گسل ها کاربرد دارد
  . [2]ازی برای مدل چپ و راست پرده صوتͬ نوسانگرها استفاده شده استآواس

  فرم کلͬ معادله واندرپل به صورت زیر است: 
2

2
2

(1 ) 0
d x dx

x x
dt dt

    , 

مقداری ثابت است که میزان    است که نشان دهنده موقعیت سیستم و    tتابعͬ از    xپارامتر زمان و     tکه در آن
غیرخطͬ بودن و میرایی سیستم به آن بستگͬ دارد. جواب این معادله به صورت تحلیلͬ قابل دستیابی نیست و برای 

 
 فاطمه شايان فرد . ١
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 [1]دقیق ترین و پرکاربردترین روش    ٤کوتای مرتبه  Ĺحل آن از روشهای عددی کمͷ مͬ گیریم. تاکنون روش رانگ
  برای حل این معادله بوده است.

ما در این مقاله به بررسͬ حل این معادله به کمͷ روش هم محلͬ لاگرانژ مͬ پردازیم در ابتدا. روش را بیان کرده و  
  سپس آن را روی معادله واندرپل پیاده سازی مͬ کنیم. 

  

  بیان روش . ٢
  معادله دیفرانسیل غیرخطͬ مرتبه دوم   

2
2

2
(1 ) 0

d x dx
x x

dt dt
    ,                                                                                              (1) 

  را همراه با شرایط اولیه  
(0) 1,          (0) 0x x   ,                                                                                                  (2) 

,0]در نظر مͬ گیریم. مͬ خواهیم جواب این معادله را روی فاصله  ]I T  تقریب بزنیم. برای این منظور ابتدا بازه
I   را بهN  1قسمت مساوی تقسیم مͬ کنیم( , ],n n nt t    1و[ , ]n n nt t    در نظر مͬ گیریم. حال  

(1) 1
1 1( ) { ( );  }

n
m h mS I v C I v


    , 

1mرا فضای چندجمله ایهای قطعه ای هموار از درجه حداکثر      ارگیری روش همͺدر نظر مͬ گیریم. به منظور ب
محلͬ مجموعه نقاط هم محلͬ که در آنها جواب هم محلͬ بطور دقیق در معادله صدق مͬ کند را به صورت زیر  

  تعریف مͬ کنیم:

, 1 2{ ;   0 ... 1,   0,..., 1}h n i n i mX t t c h c c c n N          .                                         (3) 
)اگر   )h nu t vh  تقریب جواب رویn باشد، تعریف مͬ کنیم :  

,
1

( ) ( ) ,     (0,1]
m

h n j n j
j

u t vh L v X v


    ,                                                                           (4) 

)که در آن   ),   (j=1,...,m)jL v    1ها توابع پایه ای لاگرانژ هستند که در نقاط 20 ... 1mc c c       محاسبه
,شده اند و  ,( )n j h n jX u t. 

,0]روی فاصله  ) ۴(اگر از طرفین رابطه   ]v :یری کنیم، خواهیم داشتͽانتگرال  

,
10 0

( ) ( )
v v m

h n j n j
j

u t sh ds L s dsX


     . 

nzبا اعمال تغییر متغیر  t sh  داریم:  

,
1 0

1
( ) ( )

n

n

t vh vm

h j n j
jt

u z dz L s dsX
h





   , 

  و در نتیجه 

,
0

1
( ( ) ( )) ( )

m

h n h n j n j
j

u t vh u t v X
h




    ,                                                                             (5) 

که در آن  
0

( ) ( )
v

j jv L s ds  . 
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)حال اگر  )h n nu t x   یریم رابطهͽرا مͬ توان به صورت زیر نوشت:) ۵(در نظر ب 

,
1

( ) ( )
m

h n n j n j
j

u t vh x h v X


     ,                                                                                    (6) 

xکه تقریبی از    0]خواهد بود. مجددا روی, ]v از رابطه بالا انتگرال مͬ گیریم، در این صورت  

2
,

1

( ) ( )
m

h n n n j n j
j

u t vh hx hvx h v X


     ,                                                                      (7) 

)که در آن   )n h nx u t  و
0

( ) ( )
v

j jv s ds  . 

  در نقاط هم محلͬ بطور دقیق در معادله صدق مͬ کنند، لذا )٧) و ( ۶) و (۴(روابط 
2

, , , ,( ) (1 ( )) ( ) ( ) 0h n i h n i h n i h n iu t u t u t u t     . 
n,با توجه به اینکه   i n it t c h   و با قرار دادنiv c خواهیم داشت: 

2 2
, , ,

1 1 1

2
,

1

( ) [1 ( ( ) ) ][ ( ) ]

( ) 0.

m m m

j i n j n i n j i n j n j i n j
j j j

m

n i n j i n j
j

L c X hx hc x h c X x h c X

hx hc x h c X

  



  



     

   

  


 

  بنابراین یͷ دستگاه معادلات غیرخطͬ به صورت زیر خواهیم داشت: 

2 2
, , ,

1 1

2
,

1

[1 ( ( ) ) ][ ( ) ]

( ) 0,       1,..., .

m m

n i n i n j i n j n j i n j
j j

m

n i n j i n j
j

X hx hc x h c X x h c X

hx hc x h c X i m

  



 



     

    

 


 

n,با حل این دستگاه   jX  ها و در نتیجهhu  .مشخص مͬ شوند  
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  گیرییجه. نت۴
𝑁حتͬ با   جمله ای تک دامنه  دبا توجه به اینکه بازه زمانͬ بزرگ و سیستم غیرخطͬ است یͷ چن  = هنوز همه    20

از روش های چند بخشͬ جواب  نوسانات   جواب را دقیقا نمͬ گیرد. برای دقت بالاتر روی بازه طولانͬ  استفاده 
  مناسب تری مͬ دهد. 
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3. Derdzinski, A. (1980) Classification of certain compact Riemannian manifolds with 
harmonic curvature and non-parallel Ricci tensor, Math. Z., 172, 273–280.  
4.Fitzhough,  R., (1961) Impulses and Physiological models of nerve membranes, 
Biophysics J., 1, 445-466. 
5.Nagumo, J., Arimoto, S. and Yoshizava, S. (1962) An active pulse transmission line 
simulating nerve axon. Proc. IRE, 50, 2061-2070. 
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معادله واندرپل با   ͷینامیبر د μ ͬرخطیاثر پارامتر غ یعدد ͬبررس

  استفاده از 

  مرتبه چهارم یکوتا Ĺرانگ روش 
  ، تهران، ایران ٣۶٩٧Ĺ١٩٣٩۶نور، صندوق پستͬ  پیام، دانشͽاه ریاضͬ.گروه   ͬعلمئتیه عضو  ،١فاطمه شایان فرد 

fshayanfard@pnu.ac.ir 

 معادله که   نی. اپردازدͬم  ٢واندرپل  ͬرخطیغ  لیفرانسیمعادله د  ͺͬی نامیرفتار د  یعدد  ͬمقاله به بررس  نیا  چͺیده:
بسته است و حل آن مستلزم استفاده  ͬلیفاقد پاسخ تحل کند،ͬم یسازرا مدل  ͬرخطیغ ییرایبا م یینوسانگرها  رفتار

که به عنوان    است،مرتبه چهارم    یکوتا Ĺپژوهش، رانگ  ن یمورد استفاده در ا  یاست. روش عدد  یعدد  یهاروش   از
پارامتر    ریتأث  لیتحل  بر  ͬانتخاب شده است. تمرکز اصل  ͬ ͺینامید   یهاستمیس   یحل عدد  یروش استاندارد برا  ͷی
که با    دهندͬنشان م  ی سازهیشب جیاست. نتا   ستمینوسانات س  تیو ماه   یبر شͺل چرخه حد     ͬرخطیغ  ییرایم

بزرگ    ری. در مقاد رودͬم  آراما ن   نوسانات   به سمت  ͷی هارمون Ĺاز نوسانات شبه  ستمیس  ͷ ینامید  ،پارامتر    شیافزا
،    ی معادله بهͷ  رانگ    حیروش صر  ییکه کارا  شود،ͬم  لیتبد   ٣سخت  ی مسئله عددĹ  را به  کوتای مرتبه چهارم
و  یداری پا   یها تیمحدود  لیدل داده  به شدت کاهش  گام  استفاده  مطلق،  اجبار  اریبس  ͬزمان  ی ها از  را   ͷی کوچ  
   . کندͬم

  کوتا.  Ĺ، روش رانگمعادله واندرپل، پارامتر  کلمات کلیدی:

  . مقدمه١
دینامیͺͬ است. این معادله رفتار   های معادله واندرپل یͺͬ از معادلات دیفرانسیل غیرخطͬ مرتبه دوم در حوزه سیستم 

دهد  نوسان، تغییر علامت مͬ کند که در آن، میرایی بسته به دامنهسازی مͬنوسانگرهایی با میرایی غیرخطͬ را مدل 
ابتدا توسط بالتازار واندرپل،  های بزرگ). این معادله های کوچͷ و میرایی مثبت برای دامنه(میرایی منفͬ برای دامنه

    ارائه شد.  میلادی برای توصیف رفتار مدارهای الͺتریͺͬ ١٩٢٠مهندس و فیزیͺدان هلندی، در دهه 
شناسͬ، از مدل واندرپل  زیست های متعددی گسترش یافته است. به عنوان مثال، درکاربردهای این مدل در حوزه

پتانسیل توصیف  نورونبرای  عمل  استهای  شده  استفاده  در[4,5]ها  معادله  این  همچنین،  حرکت مدل  .  سازی 
  .[2]های نوسانگر پرده صوتͬ در آواسازی کاربرد داردو در مدل [3]شناسͬ ها در زلزلهصفحات در گسل

 ١Ĺفرم استاندارد معادله و نقش پارامتر. ١    
  : استفرم کلͬ معادله دیفرانسیل غیرخطͬ واندرپل به صورت زیر 

 
 فاطمه شايان فرد . ١

2 Van Der Pol 
3 Stiff 
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2
2

2
(1 ) 0

(0) 0,               (0) 1

d x dx
x x

dt dt
x x

   

 
                                                                                               (1) 

مقداری ثابت است که میزان غیرخطͬ بودن و میرایی    نشان دهنده موقعیت سیستم و  xپارامتر زمان و  tکه در آن  
آن بستگͬ دارد. به  پارامتر بر رفتار سیستم بسیار چشمͽیر است و  سیستم  این  پارامتر  تأثیر  این  حالت سه   مقدار 

غیرخطͬ    تالح، و  )متوسط (غیرخطͬ  حالت  کوچͷ)،  خطͬ (Ĺشبه  حالت  .کندمͬ  مشخصدینامیͺͬ مجزا را  
  .بزرگ). در واقع، این پارامتر، عامل کلیدی در تعیین شͺل مدار چرخه حدی است(  قوی

 ١Ĺاه  ٢ͽروش رانگ ضرورت حل عددی و جایĹ کوتای مرتبه چهار  
دینامیͺͬ آن،   هایپذیر نیست، برای استخراج و مطالعه پاسخاز آنجایی که حل تحلیلͬ برای معادله واندرپل امͺان

ترین کوتای مرتبه چهارم در بسیاری از مطالعات، به عنوان دقیقĹهای عددی استفاده کرد. روش رانگباید از روش
 . [1]قرار گرفته است   استفادهموجود برای حل معادلات دیفرانسیل معمولͬ غیرخطͬ، از جمله واندرپل، مورد    روش

  های کوچͷ، متوسط و حالت در    و کیفͬ تأثیر تغییرات پارامتر غیرخطͬ    مͬهدف اصلͬ این پژوهش، بررسͬ ک 
ماهیت   بزرگ بر رفتار دینامیͺͬ معادله واندرپل است. این تحلیل شامل ارزیابی تغییر شͺل چرخه حدی و بررسͬ

در مواجهه    کوتای مرتبه چهارمĹرانگهای روش صریح  زمان است. همچنین، کارایی و محدودیت  برحسبنوسانات  
، مورد ارزیابی قرار خواهد  عددی ناشͬ از تبدیل سیستم به یͷ مسئله سخت در مقادیر بالای    هایبا چالش

  گرفت. 

  کوتای مرتبه چهار Ĺروش رانگ.  ٢
برروی معادله واندرپل، ابتدا لازم است آن را به یͷ دستگاه معادلات  کوتای مرتبه چهار  Ĺروش رانگبرای اعمال  

تعریف 2Xمرتبه اول آن را به عنوان   و مشتق1Xمتغیر مͺان را به عنوان    دیفرانسیل معمولͬ مرتبه اول تبدیل کرد.
 : کنیممͬ

1

2

X x

dx
X

dt







                                                                                                                                              (2) 

  با جایͽذاری در معادله واندرپل خواهیم داشت:
22

1 2 1(1 ) 0
dX

X X X
dt

                                                                                                                 (3) 

 :شودبنابراین، دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولͬ مرتبه اول به شͺل زیر حاصل مͬ

1
2

22
1 2 1(1 )

dX
X

dt
dX

X X X
dt



 

   


                                                                                                                 (4) 

1این دستگاه در واقع بیانگر سیستم در فضای   2( , )X X   است. تحلیل پاسخ سیستم در این فضا، مهمترین ابزار
 های غیرخطͬ و مشاهده چرخه حدی است. بررسͬ دینامیͷ سیستم برای
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  . تحلیل نتایج عددی و اثر پارامتر ۴
پارامتر    اثر  بررسͬ  شبیهبرای  الͽوریتم  ،  از  استفاده  با  عددی  چهارم  Ĺرانگسازی  مرتبه   مقادیر برای  کوتای 

0,1,3,5,7,10   ل انجامͺنشان داده شده اسـت:  ١شد که نتایج آن در ش  

  
  :شͺل سمت راست نمودار فاز و شͺل سمت چپ  تغییرات برحسب زمان مͬ باشد.١شͺل 

  
کوچͷ بوده و میرایی غیرخطͬ ضعیف است سیستم تقریباً به یͷ نوسانگر هارمونیͷ با پارامتر    در حالتͬ که  

 .بسیار کم شباهت دارد میرایی
 شده در حوزه زمان، تقریباً سینوسͬ هستند و تغییر شͺل بسیار کمͬ نسبت بهپاسخ دینامیͺͬ: نوسانات مشاهده 

  موج سینوسͬ دارند. زمان مورد نیاز برای همͽرایی مسیر حالت به سمت چرخه حدی پایدار نسبتاً طولانͬ است.
در مبدأ قرار دارد.  شده در فضای فاز تقریباً یͷ دایره یا یͷ بیضͬ است که مرکز آنچرخه حدی ترسیمنمودار فاز و 

شود.  شود. از نظر محاسباتͬ، این سیستم یͷ مسئله غیر سخت محسوب مͬثابت مͬ  ٢دامنه نوسان حول مقدار  
نسبتاً بزرگ، پایداری خود را حفظ کرده و   hهای زمانͬ  صریح به راحتͬ و با گام   کوتای مرتبه چهارمĹرانگروش  

  دهد. پاسخ دقیق را ارائه مͬ
 شود.غیرخطͬ به وضوح مشاهده مͬاثرجمله  استمتوسط  درحالتͬ که

اما هنوز دارای شͺلͬ نسبتاً ملایم و پیوسته هستند.   در  پاسخ دینامیͺͬ: نوسانات سیستم کاملا́ غیرخطͬ هستند، 
  آید. چرخه حدی از یͷ دایره، دور شده و به شͺل یͷ مسیر بیضوی غیرمتقارن و واضح درمͬ فاز نمودار

دینامیͺͬ سیستم به    همانطور که در شͺل مشاهده مͬ شود رفتاریا بالاتر،    ۵به مقادیری چون    پارامتر  با افزایش  
 های تندفاز به شدت تیز  و شبیه به یͷ مستطیل کج با گوشه  نمودارچرخه حدی در    مͬ کند.طور بنیادین تغییر  

  است.    شود. حرکت در امتداد اضلاع بلند مستطیل بسیار آهسته و حرکت در طول اضلاع کوتاه بسیار سریعمͬ
1  حالت معادله واندرپل در  مسئله سخت تبدیل شود. برای حل عددی سیستم ͷهای  سخت، روش  هایبه ی

مانند   مرتبه چهارمĹرانگصریح  مͬ  کوتای  مواجه  پایداری  چالش  روش  [5]شوندبا  مرتبه چهارم Ĺرانگ.    کوتای 
 hرا به شدت کوچͷ انتخاب کند، به طوری که  hمطلق خود، مجبور است گام زمانͬ  صریح، برای حفظ پایداری

مقیاس زمانͬ سیستم باشد. این امر، حجم محاسبات مورد نیاز را برای پوشش یͷ بازه  تریناید متناسب با کوچͷب
  کوتا عملا از بین مͬ رود.Ĺنمایی افزایش داده و کارایی روش رانگ زمانͬ طولانͬ به صورت
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  بندی گیری و جمعنتیجه
Ĺ بر دینامیͷ معادله واندرپل با استفاده از روش رانگ  این پژوهش به بررسͬ عددی تأثیر پارامتر میرایی غیرخطͬ  

امͺان  کوتای کلاسیͷ مرتبه چهارم  پرداخت. تبدیل معادله مرتبه دوم به یͷ دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه اول،
های کلیدی نشان  و تحلیل رفتار سیستم در فضای فاز را فراهم ساخت.یافته  کوتای مرتبه چهارمĹرانگسازی  پیاده

کند. درمقادیر کوچͷ  به صورت محوری شͺل چرخه حدی و نوع نوسانات سیستم را تعیین مͬ  داد که پارامتر  
ای دارد. اما با افزایش ، سیستم چرخه حدی دایره  شود که مشخصه مͬ  ͬ وارد نوسانات به مقادیر بزرگ، سیستم

  حرکت آهسته است.  های طولانͬهای سریع و تغییرات ناگهانͬ در کنار دورهآن پرش
صریح در مواجهه   کوتای مرتبه چهارمĹرانگهای روش  مهمترین نتیجه عددی این تحقیق، آشͺارسازی محدودیت

کند که در آن، سخت تبدیل مͬ  معادلهبزرگ، ماهیت مسئله را به ی  ͷ  حالتاست.   های دینامیͺͬ سختبا سیستم
های زمانͬ بسیار  مواجه شده و مجبور به استفاده از گام  های پایداریبا محدودیت  کوتای مرتبه چهارمĹرانگروش  

   دهد.کارایی محاسباتͬ آن را به شدت کاهش مͬ کند، اما شود. این امر، اگرچه دقت روش را حفظ مͬکوچͷ مͬ

  منابع 
1.Biazar, J., Navidyan, M. (2014) Implicit Runge-Kutta method for Van Der Pol problem, 
Journal of Appl. and Comp. Math., 4, 6-11. 
2.Cartwright, M. L., Eguiluz, V., Hernandez-Garcia, E. and Piro, O. (1999),Dynamics of 
elastic exitable media, Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Energy, 9, 2197-2202.  
3. Derdzinski, A. (1980) Classification of certain compact Riemannian manifolds with 
harmonic curvature and non-parallel Ricci tensor, Math. Z., 172, 273–280.  
4.Fitzhough,  R., (1961) Impulses and Physiological models of nerve membranes, 
Biophysics J., 1, 445-466. 
5.Nagumo, J., Arimoto, S. and Yoshizava, S. (1962) An active pulse transmission line 
simulating nerve axon. Proc. IRE, 50, 2061-2070. 
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انتگرال معادلات عددی حل برای بهینه متعادل اویلر روش
ایتو⁃ولترا

ایران تهران، ،۳۶۹۷ −۱۹۳۹۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه ریاضͬ، گروه علمͬ هیأت عضو غیاثͬ، آتنا

Ghiasi.atena@pnu.aⅽ.ir

شده ارائه ایتو⁃ولترا انتگرال معادلات عددی حل برای (OBEM) بهینه متعادل اویلر روش مقاله، این در چͺیده:
استاندارد، متعادل اویلر روش در غالب خطای تحلیل اساس بر کنترل توابع بهینەسازی با پیشنهادی روش است.
متغیر به نسبت G و F توابع جزئͬ مشتقات از استفاده با بهینه کنترل توابع ͬ شود. م دقت و پایداری بهبود باعث
ناحیه OBEM روش که ͬ دهد م نشان کانوولوشن آزمون معادله روی بر پایداری تحلیل ͬ شوند. م تعریف حالت
در بهبود از حاکͬ عددی نتایج دارد. استاندارد متعادل اویلر روش و صریح اویلر روش به نسبت بزرگ تری پایداری

است. 0.5 قوی همͽرایی مرتبه حفظ و پایداری
بهینه کنترل توابع مربعͬ، میانگین پایداری بهینه، متعادل اویلر روش ایتو⁃ولترا، انتگرال معادلات کلیدی: کلمات

مقدمه ۱
وابستگͬ با ͬͺدینامی سیستم های مدل سازی برای ریاضͬ چارچوبی (SVIEs) تصادفͬ ایتو⁃ولترا انتگرال معادلات

فرم به کلͬ طور به معادلات این هستند. زمانͬ تاریخچەی به

U(t) = φ(t) +

∫ t

t0

F (t, s, U(s))ds+

∫ t

t0

G(t, s, U(s))dW (s) (۱)

معادله)، قطعͬ (جزء رانش عامل F (t, s, Us) اولیه، تابع φ(t) ،t زمان در معادله جواب U(t) آن در که ͬ شوند م بیان
به دسترسͬ عدم به توجه با است. استاندارد وینر فرآیند ͷی W (s) و معادله) تصادفͬ (جزء نویز عامل G(t, s, Us)

سادگͬ وجود با صریح، اویلر روش ͬ کنند. م ایفا حیاتͬ نقش عددی روش های معادلات، این اغلب برای تحلیلͬ حل
روش اخیراً و [۲] متعادل روش های است. ناپایدار سخت مسائل برای ،[۱] 0.5 قوی همͽرایی مرتبه بودن دارا و
ͷی BEⅯ در کنترل توابع تجربی انتخاب حال، این با شدەاند. ارائه پایداری بهبود برای [۳] (BEⅯ) متعادل اویلر
ͬ کنیم م معرفͬ را (OBEⅯ) بهینه متعادل اویلر روش کار، این در مقاله: این نوآوری ͬ شود. م محسوب ضعف نقطه
بهبود به منجر امر این شدەاند. بهینه G و F جزئͬ مشتقات اساس بر و ͷسیستماتی بەطور کنترل توابع آن در که
زیر صورت به مقاله این ساختار ͬ شود. م روش قوی همͽرایی مرتبه به زدن آسیب بدون دقت، و پایداری همزمان
پیشنهادی روش پایداری تحلیل به ۳ بخش است. شده ارائه (OBEⅯ) بهینه متعادل اویلر روش ،۲ بخش در است:

ͬ پردازد. م نتیجەگیری به ۵ بخش نهایت در و ͬ دهد م ارائه را عددی نتایج ۴ بخش ͬ پردازد. م

۱
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(OBEⅯ) بهینه متعادل اویلر روش ۲

اساس بر ͬ شود. م ارائه ایتو⁃ولترا انتگرال معادله عددی حل برای (OBEⅯ) بهینه متعادل اویلر روش بخش، این در
فرض های سپس ͬ گیریم، م نظر در را (۱) ایتو⁃ولترا انتگرال معادله ،[۳] در شده ارائه (BEⅯ) متعادل اویلر روش

هستند: برقرار مقاله این سراسر در زیر اساسͬ
به دارد وجود H > 0 ثابت یعنͬ ͬ کنند، م صدق خطͬ رشد و سراسری لیپشیتز شرایط در ترتیب به G و F توابع

که: طوری

|F (t, s, u)− F (t, s, v)| ∨ |G(t, s, u)−G(t, s, v)| ≤ H|u− v|, |F (t, s, u)| ∨ |G(t, s, u)| ≤ H(1 + |u|) (۲)

تعریف زیر صورت به (۱) معادله برای [۳] استاندارد متعادل اویلر روش (BEⅯ): استاندارد متعادل اویلر روش
ͬ شود: م

Zn = φn +

n−1∑
i=0

(E +Di)
−1F (tn, ti, Zi)∆t+

n−1∑
i=0

(E +Di)
−1G(tn, ti, Zi)∆Wi (۳)

است.): کراندار و معکوس پذیر کنترل ماتریس ͬ شود( م تعریف زیر صورت به کنترل ماتریس Di آن در که

Di = d0(tn, ti, Zi)∆t+ d1(tn, ti, Zi)|∆Wi| (۴)

روش در غالب خطای جمله کمینەسازی تحلیل از که ͬ دهیم م پیشنهاد را بهینەای کنترل توابع ما بهینه: کنترل توابع
است: زیر صورت به استاندارد روش در غالب خطای جمله آمدەاند. دست به BEⅯ استاندارد

Eغالب =

n−1∑
i=0

(E +Di)
−1DiG(tn, ti, Zi)∆Wi (۵)

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به OBEⅯ روش برای بهینه کنترل توابع

d∗0(t, s, u) = −1

2

∂F

∂u
(t, s, u), d∗1(t, s, u) = − 1√

∆t

∂G

∂u
(t, s, u) (۶)

هستند. G و F توابع حالت) (متغیر سوم آرگومان به نسبت جزئͬ مشتقات نشان دهنده ترتیب به ∂G
∂u و ∂F

∂u آن در که
ͬ شود: م ارائه زیر صورت به (OBEⅯ) بهینه متعادل اویلر کامل روش (OBEⅯ): بهینه متعادل اویلر روش

Zn = φn +

n−1∑
i=0

(E +D∗
i )

−1F (tn, ti, Zi)∆t+

n−1∑
i=0

(E +D∗
i )

−1G(tn, ti, Zi)∆Wi (۷)

D∗
i = d∗0(tn, ti, Zi)∆t+ d∗1(tn, ti, Zi)|∆Wi| بهینه: کنترل ماتریس با

OBEⅯ روش برای همͽرایی و پایداری تحلیل ۳

:[۴] ͬ شود م استفاده زیر کانوولوشن آزمون معادله از مربعͬ، میانگین پایداری تحلیل برای پایداری: تحلیل
Ut = U0 +

∫ t

0

(λ+ ρ(t− s))Usds+

∫ t

0

ηUsdWs (۸)

ͬ شوند: م محاسبه صورت این به بهینه کنترل توابع و جزئͬ مشتقات

∂F

∂u
(t, s, u) = λ+ ρ(t− s),

∂G

∂u
(t, s, u) = η, d∗0 = −1

2
(λ+ ρ(tn − ti)), d∗1 = − η√

∆t

۲
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این در عددی جواب شود، اعمال کانوولوشن آزمون معادله بر OBEM روش که هنگامͬ لم: بازگشتͬ؛ رابطه
Zn+1 = (p

opt
n + ψ

opt
n )Zn − (q

opt
n−1 + ψ

opt
n−1)Zn−1 ͬ کند: م صدق بازگشتͬ رابطه

آن: در که

p
opt
n = 2 +

1

1 +D∗
n

(λ+ ρ∆t)∆t, q
opt
n−1 = 1 +

1

1 +D∗
n−1

λ∆t, ψ
opt
n =

1

1 +D∗
n

η∆Wn

روش باشد، ۱ از کمتر طیفͬ شعاع دارای زیر رابطه در شده داده Mopt ماتریس اگر قضیه. : بهینه پایداری ماتریس
است. مربعͬ میانگین پایدار کانوولوشن آزمون معادله برای OBEM

Mopt =


0 0 1

m
opt
21 m

opt
22 m

opt
23

m
opt
31 m

opt
32 m

opt
33

 (۹)

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به آن درایەهای که

m
opt
21 = −

[
E(p

opt
n−1q

opt
n−1)− E(q

opt
n−1)E(p

opt
n−1) + E((ψ

opt
n−1)

2)
]
, m

opt
22 = −E(q

opt
n−1), m

opt
23 = E(p

opt
n ),

m
opt
31 = E((q

opt
n−1)

2) + [1− 2E(p
opt
n )]E((ψ

opt
n−1)

2) − 2E(p
opt
n )[E(p

opt
n−1q

opt
n−1)− E(q

opt
n−1)E(p

opt
n−1)],

m
opt
32 = −2E(p

opt
n )E(q

opt
n−1), m

opt
33 = E((p

opt
n )2 + (ψ

opt
n )2)

0.5 قوی همͽرایی مرتبه دارای متعادل اویلر روش های ،[۳] مرجع در ۳ .۱ قضیه اساس بر : همͽرایی تحلیل
ͬ کند. م ایجاد عددی دقت و پایداری در بهبود همͽرایی، مرتبه این حفظ با نیز OBEM پیشنهادی روش ͬ باشند. م

است، 0.5 قوی همͽرایی مرتبه دارای (OBEM) بهینه متعادل اویلر روش ،[۳] در ۲ .۱ و ۱ .۱ مفروضات تحت
E(|Un − Zn|2) ≤ K∆t, 0 ≤ n ≤ N تمام: برای که معنͬ این به

Error =
√

1
N

∑N
i=1 |Uexaⅽt(ti)− Zⅿethoⅾ(ti)|2 ͬ آوریم: م بدست صورت این به را خطا میزان

عددی مثال های ۴
نظر در پارامترها برای زیر حالت دو و ͬ گیریم م نظر در t ∈ [0, 20] در را (۸) کانوولوشن آزمون معادله اول: مثال

ͬ شود: م گرفته
η = 3/2 ρ؛ = −32 λ؛ = −3 II: حالت ، η = 3/2 ρ؛ = −32 λ؛ = −2 I: حالت

ͬ گیریم: م نظر در را [۳] از زیر غیرخطͬ معادله دوم: مثال

Ut = U0 + κ2
∫ t

0

cos(Us) sin
2(Us)ds− κ

∫ t

0

sin2(Us)dWs, t ∈ [0, 1]

طوریͺه: به است، Ut = arⅽⅽot(κWt + cot(U0)) صورت به U0 = 1.0 و κ = 0.5 پارامترهای با آن دقیق جواب

F (t, s, u) = κ2 cos(u) sin2(u),
∂F

∂u
= κ2[− sin3(u) + 2 cos2(u) sin(u)],

G(t, s, u) = −κ sin2(u), ∂G

∂u
= −2κ sin(u) cos(u),

d∗0 = −1

2
κ2[− sin3(Zi) + 2 cos2(Zi) sin(Zi)], d∗1 =

2κ√
∆t

sin(Zi) cos(Zi)

۳
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مربعͬ میانگین خطای :۲ جدول

Timestep ExplicitEuler BEM OBEM

∆t = 0.1 0.0892 0.0765 0.0631

∆t = 0.05 0.0623 0.0538 0.0442

∆t = 0.025 0.0431 0.0376 0.0308

∆t = 0.0125 0.0302 0.0264 0.0215

Mopt پایداری ماتریس طیفͬ شعاع :۱ جدول

Methods d0 d1 Spectrum(I) Spectrum(II)

Explicit Euler 0 0 0.8789 1.8373

BEM 0 η 0.6950 0.7912

BEM 0 1
2

0.7291 0.9340

BEM − 1
2

η 0.7745 0.8918

BEM − 1
2

η
2

0.7011 0.7465

OBEM d∗0 d∗1 0.6214 0.7038

نتیجەگیری ۵
اصلͬ نوآوری شد. ارائه ایتو⁃ولترا انتگرال معادلات حل برای (OBEM) بهینەشده متعادل اویلر روش مقاله، این در
است. نهفته معادله نویز و (قطعͬ) رانش توابع جزئͬ مشتقات اساس بر بهینه کنترل توابع ͷسیستماتی تعریف در
گستردەتری بسیار پایداری ناحیه OBEⅯ که ͬ دهد م نشان پایداری ماتریس طیفͬ شعاع بر مبتنͬ پایداری تحلیل های
روش این که ͬ کنند م تأیید نیز عددی نتایج ͬ کند. م ایجاد استاندارد متعادل روش و صریح اویلر روش با مقایسه در
قوی همͽرایی مرتبه اینکه ضمن ͬ دهد، م کاهش نیز را مربعͬ میانگین خطای بلͺه ͬ بخشد، م بهبود را پایداری تنها نه
تصادفͬ سیستم های حل برای دقیق تر و قوی تر محاسباتͬ ابزار ͷی عنوان به پیشنهادی روش ͬ نماید. م حفظ را 0.5

ͬ دهد. م نشان خوبی به را معادله ساختار بر مبتنͬ بهینەسازی اهمیت که ͬ کند م عمل سخت
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سخت تصادفͬ سیستم های برای بهینه مارویاما دوگام متعادل روش

ایران تهران، ،۳۶۹۷ −۱۹۳۹۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه ریاضͬ، گروه علمͬ هيأت عضو ، غیاثͬ آتنا

Ghiasi.atena@pnu.aⅽ.ir

ارائه سخت تصادفͬ دیفرانسیل معادلات حل برای مارویاما دوگام متعادل روش در بهبود ͷی مقاله، این در چͺیده:
است. نهفته مجانبی پایداری تحلیل اساس بر کنترل پارامترهای ͷسیستماتی بهینەسازی در اصلͬ نوآوری ͬ شود. م
به نسبت وسیع تری پایداری ناحیه و نموده حفظ میانگین⁃مربع معنای در را 1/2 مرتبه با همͽرایی پیشنهادی روش
زمانͬ گام های تحمل از حاکͬ پایتون) افزار نرم توسط آمده (بدست عددی نتایج ͬ آورد. م فراهم متعارف روش های
موجود دوگام متعادل روش های به نسبت دقت در 30− 40% بهبود و بوده استاندارد اویلر⁃مارویاما روش برابر 2.5 تا
تبدیل سخت ماهیت با عملͬ مسائل برای مناسب گزینەای به را حاضر روش ͬ ها، ویژگ این است. شده مشاهده

ͬ نماید. م
کلیدی: کلمات

پارامتر بهینەسازی سخت، سیستم های دوگام، متعادل روش میانگین⁃مربع، پایداری تصادفͬ، دیفرانسیل معادلات

مقدمه ۱
از هستند. (StiffSystems) سخت سیستم های مدل سازی در حیاتͬ ابزاری (SDEs) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
روش های نظیر قوی پایداری با کارآمد عددی روش های توسعه نیست، مقدور معمولا˟ معادلات این تحلیلͬ حل که آنجا
مارویاما دوگام متعادل روش و داده گسترش را مفهوم این [۲] همͺاران و رن اخیراً، است. ضروری [۱] ضمنͬ متعادل
کنترل پارامترهای انتخاب اما ͬ کند، م فراهم را مناسبی پایداری (BISM) روش اگرچه نمودند. پیشنهاد را (BISM)

مقاله، این در است. روش مجانبی پایداری تضمین برای تحلیلͬ مبنای فاقد و گرفته صورت تجربی بەصورت آن در
(OBTSM) بهینه مارویاما دوگام متعادل روش را آن که ͬ دهیم م ارائه (BISM) روش در ͷسیستماتی بهبود ͷی ما
برای تحلیلͬ فرمول های طراحͬ و (۳ (قضیه مربع میانگین پایداری کافͬ شرایط استخراج اصلͬ، نوآوری ͬ نامیم. م
ناحیه ،1/2 مرتبه همͽرایی حفظ ضمن OBTSM روش است. نظری شرایط این اساس بر D∗

n بهینه کنترل توابع
،۲ بخش در است: صورت این به مقاله این ͬ آورد.ساختار م فراهم متعارف روش های به نسبت وسیع تری پایداری
به ۴ بخش ͬ گردد. م بررسͬ میانگین⁃مربع پایداری و همͽرایی تحلیل ،۳ بخش در ͬ شود. م ارائه پیشنهادی روش

دارد. اختصاص نتیجەگیری به ۵ بخش و عددی نتایج ارائه

بهینەشده مارویاما دوگام متعادل روش ۲
بͽیرید: نظر در زیر ترتیب به را (OBTSM) بهینەشده دوگام متعادل روش و d⁃بعدی تصادفͬ دیفرانسیل معادله

dU(t) = f(t, U(t))dt+ g(t, U(t))dW (t), U(t0) = U0 ∈ Rd, t ∈ [t0, T ]. (۱)

۱
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ضریب انتشار(تابع ضریب تابع و f : [t0, T ] × Rd → Rd قطعͬ) ضریب (تابع رانش ضریب تابع اینجا در
یͷ بعدی استاندارد براونͬ حرکت ͷی W (t) فرآیند ͬ شوند. م فرض اندازەگیری قابل g : [t0, T ]×Rd → Rd تصادفͬ)
متعارف شرایط در که {Ft}t≥t0 فیلتراسیون به نسبت و شده تعریف (Ω,F ,P) کامل احتمال فضای روی که است
ͬ کند. م برآورده را E(|U0|2) < +∞ و بوده Ft0⁃اندازەپذیر متغیر ͷی U0 اولیه مقدار است. سازگار ͬ کند، م صدق

شدەاست: اعمال [۲] در g انتشار ضریب و f رانش ضریب روی زیر شرایط که ͬ کنیم م فرض این، بر علاوه
Un+1 + a1Un + a0Un−1 = [β2f(tn+1, Un+1) + β1f(tn, Un) + β0f(tn−1, Un−1)]∆t

+(I +D∗
n)

−1γ1g(tn, Un)∆Wn + (I +D∗
n−1)

−1γ0g(tn−1, Un−1)∆Wn−1,
(۲)

و یͺنواخت، زمانͬ گام اندازه ∆t = T−t0
N زمانͬ، گام شماره نشان دهنده n = 1, 2, . . . , N − 1 روش، این در

پارامترهای a0, a1, β0, β1, β2, γ0, γ1 ∈ R که ͬ باشد. م N(0,∆t) توزیع با وینر افزایش ∆Wn = W (tn+1)−W (tn)

است. d× d همانͬ ماتریس I و [۲] منبع طبق روش
ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به D∗

n−1 و D∗
n بهینه: کنترل ماتریس های

D∗
n = d∗0(tn, Un)∆t+ d∗1(tn, Un)|∆Wn|, D∗

n−1 = d∗0(tn−1, Un−1)∆t+ d∗1(tn−1, Un−1)|∆Wn−1|, (۳)

ͬ شوند: م پیشنهاد زیر صورت به مجانبی پایداری تحلیل اساس بر بهینه کنترل توابع d∗1 و d∗0

d∗0(t, u) =
1

2

∣∣∣∣∂f∂u (t, u)
∣∣∣∣+ 1

4

∣∣∣∣∂g∂u (t, u)
∣∣∣∣2 , d∗1(t, u) =

1

2

∣∣∣∣∂g∂u (t, u)
∣∣∣∣+ 1√

2π

∣∣∣∣∂f∂u (t, u)
∣∣∣∣∆t1/2. (۴)

d∗0 = 1
2 |λ|+

1
4 |µ|

2, d∗1 = 1
2 |µ|+

1√
2π

|λ|∆t1/2 بصورت بهینه کنترل توابع ،dU = λUdt+µUdW معادله برای
STSⅯ (اویلر⁃مارویاما)، EⅯ شامل معیار روش پنج با OBTSⅯ پیشنهادی روش مقاله، این (در ͬ شوند. م ساده
(مشتق گیری BBⅮF و آدامز⁃مولتون) (متعادل BAⅯⅯ آدامز⁃بشفورت)، (متعادل BABⅯ استاندارد)، (دوگام

است.) شده مقایسه معکوس)

پایداری و همͽرایی تحلیل ۳

حل برای K همͽرایی مرتبه با Un عددی تقریب ͷی میانگین⁃مربع). (همͽرایی ۱ تعریف همͽرایی: تحلیل
باشد داشته وجود (∆t از (مستقل C مثبت ثابت اگر ͬ شود م نامیده همͽرا میانگین⁃مربع تصادفͬ، دیفرانسیل معادله

.maxn=1,2,...,N ∥U(tn)− Un∥ ≤ C∆tK که طوری به

ͷی آنگاه باشد. برقرار g و f برای خطͬ رشد و سراسری لیپشیتس شرایط کنید فرض زمانͬ). گام (برآورد ۱ لم
.E[|U(tn+1)− Un+1|2] ≤ C∆t ،∆t < ∆t0 همه برای که طوری به دارد وجود ∆t0 و C > 0 ثابت

داد. نمایش Ln+1 = Rn + S1,n + S2,n+1, صورت به ͬ توان م را روش محلͬ خطای محلͬ). خطای (نمایش ۲ لم
Ftn−1

به نسبت S2,n+1 ،S1,n و ∥Rn∥ = O(∆t3/2), ∥S1,n∥ = O(∆t), ∥S2,n+1∥ = O(∆t), آن در که
هستند. صفر ریاضͬ امید دارای

و کنند صدق خطͬ رشد و سراسری لیپشیتس شرایط در g و f توابع اگر میانگین⁃مربع). (همͽرایی ۱ قضیه
مرتبه با OBTSM روش آنگاه کند، برآورده را دالͺوئیست ریشه شرایط ρ(z) = z2 + a1z + a0 مشخصه چندجملەای

.maxn=2,...,N ∥U(tn)− Un∥ ≤ C∆t1/2 دقیق، طور به است. همͽرا میانگین⁃مربع معنای در 1/2 همͽرایی

۲

509



نتیجه چندگام، روش های همͽرایی تحلیل در استاندارد تکنیͷ های کارگیری به و ۲ و ۱ لم های از استفاده با اثبات.
است. شده ارائه [۳] در کامل جزئیات ͬ آید. م دست به

پایدار میانگین⁃مربع را تصادفͬ عددی روش ͷی میانگین⁃مربع). (پایداری ۲ تعریف پایداری: تحلیل
زمانͬ گام با خطͬ آزمون معادله بر روش اعمال از حاصل دنباله {Un} آن در که ،limn→+∞ E[|Un|2] = 0 اگر گویند

است. یͺنواخت
ͬ گیریم: م نظر در را زیر خطͬ تصادفͬ دیفرانسیل معادله انتقال: ماتریس و تست معادله

dU(t) = λU(t)dt+ µU(t)dW (t), λ, µ ∈ R. (۵)

ξn ∼ N(0, 1) که ͬ رسیم، م Un+1 = AnUn+BnUn−1 تفاضلͬ رابطه به ،(۵) معادله بر OBTSM روش اعمال با

An =
−a1 + β1λ∆t

1− β2λ∆t
+

γ1µ
√
∆tξn

(1− β2λ∆t)(1 +D∗
n)

, Bn =
−a0 + β0λ∆t

1− β2λ∆t
+

γ0µ
√
∆tξn−1

(1− β2λ∆t)(1 +D∗
n−1)

. (۶)

آن در که ͬ آید درم Yn+1 = M∗Yn صورت به تکرار معادله سپس Yn حالت بردار تعریف با پایداری: انتقال ماتریس
هستند. نویز جملەهای به مربوط تصادفͬ عبارت های ترتیب به qn و pn که داریم، نیز را M∗ بهینەشده انتقال ماتریس

Yn =


E[U2

n]

E[U2
n−1]

E[UnUn−1]

 , M∗ =


E[A2

n] + E[p2n] E[B2
n] + E[q2n] + 2E[Anpnqn] 2E[AnBn]

1 0 0

E[An] E[Bn] 0

 , (۷)

تنها و اگر است پایدار میانگین⁃مربع خطͬ، تست معادله برای OBTSM روش میانگین⁃مربع). (پایداری ۲ قضیه
( است شده ارائه [۴] در وجزئیات اثبات ) است. انتقال ماتریس طیفͬ شعاع ρ(M∗) آن در که ،ρ(M∗) < اگر:1

است. λ+ 1
2µ

2 +O(∆t1/2) < 0. صورت به مجانبی پایداری شرط ،0 < ∆t ≪ 1 برای مجانبی). (تحلیل ۳ لم

که ͬ آید، درم λ + 1
2µ

2 < 0 صورت به مجانبی پایداری شرط ،∆t → 0 حد در مجانبی). پایداری (شرط ۱ نتیجه
دارد. کمتری محدودیت تست، معادله برای دقیق شرط به نسبت

گونەای به کنترل پارامترهای است کافͬ OBTSM روش پایداری از اطمینان برای پارامترها). بهینه (انتخاب ۳ قضیه
d∗0 ≥ 1

2 |λ|+
1
4 |µ|

2, d∗1 ≥ 1
2 |µ|+

1√
2π

|λ|∆t1/2. که: شوند انتخاب

کنترل توابع انتخاب ͬ آیند. م دست به [۴] لیاپانوف تابعیت بهینەسازی و پایداری مجانبی تحلیل از نتایج این اثبات.
M∗ انتقال ماتریس که شود تضمین تا است آمده دست به مینیمم حدود این تعمیم اساس بر دقیقاً ۲ بخش در D∗

n

باشد. ρ(M∗) < 1 طیفͬ شعاع دارای

عددی مثال ۴

U(t) = exp
[(
λ− 1

2µ
2
)
t+ µW (t)

] دقیق جواب و U(0) = 1, t ∈ [0, T ] با (۵) خطͬ تصادفͬ دیفرانسیل معادله :1 مثال
،µ = 3.5 ،λ = −3 :۲ مورد ،2−9−∆t = 2−5 ،t ∈ [0, 1] ،µ = 1

2 ،λ = − 1
2 :۱ [۲].(مورد است شده گرفته نظر در

(∆t = 0.25 ،t ∈ [0, 10] ،µ = 4 ،λ = −3 :۴ مورد ،µ = 6 ،λ = −10 :۳ مورد
:[۲] است انتشار جزء در سختͬ دارای که زیر غیرخطͬ تصادفͬ دیفرانسیل معادله :۲ مثال

dU(t) = −(α+ β2U(t))(1− U2(t))dt+ β(1− U2(t))dW (t), U(0) = 0, t ∈ [0, 1],

۳
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β = 1.5 ،α = 1 (غیرسخت)، β = 0.1 ،α = 1 پارامترهای و U(t) = exp(−2αt+2βW (t))−1
exp(−2αt+2βW (t))+1 تحلیلͬ جواب با

(سخت). β = 2 ،α = 1 (نیمەسخت)،
(α = 1, β = 1.5) 2 مثال میانگین⁃مربع خطا :۲ جدول

روش ∆t = 2−8 ∆t = 2−7 ∆t = 2−6 ∆t = 2−5

EM 0.2165 0.3063 0.4332 ناپایدار
STSM 0.1044 0.1477 0.2089 0.2956

BABM 0.0662 0.0937 0.1325 0.1874

BAMM 0.0612 0.0866 0.1225 0.1732

BBDF 0.0573 0.0810 0.1146 0.1621

OBTSM 0.0441 0.0624 0.0882 0.1247

(1 (مثال میانگین⁃مربع خطا :۱ جدول
روش ∆t = 2−9 ∆t = 2−8 ∆t = 2−7 ∆t = 2−6 ∆t = 2−5

EM 0.0384 0.0543 0.0769 0.1087 0.1542

STSM 0.0330 0.0467 0.0661 0.0934 0.1325

BABM 0.0303 0.0429 0.0607 0.0859 0.1218

BAMM 0.0296 0.0419 0.0592 0.0838 0.1189

BBDF 0.0287 0.0406 0.0574 0.0812 0.1152

OBTSM 0.0235 0.0332 0.0470 0.0665 0.0943

(2 (مثال انتقال ماتریس طیفͬ شعاع :۳ جدول
روش پارامترها پارامترها پارامترها

ABⅯ ρ(M) = 3.1273 − −
BABⅯ d0 = −λ

2 , d1 = µ
2 d0 = −λ

2 , d1 = 0 d0 = 0, d1 = µ
2

ρ(M) = 0.7066 ρ(M) = 1.7256 ρ(M) = 0.8485

AⅯⅯ ρ(M) = 2.2802 − −
BAⅯⅯ d0 = −λ

2 , d1 = µ
2 d0 = −λ

2 , d1 = 0 d0 = 0, d1 = µ
2

ρ(M) = 0.3428 ρ(M) = 0.5948 ρ(M) = 0.4442

BⅮF ρ(M) = 2.0755 − −
BBⅮF d0 = −λ

2 , d1 = µ
2 d0 = −λ

2 , d1 = 0 d0 = 0, d1 = µ
2

ρ(M) = 0.4922 ρ(M) = 1.2300 ρ(M) = 0.5919

نتیجەگیری ۵
پایداری در چشمͽیری بهبود تحلیلͬ، کنترل پارامترهای با (OBTSM) بهینەشده مارویامای دوگام متعادل روش
در روش این ͬ دهند م نشان پایتون) افزار نرم از استفاده (با عددی نتایج ͬ دهد. م ارائه سخت تصادفͬ سیستم های
تحمل و دقت در 30درصدی − 40 بهبود ͬ شوند. م ناپایدار دوگام متعادل روش های سایر که ͬ ماند م پایدار شرایطͬ
ایدەآل گزینەای به را OBTSM ͬ ها ویژگ این ͬ کند. م تأیید را پیشنهادی روش کارایی برابری، 2.5 زمانͬ گام های
نویز با سیستم های و چندبعدی مسائل به روش این ͬ نماید.گسترش م تبدیل سخت ماهیت با عملͬ مسائل برای
و مالͬ مدل سازی مانند کاربردی مسائل در روش کارایی بررسͬ همچنین، باشد. آتͬ تحقیقات زمینه ͬ تواند م رنگͬ

ͬ شود. م پیشنهاد ͬͺدینامی سیستم های
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عمليات در تحقيق



 

 
 

ی روش گرادیان مزدوج جدید مبتني بر شرط سکانت مطالعه
 اصلاح شده با کاربردهای آن در پردازش تصویر

 رانی،ا، بابلسردانشگاه مازندران ،یکاربرد یاضیگروه ر ،یفاطمه زهرا بابائ 
fatemezahra.babaei79rastaqi@gmail.com 

 z.akbari@umz.ac.ir رانی،ا، بابلسرشگاه مازندراندان ،یکاربرد یاضیگروه ر ،یاکبر زهره

برای حل مسائل  [3]لیائو -های دایدر این مقاله، یک روش گرادیان مزدوج کارآمد وابسته به کلاس روش چکیده:
ده سازی مورد بررسي قرارداشود. یک پارامتر گرادیان مزدوج جدید برای حل مسئله بهینهسازی نامقید مطالعه ميبهینه

شود. روش مورد مطالعه، تحت فرضیات ضعیف دارای همگرایي سراسری است. کارآمدی روش برای حل برخي مي
گیرد. نتایج عددی توسط فرمول نسبت سیگنال به از مسائل دنیای واقعي از حوزه پردازش تصویر مورد بررسي قرار مي

 دهد.، کارآمدی روش مورد مطالعه را نشان مي PSNRنویز 
 روش گرادیان مزدوج، پردازش تصویر، سکانت اصلاح شده، همگرایي سراسری ات کلیدی:کلم

 . مقدمه1
 شود: ر در نظر گرفته میسازی نامقید به صورت زیدر این مقاله، مسئله بهینه

min {f(x)|x ∈ 𝑅n},   
 

:𝑓 که در آن 𝑅𝑛 → 𝑅 های همگرایی موضعی ری با خاصیتیک تابع هموار است. الگوریتم گرادیان مزدوج، روش تکرا
 .به حافظه کم نیازمند است کمینه سازی بالاو سراسری قوی است که برای حل مسئله 

 تکرارهای گرادیان مزدوج، معمولا به صورت زیر تعریف می شوند:
x{k+1} = xk +  𝛼k d𝐾, 

1مانند شرایط قوی ولف)نادقیق( طی جستجوی خ هایطول گامی است که توسط روش𝛼𝐾که در آن  به به صورت زیر  
 آید.دست می

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) + 𝑐1𝛼𝑘𝑑𝑘
𝑇𝑔𝑘  , 

|𝑑𝑘
𝑇𝑔𝑘+1| ≤ −𝑐2𝑑𝑘

𝑇𝑔𝑘 ,          (𝑑𝑘
𝑇𝑔𝑘+1 ≥ 𝑐2𝑑𝑘

𝑇𝑔𝑘), 
 شود:به صورت بازگشتی زیر محاسبه می 𝑑𝑘جهت جستجوی 

𝑑{𝑘+1} = −𝑔{𝑘+1} + 𝛽𝑘 𝑑𝑘,              𝑑0 = −𝑔0, 
                                                             

1 wolfe 
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ترین پارامترها در این روش است. انتخاب های مختلف شود، یکی از مهمنشان داده می𝛽𝑘پارامتر گرادیان مزدوج که با 
𝛽𝑘معروف هایبرخی انتخاب .شودان مزدوج منجر میهای مختلف گرادیبه الگوریتم𝛽𝑘 توان در هستنس و را می

 یافت. ]DY(  ]4(5دای و یان، ]6[ )CD(4، فلچر]10[)PRP( 3پولک وریبیر و پولیاک ]7[ )HS(2استیفل
6توسط آندرینتایج مطالعات عددی و نظری گزارش شده  عملکرد عملی بهتری ها دهد بعضی روشنشان می ]1[ 

 .(دارند. )در مقابل گروه دوم خاصیت همگرایی قویتری دارند دیگرهای نسبت به روش

 یاصل یج. نتا۲
های چشمگیری داشته است. در این میان، های اخیر پیشرفتپردازش تصویر، یک رشته علمی نوظهور است که در سال

مسئله بازیابی [8,9] . شودختلفی ایجاد میکه به دلایل م ترین مشکلات در این زمینه استتاری تصویر یکی از رایج
 شود:صورت دستگاه خطی زیر مدل میتصویر آسیب دیده به 

𝑦 = 𝐴𝑥 + 𝜂              (𝑥 ∈ 𝑋), 
و یک نویز تصادفی 𝐴تارکننده  است که توسط یک ماتریس𝑦از تصویر مشاهده  𝑥که در آن هدف، بازیابی تصویر اصلی 

𝜂ستتخریب شده ا . 
های مختلفی برای روش .و حل آن سخت استیک مسئله معکوس در مقیاس بزرگ است که بسیار بدوضع  مسئلهاین 

 [2]. سازی استرویکرد منظممساله  حل این یک رویکرد شناخته شده برای .حل این مساله جود دارد
 :شودنظر گرفته می شود و مدل کلی زیر درساز به تابع هدف اضافه میدر این رویکرد یک عبارت منظم

min
1

2
||Ax − y||

2

2
+ λ ϕ(x), 

 .ساز هستندبه ترتیب عبارت و پارامتر منظم  𝜙   و 𝜆 که در آن
باشد برای هر روش روی تصویر محاسبه که همان نسبت سیگنال به نویز می PSNRدر بازیابی تصویر، مقدار 

 گیرند.بر این اساس مورد بررسی قرار میهای مختلف و روش جدید، شود و روشمی
 :کنندیمعمولاً از شرط سکانت استفاده م یرخطیمزدوج غ انیگراد یهاروش

𝛽𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑦𝑘̂ ,    𝑦𝑘̂ = 𝑦𝑘 +
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘 

 :که در آن
𝜃𝑘 = 6(𝑓𝑘 − 𝑓𝑘+1) + 3(𝑔𝑘 + 𝑔𝑘+1)𝑇𝑠𝑘 , 

به صورت زیر ارائه می در [4]  فاطمی 𝛽𝑘با استفاده از شرط سکانت اصلاح شده و استفاده از  پیشنهادی𝛽𝑘درآخر، 
 گردد:

𝛽
𝑘

 =  
(𝑦

𝑘
𝑇 𝑔{𝑘+1})(𝑦

𝑘
𝑇 𝑑𝑘)

𝑡2 (𝑧𝑘
𝑇 𝑠𝑘)2 +  (𝑦

𝑘
𝑇 𝑠𝑘)

2 −  
𝑡(𝑠𝑘

𝑇 𝑔{𝑘+1})(𝑧𝑘
𝑇 𝑑𝑘)

𝑡2  (𝑧𝑘
𝑇 𝑠𝑘)2 +  (𝑦

𝑘
𝑇 𝑠𝑘)

2  +  
𝑡2 (𝑧𝑘

𝑇 𝑔{𝑘+1})(𝑧𝑘
𝑇 𝑑𝑘)

𝑡2 (𝑧𝑘
𝑇 𝑠𝑘)2 +  (𝑦

𝑘
𝑇 𝑠𝑘)

2  

−
| 𝑡2 (𝑧𝑘

𝑇𝑠𝑘)𝑧𝑘 + (𝑦𝑘
𝑇 𝑠𝑘)𝑦𝑘 − 𝜆𝑘 (𝑧𝑘

𝑇 𝑠𝑘)𝑠𝑘 |2 

{4 𝛾2 [𝑡2(𝑧𝑘
𝑇 𝑠𝑘)

2
 + (𝑦𝑘

𝑇 𝑠𝑘)
2

]

(𝑔{𝑘+1}
𝑇  𝑑𝑘)

𝑡2 (𝑧𝑘
𝑇 𝑠𝑘)

2
 + (𝑦𝑘

𝑇 𝑠𝑘)
2 
 

                                                             
 2    Hestenes and Stiefel 

 3    Polak and Ribiere and Polyak 

 4   Fletcher 

 5   Dai and Yuan   
6 Andrei 
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 (MSCO)شدهمزدوج سکانت اصلاح انیگراد تمیالگور             

  نقطه شروع  کی. ۱گامx0 ∈ 𝑅𝑛 مثبت  یپارامترها یمناسب برا ریو مقاد𝜌𝑘  ،𝑇  ،0 <  𝑐1  <  𝑐2  <  1 

𝛾1و  + 𝛾2 < 𝑔0. مقدار دیرا انتخاب کن 1  =  𝛻 𝑓(𝑥0)  ،را محاسبه کرده𝑑0  =  −𝑔0 ید قرار دهk=0 

 .دیکن میرا تنظ ۰

 دیبرو ۳صورت به گام  نیا ریدر غ د؛ی. اگر برقرار بود، متوقف شودیکن ی. شرط توقف را بررس۲ گام. 

 طول گام ۳ گام .𝛼𝑘 دیولف محاسبه کن یرا با استفاده از شرط قو. 

 ری. مقاد۴ گام 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 , 𝑓𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘+1), 𝑔𝑘+1 = ∇𝑓(𝑥𝑘+1), 𝑠𝑘 = 𝑥𝑘+1 −

𝑥𝑘, 𝑦𝑘 = 𝑔𝑘+1 − 𝑔𝑘دیرا محاسبه کن. 

 یمقدار مطلوب برا کی. ۵ گام 𝑢𝑘 ∈ 𝑅𝑛  که  یبه طور دیتخاب کنان𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘 ≠ 𝜃𝑘باشد، و سپس 0 , 𝑧𝑘  را

 .دیمحاسبه کن

 ری. مقاد۶ گام 𝜆𝑘  و𝑡 دیرا محاسبه کن. 

 مزدوج  انی. پارامتر گراد۷ گام𝛽𝑘 دیمحاسبه کن ار. 

 جهت جستجو ۸ گام .𝑑𝑘+1 = −𝑔𝑘+1 + 𝛽𝑘𝑑𝑘دیرا محاسبه کن. 

  مقدار ۹گام .k  شیواحد افزا کیرا ( دادهk = k + ۱ و به گام )دیبرو ۲ 

 یعدد یج. نتا۳
 (:مختلف  𝜌)با سه مقدار باشدمیروش جدید بازیابی شده توسط  ، تصویرتصویر مغز زیر

 

(a):PSNR=29.7078     (b);PSNR=29.7144      (c);PSNR=29.7214 

 

𝛽𝑘نمودار تعداد ارزیابی تابع توسط 
𝑛𝑒𝑤   و𝛽𝑘های معروف دیگر 
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 برای تصویر مغز PSNRجدول مقایسه روش ها برحسب 
 𝛽𝑘

𝑛𝑒𝑤 𝛽𝑘
𝐹 𝛽𝑘

𝐻𝑆 𝛽𝑘
𝑃𝑅𝑃 𝛽𝑘

𝐷𝑌 
PSNR 29.7214 28.9451 29.6454 28.9495 29.5452 

 

 گیرییجه. نت۴
کند و به طور سراسری همگرا شرط نزول کافی را برآورده می جدید. روش ه شدش گرادیان مزدوج مؤثر ارائه دادیک رو 

های شناخته شده بهتر عمل است. نتایج عددی نشان داد که در عمل، این روش عملکرد خوبی دارد و از برخی روش
تصویری که توسط  ده شد.  نشان داشدقعی بررسی بردهای دنیای وادر حل برخی از کارهمچنین توانایی روش کند.می

 .قابل قبول است PSNRشود، از نظر آزمون بازیابی میجدید روش 
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 پوشش لیو تحل نیزیب یریگنیانگیم یکردهایرو دیبریه
 یافاصله یاداده

 رویکردی نوین جهت محاسبه کارایی

قائم شهر  یآزاد اسلام، دانشگاه  یگذار یو خط مش یرشته تصميم گير یدوره دکتر یدانشجو ،1 یگودرز یزادهعلعلی 
alializadeh.goudarzi@gmail.com 

 
 نیرتشده است و انتخاب مهم لیمزمن تبد دهیپد کیها به داده یپوشش لیتحل یگمشده در کاربردها یهاداده چکیده:

 رد های مفقودیوجود داده ن،یبرخوردار است؛ بنابرا ییبالا تیاز اهم ییتر کارامناسب یجهت بررس یورود یرهایمتغ
جهت  یکاف ییتوانا یسنت یها. مدلباشدپذیر نمیامکان سنتیDEAبا رویکردهای و  هایو خروج هایورود متغیرهای

و  یحیتوض یرهایمتغ ییدر شناسا ییاز عدم توانا یامر عمدتاً ناش نیرا ندارند و ا یورود یرهایمتغ نیترمهم ییشناسا
 یریگنیانگیم یکردهایرو دیبریهکارایی واحدها با استفاده از  یسازمدلهدف  مقاله نی. در اباشدیمدل م یتجرب یطراح

لحاظ نمودن متغیرهای ورودی مطلوب موجب بهبود محاسبه کارایی است.  یافاصله یاپوشش داده لیو تحل نیزیب
 .های گمشده داردی، توانایی بالایی در محاسبه کارایی با لحاظ دادهافاصله یاپوشش داده لیتحلگردد و رویکرد می

 .نیزیبگیری میانگین ،ییها گمشده، کاراپوشش داده، داده لیتحل کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
. (0202)میشرا،  بوده است هاسازمانسازی عملکرد همواره هسته اصلی تحولات متعدد در در پنج دهه اخیر، کمی

ها های بیرونی، فرآیندهای داخلی، محرکگذارند، مانند محرکهای عملکرد تأثیر میگیریعوامل بسیاری بر پذیرش اندازه
 ی وانتی)فبر نموده استپیچیده  را هاعملکرد در این سازمان گیریاندازهاین امر  (.0202بیندار و همکاران، ) و تغییرات
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در ادامه به شرح هر یک از این گردد. محاسبه کارایی واحدها عموماً دو مسئله اصلی ایجاد می (. در0200همکاران، 
 مشکلات پرداخته شده است.

؛ های ورودی و خروجی در دسترس هستندکنند که تمام دادهفرض می (DEA) های سنتیهای تحلیل پوششی دادهمدل
 های(. داده0202)چن و همکاران،  ها استدر تجزیه و تحلیل دادههای از دست رفته یک مشکل رایج با این حال، داده

 رفته دست از هایداده حال، این ؛ باشوندمی محسوب مزمن بیماری یک هاداده پوششی تحلیل کاربردهای در شدهگم
اطلاعات  گیریتصمیم واحدهای اکثریت. (0202)استیاد و همکاران،  است هاداده تحلیل و تجزیه در رایج مشکل یک

آوری اطلاعات از بر بودن جمعکنند؛ محرمانه بودن؛ عدم دسترسی به اطلاعات؛ هزینهرا به صورت کامل ارائه نمی
است. از این  ناپارامتریک رياضی ريزیبرنامه رويکرد يک (،DEA(. )0212ترین این دلایل است )چن و همکاران مهم

ها در اصل استقلال در داده (.1291شود )چارنس و همکاران، گرفته می بهره کارايی و وریبهره محاسبه برای رویکرد
 در این رویکرد از اهمیت بالایی برخوردار است؛ هاداده کیفیت در نتیجه. این رویکرد از اهمیت بالایی برخوردار است

 (. 0202آیکینز و همکاران، ) دهدها را تحت تأثیر قرار میبالا بودن تعداد داده مورد نیاز جهت برآورد؛ نتایج تخمین
های زیادی پیشنهاد شده است، به عنوان مثال، حذف، انتساب و های از دست رفته روشبرای مقابله با مشکل داده

های از دست رفته یا همه های حذف )حذف همه متغیرهای دارای دادهروش-1(. 0212)برشتولد  انتساب چندگانه
های مغرضانه اما ممکن است منجر به تخمین ؛سازی هستند( به راحتی قابل پیادههای از دست رفتهواحدهای با داده

انتساب ، عمدتاً شامل انتساب میانگین، انتساب عرشه داغ ؛های انتسابروش -0 (0211)مادن و همکاران،  شوند
یانگین به این انتساب م (.0212؛ شیشتل و همکاران 0212ی است )وانگ و همکاران و انتساب رگرسیون عرشه سرد

اما تنوع در  ؛ساده است ؛ این رویکردشوندهای موجود جایگزین میهای از دست رفته با میانگین دادهمعنی است که داده
های از دست رفته با مقادیر موجود از یک واحد در روش انتساب عرشه داغ، داده دهد.میکاهش  ها رامجموعه داده

)ایم  شت عرشه داغ یک روش موثر است و به طور گسترده در عمل استفاده شده استانبا .شوندجایگزین می ؛«مشابه»
 از مشابه موارد از موجود مقادیر با را رفته دست از مقادیر سرد، عرشه انتساب در دیگر، (. روش0211و همکاران 

 (.0202و همکاران،  آیند )چنمی نامرتبط نمونه یک از جدید مقادیر. کنیدمی جایگزین دیگرهای داده مجموعه
های های از دست رفته با مقادیر به دست آمده از تکنیکانتساب رگرسیون نیز یک روش پرکاربرد است که در آن داده

شوند، به عنوان مثال، رگرسیون خطی، رگرسیون لجستیک، رگرسیون چند جمله ای، رگرسیون رگرسیون جایگزین می
نیز روشی جذاب است که به عنوان روشی  ؛انتساب چندگانه -3(. 0212ران )میتی و همکاپروبیت و رگرسیون توبیت 

کانده و همکاران،  تلقی شده است ترکم سوگیریدارای تر و دقیق های با توجه به روش انتساب چندگانه، داده (.0212)آ
 -2( 0202کاران، )هامون و هم گمشده باید بر اساس توزیع و تنوع سایر عناصر داده در نمونه نسبت داده شوند

)لی و همکاران  های از دست رفته وجود دارد، به عنوان مثال، حداکثر احتمالنیز برای مقابله با داده ؛های دیگریروش
 (.0202)مالان و همکاران  و حداکثرسازی انتظار (0211)جیانگ و همکاران  ، بیزی(0202

اونیل  .اندهای گمشده مورد بررسی قرار دادهداده برایرا  DEA های مختلفروش با استفاده از رویکردها وچندین محقق 
ها منجر به DMU زیرا حذف ؛ساز بوداما این رویکرد مشکل نمودند؛روش حذف را اعمال (، 0220) و همکاران

های ساختگی )صفر برای از ورودی(؛ 0210و همکاران ) گردید. کوسماننها DMU تغییرات در کارایی نسبی سایر
های از دست با داده DMU برای کاهش اثرات ،متغیرهای خروجی و اعداد به اندازه کافی بزرگ برای متغیرهای ورودی(
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های ساختگی از روش ورودی(، 0211)گردیجان و لوکاچ  نمودند.ها استفاده DMUکارایی نسبی سایر جهت بررسیرفته 
گیری کارایی صنعت غذا و نوشیدنی پیشنهاد را برای اندازه ،(DEA های ساختگیمدخل)  DEAهای استفاده کردند و مدل

دست رفته با یک کران پایین  های ازهای پرکاربرد است که در آن دادهای یکی دیگر از روشفاصله DEA رویکردنمودند. 
در (. 0202کاران، )چن و هم شوند تا مرزهای پایین و بالایی کارایی را بتوان ارزیابی کردو یک کران بالا جایگزین می

  DEA تفاوت بین این دو رویکرد این است که رویکرد .ای استفاصله DEA فازی مشابه رویکرد DEA واقع، رویکرد
)وو و همکاران،  کندهای قطعی استفاده میای از تکنیکفاصله  DEAحالی که رویکرد در فازی مبتنی بر نظریه فازی است

های انتساب ساده یا ها از روشاول، آن .های ذکر شده در بالا دارای چند معایب هستندبا این حال، تکنیک(. 0212
دوم،  .ممکن است منجر به نتایج اشتباه شود کنند، کههای از دست رفته استفاده میهای حذف برای رسیدگی به دادهروش

دهند، های از دست رفته تغییر میبا داده DMU گیری کاراییشعاعی پایه را برای اندازه  DEAهایها مدلدر حالی که آن
گیرندگان به سادگی اگر تصمیم .توانند با متغیرهای با مقدار صحیح یا متغیرهای نامطلوب مقابله کنندنمی
(. 0212)کردستمی و همکاران  ترین اعداد صحیح گرد کنند، نتایج ممکن است اشتباه باشدرا به نزدیک  DEAهایحلراه

غیر   DEAهایتری نسبت به مدلاست که توانایی تشخیص ضعیفشعاعی این  DEAهای یکی دیگر از معایب مدل
مسئله دوم در پژوهش حاضر شناسایی متغیرهای ورودی بهینه است. نبود  (.0212)چن و همکاران،  شعاعی دارند

موجب گردیده هر محقق بر اساس اطلاعات در دسترس و دیدگاه  هاسازمان رویکردی مدون در حوزه عوامل موثر بر
دهای واح عملکرد ارزیابی سازیبر این اساس مسئله اصلی پژوهش حاضر مدل. قدام به محاسبه عملکرد نمایدشخصی ا

 باشد.ای میفاصله ایداده پوشش تحلیل و بیزین گیریمیانگین هیبرید سازمانی با
 

 پژوهش نهیشیو پ ینظر یمبان. ۲
 ایالف: رویکرد تحلیل پوششی فاصله

 برای ورودی 𝑚 از کدام هر که دارد وجود واحد 𝑛 کنید فرضای تشریح شده است. فاصله DEAدر این بخش رویکرد 
𝑗(𝑗 واحد هر برای. کنندمی استفاده خروجی 𝒔 تولید = 1, … , 𝑛) خروجی سطح 𝑟 با را آن ام 𝑦𝑟𝑗 𝑟)دهیم می نشان  =

1, … , 𝑠) با و 𝑥𝑖𝑗سطح  𝑖را آن ورودی امین(𝑖 = 1, … 𝑚) اصلی  مدل برخلاف. دهیممی نشانDEA، مدلDEA  ایبازه 
 است مشخص صرفاً ها،آن برای و نیستند شده شناخته𝑦𝑟𝑗 خروجی  و𝑥𝑖𝑗 واضح  ورودی مقادیر از برخی که کندمی فرض

𝑦𝑟𝑗 یعنی دارند، قرار محدودی فواصل در که ∈ [𝑦𝑟𝑗
𝐿 , 𝑦𝑟𝑗

𝑈 𝑥𝑖𝑗 و[ ∈ [𝑥𝑖𝑗
𝐿 , 𝑥𝑖𝑗

𝑈]هستند. در مثبت کاملاً ؛ این مقادیر در دامنه 
. رسانندب حداکثر به را خود کارایی امتیاز تا کنند تعیین زمانی فواصل در را مقداری هر تا آزادند واحدها وضعیتی، چنین
 است ممکن دیگر برخی باشند، کارآمد زمانی فواصل در مقادیر از ترکیبی هر در همیشه است ممکن واحدها از برخی
 در .باشند ناکارآمد همیشه است ممکن واحدها برخی و باشند ناکارآمد یا کارآمد شده داده اختصاص مقادیر به بسته

 جایبه است ممکن بلکه شوند؛نمی داده نشان مرز تعدادی و صفحه ابر در نقاطی با دیگر واحدها DEA ایرویکرد بازه
 شده انتخاب کارایی مرز به توجه با است ممکن واحدها بازده. کارایی ایجاد شود ای از مقادیریک حالت در مجموعه

,𝑀1 واحد  پنج با ،(1 نمودار) مثالی ،ایبازه DEA رویکرد  دادن نشان باشد. برای متفاوت … , 𝑀5در که ؛ایمنموده ارائه 
 هک شکلی مستطیل الاضلاع متوازی با واحدها تنظیمات، این در. اندشده ارزیابی 𝑦 خروجی یک و𝑥 ورودی یک امتداد
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𝑦𝑟𝑗 بازه  هایمحدوده با
𝐿 , 𝑦𝑟𝑗

𝑈 𝑥𝑖𝑗 و
𝐿 , 𝑥𝑖𝑗

𝑈واحد  برای که همانطور؛ شوندمی داده نشان اندشده تعریف 𝑀1شده داده نشان 
 به دستیابی برای شده ارزیابی واحد توسط ضمنی طور به تواندمی الاضلاع متوازی مرزهای داخل در نقطه هر. است

 دهنده نشان الاضلاع متوازی ،(B، D، E نقاط مثال عنوان به) بالا چپ سمت گوشه .شود انتخاب کارایی امتیاز حداکثر
 خروجی برای مقدار بالاترین و ورودی برای ممکن مقدار ترینکم دهنده نشان زیرا ؛است واحدها حالت ترین مطلوب

 .است مطلوب حالت ترینکم بیانگر ،(A، C مثلاً) پایین به راست سمت گوشه که حالی در است

 
 بازده متغیر نسبت به مقیاس حالت با DEA زمانی فاصله تنظیم از ای: نمونه1نمودار 

 0211: چی و همکاران منبع
 به توجه با. دهدمی نشان ممکن را کارایی مرز دو b و a خطوط (،1نمودار ) بازده متغیر نسبت به مقیاس در فرض با

 هستند؛ کارآمد همیشه 𝑀3 و 𝑀2 واحدهای .شودمی ناکارآمد شود انتخاب b مرز اگر اما است؛ کارآمد 𝑀4 واحد ،a مرز
 ممکن مرز هر زیر در زیرا هستند؛ ناکارآمد همیشه 𝑀5 و 𝑀1 واحدهای. کندمی قطع را هاآن منطقه ممکنی مرز هر زیرا
 غیر به خواهد بود، خطی غیر VRS خروجی بر مبتنی DEA مدل دقیق، هایداده جای به فواصل از استفاده با .دارند قرار

,𝑢1 هایوزن و 𝑤0 پارامتر از … , 𝑢𝑟 , … , 𝑢𝑠 و هاخروجی برای 𝑣1, … , 𝑣𝑖 , … , 𝑣𝑚 ورودی سطح ها،ورودی برای 𝑥𝑖𝑗 خروجی و 
𝑦𝑟𝑗 شده ارزیابی واحد نفع به باید هاآن دقیق مقادیر که هستند متغیرهایی نیز 𝑗0 شود زده تخمین. 

Min           ℎ𝑗0 = ∑ 𝑣𝑖𝑦𝑟𝑗0 − 𝑤0

𝑚

𝑖=1

 

s. t          ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗0 = 1

𝑠

𝑟=1

 

∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗 −   ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗 − 𝑤0 ≥ 0                            𝑗 = 1, … . , 𝑛𝑠
𝑟=1

𝑚
𝑖=1 (1                                                                          ) 

𝑢𝑟 , 𝑣𝑖 ≥ 𝜀                   ∀𝑟, 𝑖 
𝑤0          𝑓𝑟𝑒𝑒 𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑔𝑛 

 مقادیر. کردند پیشنهاد خطی مدل به ،(1) غیرخطی مدل تبدیل برای را زیر تبدیلات (،0220) اسمیرلیس و دسپوتیس
𝑥𝑖𝑗و 𝑦𝑟𝑗 جدید متغیرهای حسب بر 𝑠𝑖𝑗و 𝑡𝑟𝑗محدود هایبازه در را هاخروجی و هاورودی سطح که شوندمی بیان 

[𝑦𝑟𝑗
𝐿 , 𝑦𝑟𝑗

𝑈 𝑥𝑖𝑗] و[
𝐿 , 𝑥𝑖𝑗

𝑈]خواهد بود: زیر شرح به ترتیب به در نتیجه روابطی .دهندمی قرار 
𝑥𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗

𝐿 + 𝑠𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗
𝑈 − 𝑥𝑖𝑗

𝐿 ),        𝑖 = 1, … , 𝑚; 𝑗 = 1, … , 𝑛    𝑤𝑖𝑡ℎ     0 ≤ 𝑠𝑖𝑗 ≤ 1 
𝑦𝑟𝑗 = 𝑦𝑟𝑗

𝐿 + 𝑡𝑟𝑗(𝑦𝑟𝑗
𝑈 − 𝑦𝑟𝑗

𝐿 ),        𝑟 = 1, … , 𝑠; 𝑗 = 1, … , 𝑛    𝑤𝑖𝑡ℎ     0 ≤ 𝑡𝑟𝑗 ≤ 1 
𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗 شکل𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗 و𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗 اصطلاحات عبارات، این از استفاده با

𝐿 + 𝑣𝑖𝑠𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗
𝑈 − 𝑥𝑖𝑗

𝐿 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗و (
𝐿 + 𝑢𝑟𝑡𝑟𝑗(𝑦𝑟𝑗

𝑈 − 𝑦𝑟𝑗
𝐿  خود به را(

 متغیرهای . با(هاخروجی برای) 𝑢𝑟𝑡𝑟𝑗 و( هاورودی برای) 𝑣𝑖𝑠𝑖𝑗 جدید اصطلاحات عبارات، این در ترتیب؛ به .گیرندمی

519



 

𝑞𝑖𝑗 جدید = 𝑣𝑖𝑠𝑖𝑗و 𝑝𝑟𝑗 = 𝑢𝑟𝑡𝑟𝑗0 شرایط که شوندمی جایگزین ≤ 𝑞𝑖𝑗 ≤ 𝑣𝑖 , 0 ≤ 𝑝𝑟𝑗 ≤ 𝑢𝑟 ∀ 𝑖, 𝑗, 𝑟 ,که همانطور؛ دارند را 
𝑞𝑖𝑗

𝑣𝑖
= 𝑠𝑖𝑗   ،𝑝𝑟𝑗

𝑢𝑟
= 𝑡𝑟𝑗   با این شرط که𝑣𝑖 . 𝑢𝑟 ≥ 𝜀  0و ≤ 𝑠𝑖𝑗 , 𝑡𝑟𝑗 ≤ ,𝑖 ∀به ازای هر  1 𝑗, 𝑟مدل در فوق هایتبدیل اعمال . با 

 .حاصل گردد زیر خطی مدل ،(1)

min           ℎ𝑗0 = ∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗0
𝐿 + 𝑞𝑖𝑗0(𝑥𝑖𝑗0

𝑈 − 𝑥𝑖𝑗0
𝐿 ) − 𝑤0

𝑚

𝑖=1

 

s. t          ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗0
𝐿 + 𝑝𝑟𝑗(𝑦𝑟𝑗

𝑈 − 𝑦𝑟𝑗
𝐿 ) = 1

𝑠

𝑟=1

 

∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗
𝐿 + ∑ 𝑞𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗

𝑈 − 𝑥𝑖𝑗
𝐿 )𝑚

𝑖=1 −   ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗
𝐿 + 𝑝𝑟𝑗(𝑦𝑟𝑗

𝑈 − 𝑦𝑟𝑗
𝐿 ) − 𝑤0 ≥ 0         𝑗 = 1, … . , 𝑛𝑠

𝑟=1
𝑚
𝑖=1 (0                               ) 

𝑝𝑟𝑗 − 𝑢𝑟 ≤ 0             𝑟 = 1,2, … , 𝑠;    𝑗 = 1, … , 𝑛 
𝑞𝑖𝑗 − 𝑣𝑖 ≤ 0             𝑖 = 1,2, … , 𝑚;    𝑗 = 1, … , 𝑛 
𝑢𝑟 , 𝑣𝑖 ≥ 𝜀                   ∀𝑟, 𝑖 
𝑝𝑟𝑗 ≥ 0,            𝑞𝑖𝑗 ≥ 0    ∀𝑟, 𝑖, 𝑗 

𝑞𝑖𝑗، 𝑝𝑟𝑗 متغیرهای و 𝑢𝑟، 𝑣𝑖 های وزن برآورد، تحت مجهول متغیرهای ،(0) مدل در  و ورودی مقادیر سطح که هستند 
 ،(0) مدل از𝑗0 واحد  یک کارایی امتیاز که کرد خواهیم ثابت سپس. دهندمی نشان محدود هایبازه در را خروجی
ℎ𝑗0 مثلاً  است، شده زده تخمین

𝐿، ورودی) شودمی ناشی آن موقعیت ترینمطلوب از که است واحدی برای کارایی امتیاز
 مطلوب موقعیت ترینکم در واحدها بقیه که حالی در( شوندمی تنظیم بالایی کران در هاخروجی و پایین کران در ها

ℎ𝑗𝑜(. پایین کران به خروجی و شوندمی تنظیم بالایی کران بر روی هاورودی) شوندمی تنظیم خود
∗  کارایی است امتیاز 

 .آیدمی دست به دقیق هایداده با زیر مدل توسط کارایی امتیاز این. آیدمی دست به تنظیماتی چنین با که

min           ℎ𝑗0 = ∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗0
𝐿 − 𝑤0

𝑚

𝑖=1

 

s. t          ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗0
𝑈 = 1

𝑠

𝑟=1

 

∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗0
𝐿 −   ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗0

𝑈 − 𝑤0 ≥ 0                 𝑠
𝑟=1

𝑚
𝑖=1(3                                                                                                   ) 

∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗0
𝐿, −  ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗0

𝐿 − 𝑤0 ≤ 0      𝑗 = 1, … , 𝑛, 𝑗 ≠ 𝑗0           

𝑠

𝑟=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑢𝑟 , 𝑣𝑖 ≥ 𝜀                   ∀𝑟, 𝑖 
 سایر .دارد قرار ممکن موقعیت بهترین در 𝑗0 واحد ،(3) مدل در شده گرفته نظر در خروجی-ورودی هایداده اساس بر

ℎ𝑗𝑜 نتیجه در و واحدها
توان بیان داشت پس می. آورد دست به تواندمی واحد این که است ممکن کارایی امتیاز ترینکم∗

ℎ𝑗𝑜
𝐿 ≥ ℎ𝑗𝑜

,𝑢) حل راه که داریم توجه است. ∗ 𝑣, 𝑄, 𝑃)با( 0) مدل  𝑣 = (𝑣𝑖 , 𝑖, 1, … , 𝑚)؛ 𝑢 = (𝑢𝑟 , 𝑟, 1, … , 𝑠)  ؛𝑄 =

(𝑞𝑖𝑗 , 𝑖, 1, … , 𝑚; 𝑗, 1, … , 𝑛)  و𝑃 = (𝑃𝑟𝑗 , 𝑟, 1, … , 𝑠; 𝑗, 1, … , 𝑛) :با این شرط که 
𝑞𝑖𝑗 = {

0               𝑗 = 𝑗0

𝑣𝑖                𝑗 ≠ 𝑗0
} 𝑝𝑟𝑗 = {

0               𝑗 ≠ 𝑗0

𝑣𝑖                𝑗 = 𝑗0
} 

 این به .شودمی مشتق Q، P اعمال با ،(3) مدل از مستقیم طور به( 3) مدل. است ،(0) مدل عملی حل این فرآیند راه
ℎ𝑗𝑜 کارایی امتیاز با که( 3) مدل حلراه که معنی

 است و در نتیجه( 0) مدل برای عملی حلراه یک دارد که مطابقت ∗
ℎ𝑗𝑜 مقدار از ترکم تواندنمی

𝐿 ترتیب  بدین. باشد ، است؛(0) مدل که جوابℎ𝑗𝑜
∗ ≥ ℎ𝑗𝑜

𝐿 توان شرط و در نقطه تعادل می

520



 

ℎ𝑗𝑜
∗ ≥ ℎ𝑗𝑜

𝐿  .ترتیب همین بهرا اعمال نمود ℎ𝑗𝑜
𝐿 است.  ،(0) مدل توسط آمده بدست پایین کرانℎ𝑗𝑜

𝑈 امتیاز بالایی کران 
 دقیق هایداده با DEA مدل یک ،(4) مدل. آورد دست آن را به ،(4) مدل از توانمی است که 𝑗𝑜 واحد برای کارایی

 و بالا کران در هاورودی) شودمی تنظیم 𝑗𝑜 واحد به نسبت نامطلوب طور به خروجی و ورودی سطوح آن در که است
ℎ𝑗𝑜 کارایی امتیاز. واحدها است سایر نفع به و( شوندمی تنظیم پایین کران به هاخروجی

𝑈 بدترین به مربوط ترتیبی چنین با 
 از هایداده دارای واحدهای همه و شودمی تنظیم خود گزینه تریننامطلوب در j0 واحد) است j0 واحد برای حالت
 (.شوندمی تنظیم خود مطلوب موقعیت در رفته دست

min           ℎ𝑗0 = ∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗0
𝑈 − 𝑤0

𝑚

𝑖=1

 

s. t          ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗0
𝐿 = 1

𝑠

𝑟=1

 

∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗
𝐿 −   ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗

𝑈 − 𝑤0 ≥ 0       𝑗 = 1, … , 𝑛, 𝑗 ≠ 𝑗0          𝑠
𝑟=1

𝑚
𝑖=1(2                                                                           ) 

∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗0
𝑈 −  ∑ 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗0

𝐿 − 𝑤0 ≤ 0           

𝑠

𝑟=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑢𝑟 , 𝑣𝑖 ≥ 𝜀                   ∀𝑟, 𝑖 
ℎ𝑗] کارایی امتیاز از محدودی فواصل شده، ارزیابی واحدهای همه برای ،(4) و( 3) هایمدل

𝐿 , ℎ𝑗
𝑈] ،کنند؛ کهمی ارائه را 

 :شود استفاده زیر شرح به کارایی کلاس سه در هاآن تربیش تمایز برای تواندمی
𝐸++ = {𝑗 ∈

{1, … , 𝑛}

ℎ𝑗
𝑈 = 1} 

𝐸+ = {𝑗 ∈
{1, … , 𝑛}

ℎ𝑗
𝐿 = 1             𝑎𝑛𝑑         ℎ𝑗

𝑈 > 1  } 

𝐸− = {𝑗 ∈
{1, … , 𝑛}

ℎ𝑗
𝐿 > 1   } 

 مجموعه(. خروجی/ورودی سطوح از ترکیبی هر) هستند کارآمد صورت هر در که است واحدهایی شامل ++𝐸 مجموعه
𝐸+ تحت که دارد وجود خروجی/ورودی تنظیمات اما هستند؛ کارآمد حداکثر معنای به که است واحدهایی از متشکل 
.است شده تشکیل ناکارآمد قطعاً واحدهای از −𝐸 مجموعه نهایت، در. کنند حفظ را خود کارایی توانندنمی هاآن

 ب: رویکردهای بیزین غیرخطی
این رویکرد توانایی بسیار بالایی در شناسایی روابط مابین متغیرهای توضیحی و وابسته در یک سری داده دارد. به عبارتی 

 یریگترین متغیرهای ورودی جهت محاسبه و برآورد یک شاخص را دارند. میانگیناین رویکردها توانایی شناسایی مهم
 اصلی هدف. شودمی استفاده مدل قطعیت عدم و مدل انتخاب زمینه در که است آماری تکنیک یک( BMA) بیزی مدل
 تواندمی که دارد وجود رقیب مدل چندین که زمانی است، واحد مدل بهترین انتخاب به مربوط قطعیت عدم توضیح آن،

 فرآیند برآورد این رویکرد در نمودار زیر ترسیم شده است. .دهد توضیح را معینی هایداده مجموعه
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 سازی رویکردهای بیزین غیرخطی: فرآیند مدل0نمودار 
 0202: کوپ و همکاران منبع

رفته های دو به دو صورت گبندی در رویکرد بیزین غیرخطی ارائه شده است؛ در ابتدا مقایسهدر نمودار زیر فرآیند اولویت
گیرد. به عبارتی اگر متغیری در مقایسه دو به دو، سه به سه و.... میبندی شکل و با افزایش تعداد مقایسات روند اولویت

ها برخودار خواهد بود. در همواره در اولویت بالاتری قرار گیرد، در حالت کلی از اولویت بالاتری در میان تمامی گزینه
بدترین که -ا در رویکرد بهترینشوند یها دو به دو مقایسه میاین رویکرد برخلاف رویکرد تحلیل سلسه مراتبی که گزینه

سه به صورت های مقایشوند، در این رویکرد تمامی حالتها نسبت به فقط بهترین گزینه و بدترین گزینه مقایسه میگزینه
 گردد:بندی میآنالیز ترکیبی مقایسه شده و در نهایت اقدام به اولویت

 
 گیری بيزينهاي میانگینگیری مدل: روند شکل3نمودار 

 0211و همکاران  1مأخذ: مارک

 شناسی پژوهشروش. ۳
ن تری. ابتدا بااستفاده از رویکردهای بیزین غیرخطی مهماست ایهای کتابخانهدر حوزه پژوهشپژوهش از  نیروش ا

شناسایی شده و در نهایت با استفاده از رویکرد رگرسیونی اقدام به محاسبه دامنه مورد  DEAهای ورودی به شاخص
ای اصلهای فسی و در نهایت اقدام به تعیین کارایی واحدهای سازمانی مورد بررسی با استفاده از تحلیل پوشش دادهبرر
 (، فلوچارت پژوهش ارائه شده است.4گردد. در نمودار )می

                                                        
1 Mark 
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 : فرآیند انجام پژوهش4 نمودار
 قیتحق یهاافته: یمنبع

 

 های پژوهشیافته. 4
بر اساس توضیحات فوق مدل مفهومی و فرآیندی پژوهش به شرح ذیل است. در این فرآیند نشان داده شده است 

غیرهای ترین متکه برای آنکه کارایی واحدهای سازمانی به درستی صورت بپذیرد نیاز است که به صورت بومی مهم
نی شناسایی گردد. در نهایت با توجه به وجود داده مفقودی در گیری وزموثر بر عملکرد توسط رویکردهای میانگین

 ها اقدام به تعیین رویکرد بهینه جهت محاسبه کارایی گردد.شاخص

 
 : فرآیند انجام پژوهش5نمودار 

 قیتحق یهاافته: یمنبع

 و پیشنهاداتگیری نتیجه. 5
 

متغیرهای موثر بر 

 عملکرد 

TVP-
DMA 
TVP-
DMS 

ترین شناسایی مهم

های متغیرهای ورودی

 موثر بر عملکرد 

محاسبه دامنه بالا و پايین  

های گمشده بر اساس  داده

 رويکرد رگرسیونی

محاسبه کارایی بر 

اساس دامنه بالا و 

های پایین داده

گمشده در  

 متغیرهای ورودی
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 مقالات، از بسیاری شوند درمی محسوب مزمن بیماری یک هاداده پوششی تحلیل کاربردهای در گمشده هایداده

تلاشی بر  پژوهش اين. نمایداطلاعات مفقودی وجود دارد و محقق به اجبار این واحدها را از محاسبات حذف می
 نتایج بیانگر این واقعیت .های رگرسیونی پانلی در محاسبه کارایی استهای گمشده بر اساس مدللحاظ نمود داده

این  رودمی های گمشده را دارا هستند. امیدرد توانایی لحاظ نمودن عدم اطمینان در برآورد دادهاست که این رویک
  .گرددهای گمشده میدر داده DEA و توسعه مقاله موجب بهبود
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p‐میانه ایده ال شانس توزیع تابع و معکوس p‐میانه مدل
قطعͬ غیر تصادفͬ شبͺه روی معکوس

f_teymorzadeh401@sut.ac.ir تبریز؛ سهند صنعتͬ دانشͽاه دکتری، دانشجوی تیمورزاده١، فاطمه
baroughi@sut.ac.ir تبریز؛ سهند صنعتͬ دانشͽاه علمͬ، هیئت عضو ،٢ باروقͬ فهیمه
alizadeh@sut.ac.ir تبریز؛ سهند صنعتͬ دانشͽاه علمͬ، هیئت عضو ،٣ ͬ زاده عل بهروز

متغیرهای رئوس، بین فاصله و راس ها وزن از برخͬ که شبͺه ای روی معکوس p‐میانه مسئله مقاله این در چͺیده:
p‐میانه ایده ال شانس توزیع تابع ابتدا ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد هستند، تصادفͬ متغیرهای دیͽر برخͬ و غیرقطعͬ
برای روشͬ سپس ͬ گردد. م ارائه آن آوردن بدست برای روش ͷی و معرفͬ غیرقطعͬ تصادفͬ شبͺه ͷی روی معکوس

ͬ شود. م ارائه غیرقطعͬ تصادفͬ شبͺه روی معکوس p‐میانه مسئله جواب آوردن بدست

غیرقطعͬ. تصادفͬ شبͺه ایده ال، شانس توزیع تابع معکوس، p‐میانه مسئله کلیدی: کلمات

مقدمه ١

در آن نتیجه که است حادثه ای نامشخصͬ از منظور ͬ شوند. م گرفته نامشخصͬ حالت در معمولا˟ واقعͬ تصمیم های
ظاهر عدد کدام که کرد پیش بینͬ دقیق طور به ͬ توان نم تاس پرتاب از قبل مثال، برای ͬ شود. م مشخص ما برای آینده
قطعیت عدم از ͬ توان م نامشخصͬ مدل بندی برای است نامشخص حوادث از نمونه ای تاس پرتاب بنابراین ͬ شود. م
وجود عدم صورت در واقع در ͬ روند. م کار به باور درجات مدل بندی برای لیو قطعیت عدم نظریه کرد. استفاده لیو
استفاده غیرقطعͬ داده های توصیف برای کارشناسان باور درجه از ͬ توان م کافͬ اطلاعات عدم و کافͬ اندازه به نمونه
توصیف برای کارشناسان باور درجه از ͬ توان م نیست، دسترس در احتمالͬ توزیع برآورد برای کافͬ نمونه وقتͬ کرد.
غیرقطعͬ داده های مورد در آنها شخصͬ اطلاعات به بستگͬ کارشناسان باور درجه کرد. استفاده غیرقطعͬ داده های
همچنین لیو .[١] کرد معرفͬ غیرقطعͬ باور درجات با برخورد برای را قطعیت عدم نظریه لیو ،٢٠٠٧ سال در دارد.
غیرقطعͬ، متغیر توصیف برای و کرد معرفͬ قطعیت عدم نظریه در اساسͬ مفهوم ͷی عنوان به را غیرقطعͬ متغیر
برگردانͬ قضیه .[٣] داد ارائه را معکوس غیرقطعͬ توزیع مفهوم لیو بعلاوه .[١] کرد بیان را غیرقطعͬ توزیع مفهوم
غیرقطعͬ توزیع و غیرقطعͬ توزیع محاسبه برای عملͽری قانون ،[٢] غیرقطعͬ متغیرهای استقلال مفهوم ،[٣] اندازه
خطͬ همچنین و [١] انتظار مورد مقدار عملͽر مفهوم ،[٣] مستقل غیرقطعͬ متغیرهای از اکید یͺنوای توابع معکوس
از اکید یͺنوای توابع انتظار مورد مقادیر محاسبه برای کاربردی فرمول ͷی ها و لیو شدند. ارائه لیو توسط [٣] آن بودن

١Fatemeh Teymorzadeh
٢Fahimeh Baroughi
٣Behrooz Alizadeh

١
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شبͺه های روی p‐میانه مساله ،٢٠٢٠ سال در همͺاران و سلطان پور .[۴] آوردند دست به مستقل غیرقطعͬ متغیرهای
نویسندگان این همچنین .[۵] دادند ارایه بررسͬ تحت مساله برای الͽوریتم ͷی و گرفتند نظر در را غیرقطعͬ تصادفͬ

.[۶] کردند حل را غیرقطعͬ شبͺه روی معکوس میانه مͺا ن یابی مساله ادامه در

مقدماتͬ مفاهیم ٢

است حقیقͬ اعداد مجموعه به (Γ, L,M) غیرقطعͬ فضای از اندازه پذیر تابع ͷی ،τ غیرقطعͬ متغیر [١] .٢ . ١ تعریف
باشد. پیشامد ͷی {τ ∈ B} = {γ ∈ Γ|τ(γ) ∈ B} مجموعه حقیقͬ اعداد از B بورل مجموعه هر برای که طوری به

زیر صورت به x حقیقͬ عدد هر به ازای آن غیرقطعͬ توزیع آنگاه باشد، غیرقطعͬ متغیر ͷی τ اگر [۴] .٢ . ٢ تعریف
.γ(x) =M{τ ⩽ x} ͬ شود م تعریف

باشد x به نسبت پیوسته و صعودی اکیداً تابع ͷی هرگاه ͬ شود م گفته منظم γ(x) غیرقطعͬ توزیع [۴] .٢ . ٣ تعریف
و ٠ < γ(x) < ١ بطوریͺه

lim
x→−∞

γ(x) = ٠ lim
x→+∞

γ(x) = ١

توزیع γ−١(x) معکوس تابع آنگاه باشد، γ(x) منظم غیرقطعͬ توزیع با غیرقطعͬ متغیر ͷی τ اگر [۴] .۴ . ٢ تعریف
ͬ شود. م نامیده τ معکوس غیرقطعͬ

دلخواه بورل مجموعه های برای هرگاه ͬ شوند م نامیده مستقل τn, . . . , τ٢, τ١ غیرقطعͬ متغیرهای [٢] .۵ . ٢ تعریف
باشد: برقرار زیر رابطه حقیقͬ اعداد از Bn, . . . , B٢, B١

M

{
n∩

i=١
(τi ∈ Bi)

}
=

∧
١⩽i⩽n

M {τi ∈ Bi}

منظم غیرقطعͬ توزیع های با ترتیب به مستقل، غیرقطعͬ متغیرهای τn, . . . , τ٢, τ١ کنید فرض [۴] .۶ . ٢ قضیه
τn, . . . , τm+٢, τm+١ به نسبت و صعودی اکیداً τm, . . . , τ٢, τ١ به نسبت f(τ١, τ٢, . . . , τn) اگر باشند. γn, . . . , γ٢, γ١

است: زیر صورت به τ = f(τ١, τ٢, . . . , τn) معکوس غیرقطعͬ توزیع آنگاه باشد، نزولͬ اکیداً
γ−١(α) = f(γ−١

١ (α), γ−١
٢ (α), . . . , γ−١

m (α), γ−١
m+١)١− α), . . . , γ−١

n (١− α)).

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به آن انتظار مورد مقدار آنگاه باشد، غیرقطعͬ متغیر ͷی τ اگر [۴] .٢ . ٧ تعریف

E[τ ] =

∫ +∞

٠
M{τ ⩾ x}dx−

∫ ٠

−∞
M{τ ⩽ x}dx,

باشند. متناهͬ بالا انتگرال دو هر که شرطͬ به

مساله بیان ٣

داده E(N) یالͬ مجموعه و ،|V (N)| = n با V (N) رأسͬ مجموعه با N = (V (N), E(N)) شبͺه ͷی کنید فرض
داده اختصاص w(v) نامنفͬ وزن vi ∈ V (N) راس هر برای و L(e) مثبت طول دارای e ∈ E(N) یال هر است شده
معکوس P‐میانه مͺان یابی مسئله در باشد. شده تعیین ازپیش مجموعه ͷی {m١, . . . ,mp} کنید فرض است. شده
x+(e) مقادیر با ترتیب به ،e ∈ E(w) ،L(e) یالͬ طول های کاهش یا افزایش هدف راسͬ، وزن و یالͬ طول  تغییرات با

٢
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هزینه کمترین با x−(v) و x+(v) مقادیر با ترتیب به ،v ∈ V (N) ،w(v) رأسͬ وزن های کاهش یا افزایش و x−(e) و
تحمیل هزینه های ترتیب، به c+v و c+e کنید فرض گردد. N شبͺه P‐میانه مͺان {m١, . . . ,mp} که طوری است کلͬ
از شده تحمیل هزینه های ترتیب به c−e و c+v و بوده واحد ͷی اندازه به w(v) رأس وزن و L(e) یال طول افزایش از شده
دلخواه کاهش یا افزایش که کنید فرض همچنین باشند. واحد ͷی اندازه به L(e) یال طول و w(v) راس وزن کاهش
افزایش u−e و u+e اندازه به حداکثر ترتیب به ͬ تواند م L(e) طول هر یعنͬ نیست مجاز راسͬ وزن های و یالͬ طول های
مجموعه S کنید فرض یابد. کاهش یا افزایش u−v و u+v اندازه به حداکثر ترتیب به ͬ تواند م w(v) وزن هر و کاهش یا
وزن و یالͬ طول  تغییرات با معکوس P‐میانه مͺان یابی مساله لذا باشد V (N) از P‐عضوی زیرمجموعه های همه

کرد فرمولبندی زیر صورت به ͬ توان م را راسͬ

min
∑

e∈E(N)

(c+c x
+(e) + c−(e)x−(e)) +

∑
v∈V (N)

(c+v x
+(v) + c−v x

−(v))

s.t.
∑

v∈V (N)

w̃(v) min
i=١,...,P

dl̃(v, vi) ⩽
∑

v∈V (N)

w̃(v) min
vx∈S

dl̃(v, vx) ∀S ∈ S

٠ ⩽ x+(e) ⩽ u+e , ∀e ∈ E(N)

٠ ⩽ x−(e) ⩽ u−e , ∀e ∈ E(N)

٠ ⩽ x+(v) ⩽ u+v , ∀v ∈ V (N)

٠ ⩽ x−(v) ⩽ u−v , ∀v ∈ V (N)

رأس ها بین فاصله و راس ها وزن  از برخͬ که شبͺه ای روی معکوس P‐میانه مͺان یابی مساله بررسͬ به حال
فرمولبندی ایده ال شانس توزیع تابع ابتدا ͬ شود. م پرداخته هستند، تصادفͬ متغیرهای دیͽر برخͬ و قطعͬ غیر متغیرهای

ͬ گردد. م ارائه قطعͬ غیر تصادفͬ شبͺه روی معکوس P‐میانه آوردن دست به برای روشͬ سپس و
است. زیر شرح به مسئله حل فرضیات

است. جهت دار غیر و همبند شده داده شبͺه .١
هستند. مثبت تصادفͬ متغیرهای یا و مثبت غیرقطعͬ متغیرهای یا راس ها بین فاصله و راس ها وزن .٢

هستند. مستقل تصادفͬ متغیرهای و غیرقطعͬ متغیرهای همه .٣
کنید فرض همچنین و باشد شبͺه رأسͬ مجموعه V = {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض

U = {(vi, vj)| است غیرقطعͬ vj و vi راس های بین فاصله {کوتاه ترین ∪ {vk| است غیرقطعͬ vk راس {وزن

R = {(vi, vj)| است تصادفͬ vj و vi رئوس بین فاصله کوتاه ترین } ∪ {vk| است تصادفͬ vk رأس وزن }

تصادفͬ شبͺه (V,U , R,W ) چهارتایی صورت این در است. تصادفͬ و غیرقطعͬ فاصله های و وزن ها از Wگردایه ای و
و vi راس دو بین فاصله و vk ∈ U ∪ R ،vk راس هر وزن دهنده نشان ترتیب به τj و ηk ͬ شود. م نامیده غیرقطعͬ
اگر و هستند، غیرقطعͬ متغیرهای τj و ηk صورت این در vk, (vi, vj) ∈ U اگر لذا هستند ،(vi, vj) ∈ U ∪ R ،vj
و ηk غیرقطعͬ متغیرهای ͬ کنیم م فرض خلل، ایجاد بدون هستند تصادفͬ متغیرهای τj و ηk آنگاه ،vk, (vi, vj) ∈ R

تصادفͬ متغیرهای همچنین و (Γ٢, L٢,M٢) و (Γ١, L١,M١) غیرقطعͬ فضاهای روی ترتیب به vk, (vi, vj) ∈ U ،τj
چون باشند شده تعریف (Ω٢, A٢, P r٢) و (Ω١, A١, P r١) احتمالͬ فضاهای روی ترتیب به vk, (vi, vj) ∈ R ،τj و ηk
bk و bij و ak و aij که aij ⩽ τij ⩽ bij و ak ⩽ ηk ⩽ bk داریم شده اند، گرفته نظر در متناهͬ فاصله ها و وزن ها
مقدار τ = {τij |(vi, vj) ∈ U ∪ R} و η = {ηk|vk ∈ U ∪ R} کنید تعریف هستند. بالا و پایین کران های ترتیب به
تصادفͬ متغیر ͷی که ͬ کنیم م مشخص f IP نماد با که فاصله هاست و وزن ها از تابعͬ معکوس P‐میانه مسئله بهینه

ͬ نامیم. م ایده ال شانس توزیع تابع را (V,U , R,W ) شبͺه در f IP (η, τ) است غیرقطعͬ

فاصله های و ηk غیرقطعͬ وزن های کنید فرض بͽیرید. نظر در را (V,U , R,W ) غیرقطعͬ تصادفͬ شبͺه .٣ . ١ قضیه

٣
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فاصله های و ηk تصادفͬ وزن های همچنین و باشند γi و γk منظم غیرقطعͬ توزیع های دارای ترتیب به τij غیرقطعͬ
شبͺه متناظر ایده ال شانس توزیع صورت این در باشند ψij و ψk احتمالͬ توزیع  های دارای ترتیب به τij تصادفͬ

است، برابر (V,U , R,W )

θ(y) =

∫ ∞

٠
· · ·

∫ ∞

٠
F (y, zk, zij |vk, (vi, vj) ∈ R)

∏
vk∈R

dψk(zk)
∏

((vi,vj)∈R)

dψij(zij)

غیرقطعͬ متغیر غیرقطعͬ توزیع تابع F (y, zk, zij |vk, (vi, vj) ∈ R) آن در که
f IP (zk, zij |vk, (vi, vj) ∈ R, ηk, τij |vk, (vi, vj) ∈ U)

معکوس غیرقطعͬ توزیع تابع با و است.
F−١(αizk, zij |vk, (vi, vj) ∈ R)

با، است برابر که
f IP (zk, zij |vk, (vi, vj) ∈ R, γ−١

k (α), γ−١
ij (α)|vk, (vi, vj) ∈ U),

داد. ارائه معکوس P‐میانه مدل حل از ͬ توان م را F I
P مقدار ͬ گردد. م تعیین

را تصادفͬ متغیرهای ابتدا تصادفͬ شبͺه های روی معکوس P‐میانه ایده ال شانس توزیع تابع آوردن دست به برای
α ∈ {٠,٠.١,٠,٠.٢, . . . ,٠.٩٩} هر و شده گسسته سازی مقدار هر برای سپس و کرده گسسته سازی مشخص گام ͷی با
گسسته فرم از را معکوس توزیع تابع مقدار و ͬ کنیم م محاسبه معکوس P‐میانه مدل از استفاده با را معکوس تابع مقدار
زیر صورت به را ایده ال شانس توزیع تابع ،Fij(yij) توابع و yij مقدار از استفاده با نهایت در و ͬ آوریم م دست به آن

ͬ آوریم: م بدست
θ(y) =

∑
i

∑
j

Fijyij(zij)

طبق را ایده ال شانس توزیع تابع غیرقطعͬ تصادفͬ شبͺه های در معکوس p‐میانه مسأله کردن پیدا برای نهایت در
دوم تغییرات برای را φ(y) شانس توزیع تابع و ͬ گیریم م نظر در را شده زده تخمین y٠ij و x٠j و آورده دست به بالا روش
که بهینه تغییرات نهایت در و ͬ کنیم م محاسبه را ∫∞

٠ (θ(y)− φ(y))dy بهینه سازی مدل هدف مقدار و ͬ کنیم م محاسبه
ͬ کنیم. م انتخاب ͬ کند م مینیمم را مقدار این

نتیجه گیری ۴

و غیرقطعͬ متغیرهای رئوس بین فاصله و راس ها وزن از برخͬ که شبͺه ای روی معکوس p‐میانه مسئله مقاله این در
روی معکوس p‐میانه ایده ال شانس توزیع تابع ابتدا گرفت. قرار بررسͬ مورد هستند، تصادفͬ متغیرهای دیͽر برخͬ
آوردن بدست برای روشͬ سپس گردید. ارائه آن آوردن بدست برای روش ͷی و معرفͬ غیرقطعͬ تصادفͬ شبͺه ͷی

شد. ارائه غیرقطعͬ تصادفͬ شبͺه روی معکوس p‐میانه مسئله
مراجع
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بندی  کارگیری منطق فازی برای ارزیابی و رتبه به
 کنندگان مواد اولیه در صنایع خودروسازی تأمین

 خودرو و سایپا(ی موردی: شرکت ایران)مطالعه

 
  2، سیده حکیمه حسینی1داود درویشی

 دانشگاه پیام نور، تهران، ایراندانشیار-1
d_darvishi@pnu.ac.ir 

 دانش آموخته کارشناسی ارشد ریاضی محض، دانشگاه پیام نور، اصفهان، ایران-2
 hakimehossieni1400@gmail 

 

کنندگان مواد اولیه نقش بسیار مهمی در موفقیت صنایع در محیط رقابتی امروز، انتخاب و ارزیابی تأمینچکیده:
گیری، استفاده از منطق فازی  خودروسازی دارد. به دلیل وجود عدم قطعیت و معیارهای کیفی در فرآیند تصمیم

کنندگان باشد. در این پژوهش با استفاده از روش منطق فازی، بندی تأمینتواند ابزار مؤثری برای ارزیابی و رتبهمی
ی خودرو و سایپا، مورد بررسدروسازی ایران، یعنی ایرانکنندگان قطعات فلزی و پلیمری دو شرکت بزرگ خوتأمین

یارهای عنوان معپذیری و قابلیت اعتماد بههایی مانند کیفیت، هزینه، زمان تحویل، انعطافاند. شاخصقرار گرفته
ها با سیستم استنتاج فازی نشان داد که روش پیشنهادی گیری انتخاب شدند. نتایج حاصل از تحلیل دادهتصمیم

 های کلاسیک ارائه دهد.تری نسبت به روشتر و منطقیگیری دقیقتواند تصمیممی

 خودرو، سایپابندی، ایرانکننده، رتبه: منطق فازی، ارزیابی تأمینواژگان کلیدی

 . مقدمه۱
وری و ها برای افزایش بهرههای اخیر، رقابت شدید در صنایع خودروسازی باعث شده است که شرکتدر سال

های این زنجیره، انتخاب و ترین بخشها، بر بهبود زنجیره تأمین خود تمرکز کنند. یکی از مهمش هزینهکاه
عی و های قطکننده معمولاً بر اساس قضاوتهای سنتی ارزیابی تأمینکنندگان مواد اولیه است.روشارزیابی تأمین

پذیری یا قابلیت د )مانند کیفیت، انعطافشوند؛ اما در عمل بسیاری از معیارها کیفی هستنعددی انجام می
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صورت دقیق عددی بیان کرد.به همین دلیل، منطق فازی  که توسط زاده در سال ها را بهتوان آنهمکاری( و نمی
 هایی است.سازی عدم قطعیت در چنین تصمیممعرفی شد، ابزاری مناسب برای مدل 1۶۹۱

 . مبانی نظری ۲
ای از عضویت بین صفر تا یک های فازی بنا شده است که به هر عنصر، درجهمجموعهی منطق فازی بر پایه

موقع" را  شود بتوان مفاهیمی چون "کیفیت خوب" یا "تحویل بهدهد. این ویژگی باعث میاختصاص می
 ندگانکنهای متعددی از منطق فازی برای ارزیابی تأمینهای اخیر، پژوهشصورت ریاضی بیان کرد.در سال به

کننده معرفی کردند  فازی را برای انتخاب تأمین AHP( مدل 2۲1۲اند. برای مثال، چن و همکاران )استفاده کرده
( از سیستم استنتاج فازی برای صنایع خودروسازی بهره گرفت.در ایران نیز مطالعاتی توسط 2۲1۱و کافمن )

گیری در صنایع تولیدی را تا تواند دقت تصمیممی ( نشان دادند که رویکرد فازی1۰۲۲( و کریمی )1۹۶۱عباسی )
های مدلدهنده شیفت به سوی به بعد نشان ۰۰۱۱های متأخر ازسال  در ادامه این روند، پژوهش افزایش دهد. ۹۲۳

-بهترین) Fuzzy BWMهایی چون با روش Fuzzy AHPامروزه، تأکید بر تلفیق . هستند ترکیبی پیشرفته

ها مانند تأثیر دهی معیارها، تعاملات میان آناست تا علاوه بر وزن Fuzzy DEMATELیا  Fuzzy TOPSIS، (بدترین روش

این رویکردهای ترکیبی، دقت ارزیابی را در مواجهه با معیارهای . سازی شودنیز مدل پایداری بر عملکرد محیطی

علاوه بر این، آخرین مطالعات .دهندبه شکل چشمگیری افزایش می های ژئوپلیتیکچندگانه شامل پایداری و ریسک

 Fuzzy Neural)های عصبی فازی و شبکه تلفیق منطق فازی با یادگیری ماشین بر ۰۰۱۱و  ۰۰۱۱های در سال

Networks )کنندگان و میزان بینی عملکرد آتی تأمینهای هوشمند، قابلیت پیشاین سیستم. اندمتمرکز شده

های کارگیری این سیستمدر صنایع مهم ایران، به. کنندیره تأمین را فراهم میهای زنجها به شوکپذیری آنواکنش

 .در پی داشته است درصد ۰۱تا  ۱۱سازی تخصیص منابع را تا هوشمند فازی جهت مدیریت ریسک، افزایش بهینه
 . مدل پیشنهادی منطق فازی۳

 است. ساختار کلی مدل شامل سه بخش است:در این پژوهش از سیستم استنتاج فازی نوع مامدانی استفاده شده 

 هاسازی ورودی. فازی1

 . قواعد استنتاج فازی2

 هاسازی خروجی. دفازی۹

 ها شامل پنج معیار اصلی هستند:ورودی

 𝐶1   :کیفیت مواد 

𝐶2  :هزینه تأمین 

𝐶3    :زمان تحویل 

532



 
 

____________________________ 

 نویسنده مسئول:داوددرویشی .1

 
 

     𝐶4  :پذیریانعطاف 

     𝐶5   : قابلیت اعتماد 

 کنندهمدل: امتیاز نهایی تأمینخروجی 

 . توابع عضویت فازی۴
 تعریف شد. 1۲تا  ۲برای هر متغیر ورودی، تابع عضویت مثلثی بین 

 

 

 نوع تابع عضویت سطوح زبانی دامنه              متغیر
 مثلثی پایین، متوسط، بالا 1-۱1 کیفیت

 مثلثی کم، متوسط، زیاد 1-۱1 هزینه
 مثلثی سریع معمولی،کند،  1-۱1 زمان تحویل

 مثلثی ضعیف، متوسط، قوی 1-۱1 پذیریانعطاف
 نوع تابع عضویت سطوح زبانی دامنه 1-۱1 اعتماد

 مثلثی پایین، متوسط، بالا ۱1-1 
 

 فرمول تابع عضویت مثلثی:

𝜇 = (𝑥: 𝑎, 𝑏, 𝑐) = {

0                    𝑥 ≤ 𝑎
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
             𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏

0                        𝑥 ≥ 𝑐         

 

 های مطالعه موردی. داده۵
 خودرو و سایپا مورد بررسی قرار گرفتند:کننده اصلی در زنجیره ایرانسه تأمین

 

 کنندهتأمین
 کیفیت

زمان  پذیریانعطاف هزینه
 تحویل

 اعتماد

 A ۶ 7 ۱ ۱کننده تأمین
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 B 7 ۱ ۹ 7کننده تأمین
 C ۱ ۹ ۱ ۹کننده تأمین

 

 . قواعد فازی۶
 صورت زبانی تعریف شدند، برای مثال: گیری به قواعد تصمیم

 کننده عالی است.. اگر کیفیت بالا و هزینه کم و زمان تحویل سریع باشد، آنگاه تأمین1

 کننده ضعیف است.. اگر کیفیت متوسط و هزینه زیاد باشد، آنگاه تأمین2

 کننده خوب است.بالا باشد، آنگاه تأمین. اگر اعتماد زیاد و انعطاف ۹

 قاعده برای مدل تعریف شد. 2۱در مجموع 

 سازی و نتایج . دفازی7

 دست آمد:صورت زیر بهکنندگان بهسازی با روش مرکز ثقل انجام شد.امتیاز نهایی تأمیندفازی

 

 رتبه امتیاز نهایی  کنندهتأمین
A                    24۴۲              ۱ 
B           54۳۵              ۲ 
C           ۶4۲۱             ۳ 

 

 دارند. بندی نمودار خروجی سیستم استنتاج فازی  نشان داد که کیفیت و اعتماد بیشترین تأثیر را در رتبه

 . تحلیل و بحث2
سیک های عددی کلاکنندگان را که در روشنتایج نشان داد که مدل فازی توانسته است اختلافات ظریف بین تأمین

موقع، بهترین گزینه برای ادامه دلیل کیفیت بالا و تحویل به، بهAکننده خوبی آشکار کند.تأمینمانند، بهپنهان می
 روزرسانی شود.های مختلف بههای جدید در دورهه با دادههمکاری شناخته شد.همچنین مدل قابلیت آن را دارد ک

 گیری و پیشنهادها . نتیجه۹
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گیری کنندگان صنایع خودروسازی باعث بهبود دقت و کارایی تصمیماستفاده از منطق فازی در ارزیابی تأمین
کنندگان ر انتخاب تأمینهای فازی چندمعیاره دخودرو و سایپا از مدلهای ایرانشود شرکتشود.پیشنهاد میمی

فازی یا  AHPهای توان از مدلهای آینده میجدید و بهبود روابط زنجیره تأمین استفاده کنند.در پژوهش
TOPSIS .فازی برای مقایسه نتایج بهره گرفت 

  منابع
 .ایران تولیدی صنایع در فازی منطق از استفاده با کنندگانتأمین انتخاب و ارزیابی(. 1۹۶۱. )م عباسی،[1]

 .72–۱۱ ،(2)1۱ صنعتی، مدیریت فصلنامه

. فازی AHP روش از گیریبهره با تأمین زنجیره در کنندگانتأمین انتخاب فرآیند بهبود(. 1۰۲۲. )ن کریمی،. [2]
 .1۲۱–۶1 ،(۰)2۹ مدیریت، هایپژوهش مجله

 کنندگانتأمین عملکرد ارزیابی در فازی TOPSIS مدل کاربرد(. 1۹۶۶. )الف محمدی، و. س رضایی،. [3]
 .۱۱–7۹ ،(1)۹1 تولید، و صنایع مهندسی مجله. خودرویی قطعات

 انتخاب برای چندمعیاره گیریتصمیم و فازی هایروش ترکیب(. 1۰۲1. )ر سهرابی، و. ف احمدی،. [4]
 .۹۲–۰۱ ،(2)۱ مدیریت، در نوآوری و فناوری مجله. خودرو تأمین زنجیره کنندگانتأمین

 صنایع در کنندگانتأمین عملکرد بینیپیش در فازی هوشمند هایسیستم کاربرد(. 1۰۲2. )ن حسینی،. [5]
 .12۰–111 ،(۹)17 ها،سیستم مهندسی مجله. خودروسازی

[6].Zadeh, L. A. (1965). Fuzzy sets. Information and Control, 8(3), 338–353. 

[7].Hwang, C. L., & Chen, S. J. (1992). Fuzzy Multiple Attribute Decision Making: Methods and 
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منظم دوفازی انتظار) (مورد p‐میانه مسئله ی

sh_bazdar400@sut.ac.ir ایران تبریز، (سهند)، تبریز صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ، گروه دکتری دانشجوی ،* بازدار شͺوفه

baroughi@sut.ac.ir ایران تبریز، (سهند)، تبریز صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ، گروه علمͬ هيئت عضو باروقͬ، فهیمه

ایران تهران، خوارزمͬ، دانشͽاه مصاحب، دکتر ریاضͬ تحقیقات مؤسسه علمͬ هیئت عضو مقدم، قربانͬ خاطره

k.ghorbani@khu.ac.ir

وزن های که شبͺه ای ͬ شود؛ م بررسͬ غیرقطعͬ شبͺه ی ͷی روی p‐میانه مͺان یابی مسئله ی مقاله، این در چͺیده:
معرفͬ منظم دوفازی انتظار مورد p‐میانه  عنوان با جدیدی مفهوم همچنین، هستند. منظم دوفازی متغیرهای آن رأسͬ
بر علاوه است. NP‐سخت کلͬ شبͺه های روی منظم دوفازی p‐میانه مسئله ی که ͬ شود م داده نشان و ͬ گردد م

ͬ شود. م ارائه غیرقطعͬ درختͬ شبͺه های روی منظم دوفازی انتظار مورد 1‐میانه ی مͺان تعیین برای روشͬ این،
انتظار. مورد مقدار p‐میانه؛ منظم؛ دوفازی متغیر کلیدی: کلمات

مقدمه ١

مؤثرشان نقش و گسترده کاربردهای به دلیل و دارند عملیات در تحقیق در مهم جایͽاهͬ تسهیلات مͺان یابی مسائل
است p‐میانه مسئله ی پرکاربرد، مͺان یابی مسائل از ͬͺی بوده اند. پژوهشͽران توجه مورد همواره عمل، و تئوری در
تسهیلات ایجاد برای بهینه مͺان p تعیین مسئله این هدف .[٢] شد مطرح گراف ها روی حͺیمͬ توسط بار نخستین که
کریو برسد. ممͺن مقدار کمترین به سرویس دهنده نزدیͷ ترین تا مشتریان وزن دار فواصل مجموع به گونه ای که است،
p = 1 که حالتͬ برای [١] گلدمن .[٣] است NP‐سخت کلͬ گراف های روی مسئله این که کردند ثابت حͺیمͬ و

داد. ارائه خطͬ اجرای زمان با الͽوریتم ͷی ͬ باشد، م درخت ͷی (گراف) شبͺه و ١‐میانه) (مسئله ی
نوع این با مقابله برای هستند. مبهم و غیرقطعͬ پارامترها و داده ها اغلب واقعͬ، دنیای مسائل از بسیاری در
گسترش را نظریه این فازی، متغیر تعریف با [۶] نهیماس و کرد معرفͬ را فازی مجموعه های نظریه ی [٨] زاده ابهام،
لیو ،٢٠٠٢ سال در کرد. ارائه فازی مدل سازی برای دقیق تر چارچوبی اعتبار، تئوری ارائه ی با [۵] لیو سپس داد.
نمود؛ معرفͬ فازی متغیر از تعمیمͬ به عنوان را دوفازی متغیر مفهوم دوگانه، قطعیت های عدم با برخورد به منظور [۴]
ریاضͬ خواص کمبود به دلیل [٧] همͺاران و ونگ ،٢٠٢١ سال در فازی اند. متغیرهای خود آن مقادیر که متغیری
نمودند. ارائه آن ها برای را انتظار مورد مقدار مهم معیار و کردند تعریف را منظم دوفازی متغیرهای دوفازی، متغیرهای
ͷی ٣ بخش در ͬ شود. م بيان نياز مورد قضايای و مفاهيم ٢ بخش در است: زیر شرح به مقاله سازمان دهͬ
p‐میانه مسئله ی بیان به ۴ بخش ͬ شود. م ارائه شبͺه ها روی ͷکلاسی p‐میانه مͺان یابی مسئله ی برای فرمول بندی

دارد. اختصاص نتیجه گیری و بحث به ۵ بخش و ͬ پردازد م منظم دوفازی انتظار) (مورد

بازدار *شͺوفه

١
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مقدماتͬ مفاهیم ٢

ͬ شود. م مطرح دوفازی نظریه و اعتبار تئوری فازی، نظریه به مربوط قضایای و تعاریف از برخͬ بخش این در

باشد: زیر به صورت آن عضویت تابع هرگاه گویند، LR نوع فازی عدد را F̃ = (s, α, β)LR [٧] .٢. ١ تعریف

µF̃ (c) =


L(

s− c

α
), c ≤ s, α > 0,

R(
c− s

β
), c > s, β > 0,

(R(·) مشابه به طور (و L(·) تابع هستند. راست و چپ پهنای به ترتیب β و α و µF̃ (s) = 1 با میانه مقدار s آن در که
L(c) > 0 ،c > 0 هر برای L(c) < 1 ،L(0) = 1 ͬ سازد: م برآورده را زیر شرایط و بوده غیر افزایشͬ [0,+∞) بازه ی در

.(L(+∞) = 0 و L(c) > 0 دلخواه c هر (برای یا L(1) = 0 و c < 1 هر برای

در است. حقیقͬ اعداد مجموعه ی به (Θ,P(Θ), Cr) اعتبار فضای از تابع ͷی ،ζ̃ فازی متغیر ͷی [۵] .٢. ٢ تعریف
است. اعتبار اندازه ی نمایانگر Cr و Θ توانͬ مجموعه  ی P(Θ) ناتهͬ، مجموعه ی ͷي Θ فضا، این

،c حقیقͬ عدد هر برای صورت این در باشد. µζ̃ عضویت تابع با فازی متغیر ͷی ζ̃ کنید فرض [۵] .٢. ٣ تعریف
است. Γζ̃(c) = 1/2(supt≤c µζ̃(t) + 1− supt>c µζ̃(t)) با برابر آن اعتبار توزیع

افزایشͬ اکیداً آن، پشتیبان روی ،ζ̃ اعتبار توزیع اگر باشد. LR نوع فازی متغیر ͷی ζ̃ کنید فرض [٧] .۴ .٢ تعریف
ͬ نامند. م منظم LR نوع فازی متغیر ͷی را ζ̃ صورت این در باشد، پیوسته و

است. فازی متغیرهای مجموعه ی به (Θ,P(Θ), Cr) اعتبار فضای از تابع ͷی ، ˜̃ζ دوفازی متغیر ͷی [٧] .۵ .٢ تعریف

از خاصͬ مجموعه ی روی که است ζ̃ منظم LR نوع فازی متغیر ͷی ، ˜̃ζ منظم دوفازی متغیر ͷی [٧] .۶ .٢ تعریف
پهناهای ،(L(·) = R(·)) باشند یͺسان راست و چپ توابع به  گونه ای که ͬ شود، م تعریف منظم LR نوع فازی متغیرهای
اگر به عبارتͬ گردد. تعیین ζ̃(θ) با ˜̃

ζ(θ) حداکثر ،θ ∈ Θ هر برای و شوند مشخص مثبت عدد دو با راست و چپ
آن در که ͬ باشد م ˜̃

ζ = (ζ̃, α1, β1)L1R1
به صورت ˜̃

ζ کلͬ فرم آنگاه باشند، مثبت حقیقͬ اعداد βi و αi ،i = 1, 2 برای
ͬ نامند. م ثانویه فازی عدد را ˜̃

ζ(θ) ،θ ∈ Θ هر به ازای و اولیه فازی عدد را ζ̃ راحتͬ برای .ζ̃ = (s, α2, β2)L2R2

˜̃
ζi از ζ̃i اولیه فازی عدد و مستقل منظم دوفازی متغیر ͷی ˜̃ζi ،i = 1, 2, . . . , n برای کنید فرض [٧] .٢. ٧ قضیه
آنگاه باشد، افزایشͬ اکیداً r1, r2, . . . , rn به نسبت h(r1, r2, . . . , rn) تابع اگر باشد. Γ−1

ζ̃i
معکوس اعتبار توزیع دارای

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت آن انتظار مورد مقدار و است منظم دوفازی متغیر ͷی نيز ˜̃ζ = h(
˜̃
ζ1,

˜̃
ζ2, . . . ,

˜̃
ζn)

E[ ˜̃ζ] =
∫ 1

0

∫ 1

0
h(Γ−1

γ̃1
(λ),Γ−1

γ̃2
(λ), . . . ,Γ−1

γ̃n
(λ))dλdρ,

ͬ شود. م بیان γ̃i = (Γ−1

ζ̃i
(ρ), αi, βi)LiRi به صورت و است ˜̃ζi ثانویه فازی عدد γ̃i ،i = 1, 2, . . . , n برای که

٢
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شبͺه ها روی ͷکلاسی p‐میانه مسئله ی ٣

مجموعه ی V (N ) = {v1, v2, . . . , vn} آن در که بͽيريد نظر در را N = (V (N ), E(N )) غيرجهت دار و همبند شبͺه  ی
m و مشتريان مͺان به عنوان رأس n شبͺه، اين روی کنيد فرض ͬ دهد. م نشان را يالͬ مجموعه ی E(N ) و رأسͬ
مشتری وزن نمایانگر wi > 0 کنید فرض است. شده مشخص تسهيلات تأسيس برای کانديد مͺان ها ی به عنوان رأس
xj و yij کنید فرض همچنین است. ام j سرویس دهنده  ی و ام i مشتری بین مسیر کوتاه ترین طول بیانگر dij و i

0 این صورت غیر در یابد، اختصاص j سرویس دهنده ی به i مشتری اگر yij = 1 هستند. دودویی تصمیم متغیرهای
مسئله ی مفروضات، این با است. 0 این صورت غیر در شود، تأسیس سرویس دهنده ای j مͺان در اگر xj = 1 است.

شود: فرمول بندی زیر ͷی و صفر خطͬ برنامه ریزی مدل به صورت ͬ تواند م N شبͺه ی روی p‐ميانه

min

n∑
i=1

m∑
j=1

widijyij

s.t.

m∑
j=1

xj = p (١)

m∑
j=1

yij = 1 ∀i = 1, 2, . . . , n, (٢)

yij ≤ xj ∀i = 1, 2, . . . , n, ∀j = 1, 2, . . . ,m, (٣)

yij , xj ∈ {0, 1} ∀i = 1, 2, . . . , n, ∀j = 1, 2, . . . ,m. (۴)

غیرقطعͬ شبͺه های روی منظم دوفازی انتظار) (مورد p‐میانه مسئله ی ۴

رأسͬ مجموعه ی با غیرجهت دار همبند غیرقطعͬ شبͺه ی ͷی ˜̃N = (V ( ˜̃N ), E( ˜̃N ),
˜̃
ζ) کنید فرض

که باشد ˜̃
ζ = { ˜̃ζ1, ˜̃ζ2, . . . , ˜̃ζn} رأسͬ وزن های مجموعه ی و E( ˜̃N ) یالͬ مجموعه ی ،V ( ˜̃N ) = {v1, v2, . . . , vn}

شده اند. گرفته نظر در مستقل منظم دوفازی متغیرهای به صورت رأسͬ وزن های آن در

صورت این غیر در و vj ∈ Ap رأس اگر xj = 1 متغیر مقدار و |Ap| = p با Ap ⊆ V ( ˜̃N ) کنید فرض .١ .۴ تعریف
0 صورت این غیر در و یابد اختصاص vj ∈ Ap سرویس دهنده ی به vi مشتری اگر yij = 1 متغیر مقدار و است 0

کند. صدق ۴ تا ١ قیود در اگر تنها و اگر است سرویس دهنده p‐مͺان ͷی Ap مفروضات، این با است.

. ˜̃G(Ap) =
∑n

i=1

∑m
j=1

˜̃
ζidijyij کنید تعریف باشد. سرویس دهنده p‐مͺان ͷی Ap کنید فرض

است. منظم دوفازی متغیر ͷی ˜̃G(Ap) که است بدیهͬ

را A∗
p باشد. سرویس دهنده p‐مͺان ͷی A∗

p که کنيد فرض بͽيريد. نظر در را ˜̃N غيرقطعͬ شبͺه ی .٢ .۴ تعریف
باشیم داشته Ap ⊆ V ( ˜̃N ) سرویس دهنده ی p‐مͺان هر به ازای اگر گویند، منظم دوفازی انتظار مورد p‐ميانه ͷي

.E( ˜̃G(A∗
p)) ≤ E( ˜̃G(Ap))

ͬ شود. م نتیجه منظم دوفازی انتظار مورد p‐میانه مسئله ی حل برای زیر قضیه ،٢. ٧ قضیه و ٢ .۴ تعریف براساس

٣
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مستقل منظم دوفازی متغیر ͷی ˜̃
ζi وزن ،vi هر برای کنید فرض بͽیرید. درنظر را ˜̃N غیرقطعͬ شبͺه ی .٣ .۴ قضیه

منظم دوفازی انتظار مورد p‐میانه صورت این در باشد. Γ−1

ζ̃i
معکوس اعتبار توزیع دارای ˜̃

ζi از ζ̃i اولیه فازی عدد و
.E(

˜̃
ζi) با برابر vi رأس هر وزن و E(N ) = E( ˜̃N ) ،V (N ) = V ( ˜̃N ) به طوری که است N شبͺه ی p‐میانه ، ˜̃N شبͺه ی

ͬ شود. م نتيجه زير قضيه ،٣ .۴ قضيه و کلͬ گراف های روی p‐میانه مسئله ی بودن NP‐سخت به توجه با

است. NP‐سخت شبͺه ها روی منظم دوفازی p‐ميانه مسئله ی .۴ .۴ قضیه

مسئله ی یعنͬ آن، خاص حالت است، NP‐سخت کلͬ شبͺه های روی منظم دوفازی p‐میانه مسئله ی چون
ارائه آن برای حلͬ روش و ͬ شود م گرفته نظر در غیرقطعͬ درختͬ شبͺه های روی منظم دوفازی انتظار مورد 1‐میانه

الͽوریتم از استفاده با سپس و شده ایجاد متناظر قطعͬ درخت ،٣ .۴ قضیه براساس ابتدا منظور، بدین ͬ گردد. م
ͬ شود. م تعیین منظم دوفازی انتظار مورد مقدار 1‐میانه مͺان ،[١] گلدمن

نتایج ۵

بیان با سپس شد. بررسͬ منظم دوفازی رأسͬ وزن های با شبͺه ای روی p‐میانه مͺان یابی مسئله ی مقاله، این در
انتظار مورد p‐میانه مسئله ی بین معادل رابطه ی ͷی که شد نتیجه منظم دوفازی انتظار مورد p‐میانه مͺان مفهوم
ͷی آخر در دارد. وجود قطعͬ شبͺه های روی ͷکلاسی p‐میانه مسئله ی و غیرقطعͬ شبͺه های روی منظم دوفازی

شد. ارائه منظم دوفازی انتظار مورد ١‐میانه مسئله ی برای حل روش
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 gshakoori2@gmail.com ، مؤسسه آموزش عالی رحمان، رامسر، ایران. علوم پایه استادیار گروه ،3*یگوهر شکور

 عیدر صنا یمصرف گسترده از مصنوعات مصرف لیخشک به دل یهازباله دیتول شیامروز، افزا یایدر دن چکیده:
 نیمد اآناکار تیریمد. شده است لیتبد یطیمحستیمهم ز یهااز چالش یکیبه  و... یبندمختلف مانند چاپ، بسته
 یشهر یهارساختیو فشار بر ز یطیمحستیز یهاندهیآلا شیافزا ،یعیاتلاف منابع طب شینوع پسماندها باعث افزا

 کارآمد، نقش یاضیمدل ر کی ی. طراحشودیها مزباله نیاز دفن ا یناش یاگلخانه یانتشار گازها شیافزا نیو همچن
 یهارصتف ،یطیمحستیز یایداشته که علاوه بر مزا یطیمحستیز یو کاهش اثرات منف ندیفرآ نیدر بهبود ا یاتیح

 نیا رد است. ریانکارناپذ یضرورت تیعدم قطع طیدر شرا یاضیمدل ر کی ی. طراحکندیم جادیا زین یمهم یاقتصاد
 طیزباله خشک در شرا افتیباز ستمیس یسازنهیو به یطراح یبرا یاضیمدل ر کیراستا، پژوهش حاضر به ارائه 

 د.پردازیم تیعدم قطع
 .برنامه ریزی آرمانیمدیریت زباله خشک، پسماند،  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
با توجه به افزایش مصرف منابع در نتیجه افزایش جمعیت جهان، تولید زباله های خشک ابعاد زیادی به خود گرفته 

ک های خشافزایش چشمگیر زباله و صنعتی منجر به بندیهای اخیر، رشد مصرف محصولات بستهدر سال. است
، زیست شده است. در ایران، با رشد جمعیت و شهرنشینی، مدیریت ناکارآمد این پسماندها موجب تخریب محیط

مومی، های عدر سایه تحولات تکنولوژی و افزایش آگاهی ای شده است.اتلاف منابع طبیعی و افزایش گازهای گلخانه
پسماند در کشورهای صنعتی و سایر کشورهای دنیا به تدریج توسعه یافت. در این  های جدید مدیریتسیستم

رف مواد جویی در مصها توجه به مسایل زیست محیطی و شرایط سیاسی و اقتصادی آن، مسایلی نظیر صرفهدگرگونی
ن فرآیند پردازش و ها از پسماند شهری به طور جدی مورد توجه قرار گرفته و به مرور زماو انرژی و بازیافت آن

                                                        
3gshakoori2@gmail.com  
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ی طراحی یک مدل ریاضی که بتواند در شرایط واقع تری در مدیریت پسماند پیدا کرد.بازیافت پسماند جایگاه کلیدی
 .ای داشته باشد، ضرورتی انکارناپذیر استو متغیر عملکرد بهینه

تواند این مدل می .نهاد داده استیابی پیشبرای مسئله مکان (MIGP) ریزی آرمانییک مدل برنامه [3]پتی و همکاران 
ف و همکاران شریهای ترکیبی مختلف استفاده کند. در تجزیه و تحلیل تعادل بین دستیابی به اهداف در استراتژی

گیری برای سه تصمیم مکان، تخصیص و مسیریابی انواع مختلف بازیافت اراده  دادند. نقاط یک مدل تصمیم [4]
اس ظرفیت مرکز بازگشت متمرکز موجود، به آن اختصاص داده  و تخصیص مشابه به آوری بازیافت را بر اسجمع

ری، آوها تضمین کرد. این مطالعه به بررسی کاهش هزینه جمعهمه مراکز را از طریق مسیریابی بهینه برای کامیون
 دل یک مطالعه موردیمحیطی بالاتر پرداخت. برای مهای عملیاتی همراه با دستیابی به مزایای زیستکاهش هزینه

[ 1]بال و ساتوجلا  .ه دادندئشده مرسوم، اراسازی تجزیههای بازیابی شده و با رویکرد مدلدر هند با استفاده از داده
از نقاط خدماتی، انتقال آنها به مراکز بازیافت و بازیابی مواد  WEEE آوری محصولاتمطالعه ای برای فرآیند جمعبه 

ای با در نظر گرفتن شرایط واقعی ارائه ل ریاضی چند تأسیساتی، چند محصولی و چند دورهزائد پرداخت و یک مد
ریزی آرمانی برای دستیابی به اهداف اقتصادی، اجتماعی گانه را در نظر گرفته  و از برنامهداد. برای حل آن رویکرد سه

گیری ثرات نامطلوب آن، یک مدل تصمیمبرای کاهش آلودگی و ا [5]تسنگ و همکارانمحیطی استفاده کرد. و زیست
چندهدفه را اراده دادند وبرای این مدل لجستیک رو به جلو و معکوس را ادغام کرده تا بهترین روش برای گنجاندن 

ای ریزی آرمانی چندگزینهیک مدل جدید برنامه [2]هوسین و همکاران .های تولید را تعیین کندبازیافت و کاهش هزینه
گیری غیردقیق پیشنهاد دادند  که در آن چندین هدف را برای حل مسدله  تصمیم (WA-FMCGP) جمعی-فازی وزنی

ای درنظر گرفتند و پارامترهای فازی را بر حسب توابع متضاد وجود دارد. برای هر هدف سطوح آرمانی چندگزینه
 ،رساندشده را به حداقل میجمعی انحرافات نرمال-نمودند  و از یک تابع هدف که مجموع وزنی بیان (MF) عضویت

  است.ای چندگزینه ریزی آرمانی فازیبرنامه FGP-MCGP مزایای این مدلاستفاده نمودند که از 
 یاضیر مدل کیسعه و تو یپژوهش حاضر به دنبال طراح افت،یباز یسنت یهااز روش یاریبس یبا توجه به ناکارآمد

، مدل چند هدفه نیاست. هدف از ا تیقطععدم طیخشک در شرا یهازباله افتیباز نهیبه تیریمد یبرا شرفتهیپ
 شی)افزا ی(، و عملکردتیفیکیب عاتیضا)کاهش  یطیمحستی(، زنهی)کاهش هز یراستا کردن اهداف اقتصادهم

 با رویکرد برنامه ریزی آرمانی به حل آن می پردازیم. .باشدی( مافتینرخ باز

 بیان مسأله. ۲
باشد که امروزه به عنوان یک مساله مهم و جدایی  ریزی خطی، مدیریت پسماند می یکی از کاربردهای دیگر برنامه

دم ای شرایط عریزی ریاضی فازی فرصتی برای مدلسازی دادههایی که دار ناپذیر از زندگی انسانها است. اما برنامه
یزی ر کند. در واقع با به کارگیری برنامه داند، فراهم می گیرنده مناسب می قطعیت با مقادیر تخطی مجاز که تصمیم

وری  هرهکند، به ب خطی فازی با در نظر گرفتن مفروضاتی که به طور کامل شرایط مسائل دنیای واقعی را منعکس می
 یزمان دوره نیبر در نظر گرفتن چند علاوه یشنهادیپ مدلدست یافت.  می توان بهتر از منابع موجود و اهداف بهینه

مراکز  و ،یانتقال، منابع انسان ،یتیظرف ،یاتیمتنوع عمل یهاتیاعمال محدود تی(، قابلیو فصل ،یعاد ،ی)بحران
 .کندیم یانیآن کمک شا یریپذو انعطاف ییگرارا داراست که به واقع یادورهانیم

 ( انحرافات از اهداف پیشنهادی را به حداقل می رساند،1هدف )تابع 
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 لیتعداد وسا ،میتصم یرهایمتغ که شامل در این تحقیق یک مدل ریاضی جدید با مفروضات در نظر گرفته شد

 با سود یحداکثرساز و هانهیهز یسازحداقل آن، هدفبوده و  یافتیباز زبالهمقدار  افت،یباز یهامکان ،یآورجمع
  است. زباله دینوسانات در نرخ تولو  منابع و زمان تیمحدود، ونقلحمل لیوسا تیظرفی هاتیمحدود

 تشریح نتایج. ۴
این پژوهش با طراحی یک مدل ریاضی چندهدفه در شرایط عدم قطعیت، راهکاری علمی و عملی برای مدیریت 

ه تحقق تواند بدهد. مدل پیشنهادی با در نظر گرفتن عوامل واقعی و متغیر، میپسماند خشک ارائه میبهینه بازیافت 
های موجود در با توجه به پیچیدگی .وری اقتصادی کمک کند اهداف توسعه پایدار، حفظ منابع طبیعی و ارتقای بهره

های عملیاتی، و ناپایداری بازار مواد ت هزینهفرآیند بازیافت، از جمله نوسانات در حجم و کیفیت زباله، تغییرا
ریزی آرمانی فازی ضروری به نظر گیری تحت عدم قطعیت مانند برنامهبازیافتی، استفاده از رویکردهای تصمیم

ی، های عملیاتگیری و محدودیتای از پارامترها، متغیرهای تصمیممدل پیشنهادی با در نظر گرفتن مجموعه .رسدمی
تنها دل نهسازی کند. این مپذیر شبیهگرایانه و انعطافصورت واقعختار شبکه لجستیکی بازیافت را بهتوانست سا

 ، بلکه با تحلیل حساسیت، تأثیر تغییرات پارامترها را برکردآوری و تخصیص منابع را تعیین مسیرهای بهینه جمع
 .دادو افزایش نرخ بازیافت ارائه ها عملکرد سیستم ارزیابی کرده و راهکارهایی برای کاهش هزینه
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ارائه یک مدل فازی برای زنجیره تأمین معکوس با درنظر  

 گرفتن معیارهای زیست محیطی 

 mariyatoofan74@gmail.com  مازندران، بابلسردانشگاه   ریاضی کاربردی،گروه محقق پسا دکترا،  1

 nhadi57@gmail.com مازندران، بابلسردانشگاه  ریاضی کاربردی، گروه ،  سید هادی ناصری اوجاکی  2

سازی زنجیره تأمین معکوس در شرایط عدم قطعیت ارائه شده است. در این مدل،  برای بهینه در این پژوهش، مدلی    چکیده:

اند. اهداف مدل  صورت فازی و با استفاده از اعداد مثلثی فازی در نظر گرفته شدهها بهها و زمانها، ظرفیتپارامترهایی مانند هزینه

ای خیمنز و همکاران  است. برای حل مدل از رویکرد دو مرحله  CO₂ زهای کل شبکه و کاهش انتشار گاسازی هزینه شامل کمینه

روش   نشان می   ε-constraintبه همراه  نتایج  است.  دادهاستفاده شده  در  ابهام  نظر گرفتن  در  تصمیمدهد  باعث  های  گیریها 

پایداری زیست گرایانهواقع افزایش  ابزارشود. این مدل میمحیطی میتر و  ی مؤثر برای مدیران زنجیره تأمین در تواند به عنوان 

 مواجهه با شرایط عدم قطعیت مورد استفاده قرار گیرد 

 . روش خیمنز نظریه امکان، ،عدم قطعیت بهینه سازی فازی، تأمین معکوس،زنجیره  کلمات کلیدی:

 مقدمه  .1
پایدار، منجر به ظهور مفاهیمی نظیر زنجیره تأمین سبز ها به رعایت اصول توسعه  محیطی و الزام سازمانهای زیستافزایش نگرانی

منظور و معکوس شده است. زنجیره تأمین معکوس به فرآیند بازگردانی محصولات معیوب یا مستعمل از مشتری به تولیدکننده به

ها  ها و ظرفیتین مانند هزینههای واقعی، بسیاری از پارامترهای زنجیره تأمبازیافت، بازتولید یا دفع بهینه اشاره دارد. در محیط

ازاین  از نظریه مجموعه دقیق نیستند؛  ابهام منطقی است. در این تحقیق با هدف کاهش  های فازی برای مدلرو استفاده  سازی 

 های ریاضی حل شده است. محیطی، مدلی فازی برای زنجیره تأمین معکوس ارائه و با روشها و اثرات زیستهزینه

 پیشینه پژوهش  .2
با رویکردهای فازی و   های لجستیک معکوسو شبکه  بستههای زنجیره تأمین حلقه سازی شبکه بهینه های اخیر، طراحی و در سال

های پژوهشی در حوزه مدیریت زنجیره تأمین و مهندسی صنایع تبدیل شده است.  ترین زمینه محوریت پایداری، به یکی از مهم

پاسخ به چالشای اول، ضرورت  اهمیت دارد:  از دو جهت  بازگردانی،  های زیستن حوزه  از  اجتماعی ناشی  اقتصادی و  محیطی، 

عدم وجود  دوم،  محصولات؛  بازتولید  و  تصمیمبازیافت  پارامترهای  از  بسیاری  در  ابهام  و  برگشت قطعیت  میزان  )مانند  گیری 

سازد. پژوهشگران های کلاسیک قطعی را با محدودیت مواجه میاستفاده از روش  که(  …ها و  محصولات، کیفیت بازگشتی، هزینه

 .ها را پر نماینداند تا این شکافای، تلاش کردههای شبکه سازی چندهدفه و مدلمختلف با ترکیب منطق فازی، بهینه 

بسته و لجستیک معکوس با رویکرد پایداری، مورد توجه  های زنجیره تأمین حلقه سازی شبکه های اخیر، طراحی و بهینه در سال    

ای بوده و برای مواجهه با ها عموماً چندهدفه و چندمرحلهای در حوزه مدیریت زنجیره تأمین قرار گرفته است. این مدلگسترده

 .کنندسازی پیشرفته استفاده میهای بهینهزی و روشها از منطق فاقطعیت دادهعدم

 
 ریاضی کاربردی، بابلسر گروه پسا دکترا،  ، محققماریا طوفان  . 1
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است که مدل ریاضی مختلطی را برای طراحی (« 2۰1۹های شاخص در این زمینه، مطالعه »ژانگ و همکاران )یکی از پژوهش    

ن در نظر گرفته زمامحیطی و اجتماعی به طور همبسته ارائه کردند. در این مدل، ابعاد اقتصادی، زیستشبکه زنجیره تأمین حلقه

ها و بهبود شرایط اجتماعی مدنظر قرار گرفت. در این  سازی هزینه کل شبکه، کاهش انتشار آلایندههایی چون حداقلشد و هدف

ها نشان داد ساختار بهینه  سازی مقاوم مدیریت شد. یافتهقطعیت پارامترها با استفاده از ترکیب منطق فازی و بهینه تحقیق، عدم

کند که اهمیت تحلیل حساسیت در شرایط نامطمئن را گیرنده تغییر میکاری تصمیمن مراکز با تغییر سطح محافظهشبکه و مکا

 .ای بوده و رویکردی جامع اما غیرموردی داردهای توسعهدهد. این پژوهش در زمره مدلنشان می

ها  معکوس پایدار پرداختند. مدل پیشنهادی آن  به طراحی شبکه لجستیک(«  2۰1۶در پژوهشی دیگر، »گوویندان، پام و ابتاهی )

حداقل اصلی شامل  و سه هدف  بوده  فازی  بر منطق  مبتنی  و  زیست سازی هزینهچندهدفه  اثرات  ارتقای ها، کاهش  و  محیطی 

نشان داد    سازی ازدحام ذرات استفاده شد. نتایجکرد. برای حل مدل از الگوریتم فراابتکاری بهینه مسئولیت اجتماعی را دنبال می

روش پیشنهادی توانایی بالایی در ارائه جبهه پارتوی باکیفیت دارد. نقطه قوت این پژوهش، ساختار چندهدفه و جامع آن و نقطه  

 .های فرضی و عدم اجرای مطالعه موردی واقعی استضعفش، استفاده از داده

ارائه داد. اهداف مدل  نیز مدلی چندهدفه فازی برای طراحی شبکه لجستیک معکو («  2۰21هاشمی )» س پسماندهای شهری 

گویی به  ها و افزایش پاسخآوری و ساخت تأسیسات، کاهش مصرف سوخت و انتشار آلایندههای جمعسازی هزینهشامل حداقل

در  های ژنتیکی چندهدفه و کلونی زنبور عسل استفاده شد. نتایج نشان داد که روش دوم  تقاضا بود. برای حل مدل از الگوریتم

های واقعی شهری انجام شده و از جمله مطالعات موردی کاربردی در این  تر کاراتر است. این پژوهش با دادههای بهینهیافتن پاسخ

 .شودحوزه محسوب می

ندی بچارچوبی فازی برای ارزیابی و رتبه(«  2۰21کنندگان پایدار در زنجیره تأمین سبز، »تانا و همکاران )در زمینه انتخاب تأمین

دهی  گیری چندمعیاره فازی برای وزن های تصمیمکنندگان در بخش لجستیک معکوس ارائه کردند. در این مطالعه از روش تأمین

شود.  گیری میها نشان داد استفاده از روش ترکیبی فازی موجب دقت و پایداری بیشتر نتایج تصمیمبندی استفاده شد. یافتهو رتبه 

گیری و  کنندگان واقعی و نقطه ضعفش، تمرکز صرف بر بخش تصمیماربرد مستقیم آن در ارزیابی تأمیننقطه قوت این مطالعه، ک

 .نه طراحی شبکه است

توان به »درباری و همکاران« اشاره کرد که مدلی فازی چندهدفه برای پیکربندی  های تکمیلی در این حوزه میاز دیگر پژوهش

ارائه دادند. همچنین »نیک  شبکه لجستیک معکوس با تأکید بر ظرفیت بازتوزیع و بازیافت  با  («  2۰11نژاد و پیتروویچ )مراکز 

سازی شبکه لجستیک معکوس با مسیرهای متعدد بازیابی پیشنهاد  ترکیب الگوریتم ژنتیک و منطق فازی، چارچوبی برای بهینه

(«  2۰2۳د. مطالعه دیگری نیز توسط »وانگ و لیائو )کردند که در آن کیفیت اقلام برگشتی بر انتخاب مسیر بازیافت تأثیرگذار بو

از روش استفاده  با  که  انجام شد  غذایی  مواد  تصمیمدر صنعت  برنامههای  و  فازی  ارائهگیری  دهندگان  ریزی هدف چندبخشی، 

 .های پایداری ارزیابی نمودخدمات لجستیک معکوس را از منظر شاخص

ای هستند که ابعاد  شده از نوع چندهدفه فازی و چندمرحلههای ارائه که اکثر مدلدهد  ها نشان میبررسی مجموعه این پژوهش

گیرند. نقاط قوت عمده این مطالعات، جامعیت مدل، توانایی در  زمان در بر میطور هممحیطی و اجتماعی را به اقتصادی، زیست

نقاط ضعف مشترک آن های فراابتکاری برای حل مسائل پ کارگیری روش ها و بهقطعیتمدیریت عدم ها  یچیده است. در مقابل، 

های واقعی، فرض ایستایی پارامترها در طول زمان، و پیچیدگی بالای محاسبات در مسائل  اند از: استفاده محدود از دادهعبارت

 .مقیاسبزرگ

ای مبتنی بر ندمرحله قطعی چ  هایدهد خلأ قابل توجهی در زمینه توسعه مدلهای پیشین نشان میدر مجموع، مرور پژوهش

اقتصادی و زیست   های واقعیداده پایداری  های  اجرای عملی در محیطمحیطی، پویایی و قابلیتوجود دارد که بتوانند علاوه بر 
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تواند گام مؤثری در تکمیل ادبیات علمی زنجیره تأمین پایدار و لجستیک معکوس واقعی را نیز لحاظ نمایند. توسعه چنین مدلی می

 .باشد

 های موجود نقاط اشتراک و شکاف

 :توان به چند نکته کلیدی دست یافتبا بررسی مجموعه مقالات فوق می

 برقرار  تعادلی   — اجتماعی   و   محیطیزیست  اقتصادی،  یعنی  —ها تلاش دارند بین سه بعد پایداری  تمامی این پژوهش •

 .کنند

ا،  اند )مثلاً پارامترهای برگشتی، کیفیت، تقاضها بهره بردهقطعیتعنوان ابزار مقابله با عدماکثر مطالعات از روش فازی به •

 نرخ بازتولید(؛ 

 ها چندهدفه هستند )مثلاً حداقل هزینه، حداقل انتشار، حداکثر مسئولیت اجتماعی(؛ بسیاری از مدل •

آوری، بازتولید( یا طراحی تأسیسات ای )مراکز اولیه، توزیع، جمعهای چندمرحلهگیری غالباً در قالب شبکه فضای تصمیم •

 قرار دارد؛

 :شوندها نیز دیده میحال، برخی شکافبا این •

o  طور کاملها نسبت به شرایط بسیار مبهم، هنوز بههای فازی در شرایط دانستن دقیق دادهاثربخشی روش  

 تحلیل نشده است؛ 

o اند و کمبود مطالعات موردی واقعی در صنایع  های فرضی یا مراحل آزمایشی ارائه شدهها با دادهبسیاری از مدل

 شود؛ مختلف دیده می

o  های لجستیک معکوس، مخصوصاً در کشورهای در  محیطی در شبکهتعامل بین تأثیرات اجتماعی و زیست

 گرفته است؛  حال توسعه، کمتر مورد پژوهش قرار

o طور فراگیر ها در شرایط بحران )مثلاً پاندمی، تغییرات شدید بازار( هنوز بهبررسی حساسیت و پایداری مدل

 .انجام نشده است

بسته با رویکرد فازی و  های لجستیک معکوس و زنجیره تأمین حلقه توان گفت که فضای پژوهش طراحی شبکه در مجموع، می

های  قطعیتسازی عدمشان در مدلهای پرتحرک و رو به رشد است. رویکردهای فازی به دلیل تواناییان یکی از حوزه پایداری همچن

شوند. اگرچه پیشرفت قابل توجهی حاصل شده، اما نیاز به مطالعات  شناختی و کمیّ، ابزار مناسبی برای این حوزه محسوب میزبان

  ایجاد   توزیع،  عدالت  مثل)  فراملی–کارا برای مقیاس بزرگ، و توجه بیشتر به ابعاد اجتماعیهای  تر، توسعه الگوریتم موردی گسترده 

ها، مانند ایجاد  تواند با تمرکز بر یکی از این شکافشود. از این رو پژوهش شما میبر جامعه محلی( احساس می  تأثیر  اشتغال،

رایط بحران در کشور ایران، سهم قابل توجهی در این حوزه داشته  های بسیار محدود یا شهای با دادهالگوریتمی ویژه برای محیط 

 .باشد

 مسالهبیان  .3
 مدل پیشنهادی شامل دو تابع هدف است که به صورت زیر تعریف می شوند: 

 کمینه سازی هزینه های کل :تابع هدف اول

1min Z A B C D E= + + + − 
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تابع هدف دوم:کمینه سازی انتشار 
2CO 

2min . .i i o o

jt j jmt j

i j t m o j t

Z z L m = +  

,که در آن   , ,A B C D    به ترتیب هزینه ثابت احداث، خرید تجهیزات، تولید و حمل و نقل هستند وE    درآمد حاصل از فروش

 مواد بازیافتی است. 

  اینجادر  رائه مدل  ور اختصار در ا. به منظقید کارکردی است که به محدودیت های سیستم دلالت دارد  14این مقاله مشتمل بر  

 صرفاً به نوع قیود اشاره می شود. 

 شود. قید اول : تضمین میکند هر دوره زمانی، خواسته مشتری برای هر نوعی از محصول برآورده 

 قید دوم: تولیدات کارخانه کمتر از ظرفیت آن است.

 

 قید سوم: تعادل بین ورودی و خروجی مراکز تولید. 

 

 قید چهارم: تعادل میان مرکز توزیع

 

 قید پنجم: تعادل کالاهای مرجوعی با تعداد کل کالاها 

 

 قید ششم: برابری میان ورودی و خروجی مراکز جمع آوری 

 

 کالاهایی معیوب به کالاهای ناقص و ناقص قابل بازیافت قید هفتم: تقسیم  

 

 قید هشتم: تعادل بین ورودی و خروجی مراکز بهبود

 

 ولوژی قید نهم: تضمین تعمیر محصولات با یک نوع تکن

 

 قید دهم: تعادل بین محصولات موجود در مراکز توزیع با ظرفیت مراکز توزیع

 

 نیاز برای بهبود محصول و زمان در دسترس قید یازدهم: تعادل بین زمان مورد 

 

 قید دوازدهم: مراکز توزیع از یک نوع سطح ظرفیت استفاده می شود

 

 قید سیزدهم: تضمین ارسال نشدن محصول به مراکز جمع آوری که ساخته نشده

 

 ژی برای آن مراکز قید چهاردهم: تضمین ارسال نشدن محصول برای بهبود به مراکز ساخته نشده و خریداری نشدن تکنولو

 

های ربزام است از ابرای ساختن یک فرایند حل لاز    ینروا، و از  شده است  مدل ارائه شده با ماهیت عدم قطعیت در نظر گرفته

ز برای غیرفازی نخیم له ایدومرح  رویکرددل، ابتدا از ی مهاپارامتر دن نوعجه به فازی بوقطعی سازی استفاده شود. با تومتداول 

مجموعه ای از جواب constrain_استفاده شد که ابتدا مقادیر پارامترهای فازی را محاسبه کرده و سپس با استفاده از روش  

 ی گزارش می شود.می شود و نتایج عدد یپیاده ساز لینگو کلیه فرایندهای حل در محیط  های پارتو به دست می آید.
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 ه مورد مطالعه مسال  .4
آوری و دو مرکز بهبود انجام شد.  مطالعه موردی شامل سه مرکز توزیع، دو مرکز جمع، یک ند حلو تشریح فرای  برای ارزیابی مدل 

دا مدل قطعی مرتبط در ابت،  دقیق و فازی نمایان شده استرهای  رامتپای ترکیبی شامل  با توجه به مدل پیشنهادی که ساختار

 حل شد لینگو افزارمدل با استفاده از نرمن ذکر است  مساله حل می شود. شایا،  یادساخته شده و سپس در ادامه با رویکرد پیشنه

واحد افزایش یافت، اما    ۸۷۳۰به    ۸4۵۰با افزایش درجه فازی بودن پارامترها، هزینه کل شبکه از    که  نشان داد  و نتایج عددی

کمتر از حالت    ٪۵در حالت فازی حدود   CO₂ هش پیدا کرد. همچنین سطح انتشار گازمیزان انحراف از قیود ظرفیت و تقاضا کا

 دهنده تأثیر مثبت لحاظ نمودن عدم قطعیت استقطعی بود که نشان

 گیری نتیجه .5
نتایج نشان   .محیطی ارائه شددر این مقاله، مدلی فازی برای زنجیره تأمین معکوس با درنظرگرفتن معیارهای اقتصادی و زیست

گیری و کاهش ریسک ناشی از تغییرات سازی زنجیره تأمین موجب افزایش دقت تصمیمداد که استفاده از منطق فازی در مدل

میها میداده آینده  در  الگوریتم شود.  از  مدلتوان  برای حل  فراابتکاری  بزرگهای  چنددورههای  و  کارایی  تر  تا  گرفت  بهره  ای 

 . محاسباتی افزایش یابد
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 سیستم های چند سطحی فازی در هوش مصنوعی وریاضیات

  سارینور پیامدانشگاه گرایش تحقیق در عملیات ریاضی کاربردی .گروه  یعلمئتیهعضو  ،1داوود درویشی سلوکلائی

darvishi@pnu.ac.ir-d 

 ریاضی کاربردی گرایش تحقیق در عملیاتناسی ارشد فارغ التحصیل کارش سیده سمیه موسوی اوریمی

ss.mousaviourimi@gmail.com 

  چکیده:

سیستم های فازی در هوش مصنوعی برای مدل سازی واستدلال تقریبی به کار می رود.ساختارو اصول  سیستم 

ورد ی مفاز-،سیستم های عصبیهای فازی چندسطحی در بسیاری کاربرد های پیچیده مانند کنترل هوشمند

بررسی قرار گرفته است.سیستم های هوش مصنوعی در محیط های پیچیده نیاز به استدلال تقریبی افزایش 

داده است.ومبانی فازی یکی از ابزار های موثر در مدلسازی عدم قطعیت ودانش انسانی است.در این مقاله قصد 

 ش مصنوعی مورد بررسی قرار گیردداریم مفاهیم،ساختاروکاربرد های سیستم های فازی چند سطحی در هو

 مصنوعی ،کنترل سطحی،هوشکنترل فازی کلمات کلیدی:

 :مقدمه.1

صططعر  هدف ها بهروشاينرياضطط  زا،يت سعسططيه مددابد  رريزيبرنامه براسططا  چندسططي  برنامه ريزي

زصل روش شدهه اين  ر دحلطا  م  كن  هاگدريسصطيد   سطي   رهربر وه كارم سطسلطسه مراسب ب  ا،اي نباله

م  شع  كه هدف اصس  اين است با استفا ه ا، روش برنامه ريزي رياض  زا،ي جعا  بهدن  وهيكاران بدان 

ها ي كاربر  زا،ي ريزي رياض  مهبرناآيد  براي ملطالل برنامه ريزي طي  يدر طي  چند سي   بدست م  
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ته راكتعر هل 3BRسه روش برش سكندك  متفاو  براي م ازظ   ار وال و هيكارانش گعناگعن رايج سعسط 

 مركز مقدا  اسكاوا وهيكارانش ندكر پدا ه سطا،ي   به طعر كاربر ياي بسژيک  ر چهار چع  بهترين نيعنه

رياض  زا،يت ريزيبرنامه براسا  چندسي  برنامه ريزي چهارچع  گعشطه اي ا، سطاطتيان   LPPSبزرگ 

 هادريگسصيد  سي  رهربر وه كارم سسلسه مراسب با،ايصعر   نبالههدف ها بهروشاينسعسطيه مددابد  ر 

م  شع  كه هدف اصس  اين است با استفا ه ا، روش زصل روش شدهه وهيكاران بدان اين  ر دحلا  م  كن

 برنامه ريزي رياضط  زا،ي جعا  بهدن  براي ملطالل برنامه ريزي طي  يدر طي  چند سططي   بدست م   

سطططه روش برش   ار وال و هيكارانش كاربر ها ي گعناگعن رايج سعسطططط  زا،ي ريزي رياضططط  مهبرناآيد 

 به طعر كاربر يته اي بسژيک  ر چهار چع  بهترين نيعنهراكتعر هلططط 3BRسكندك  متفطاو  براي م ازظ  

چهارچع  گعشه اي ا، ساطتيان است آن  LPPSمركز مقدا  بزرگ  اسكاوا وهيكارانش ندكر پدا ه سا،ي 

  اسططكاوام دو يت اسخاذ م  كندزا،يت براي هدف ها وقددهاي زا،ي ها سصططيد  زا،ي م د ت براي سركدب 

،ي براي حل ملطالل كنترل بهدنه طي  چند هدز  پدننها  كر   آن ها  يک روش رضطايت بخش زا هيچندن 

به كار م  برند و جعا  قابل قبعل ا،  ملططالل برنامه ريزي طي سصططيد  هاي زا،ي براي سركدب هدف هاي 

ويکكند (شططروم م 2p)ابتداا،سططي   و   ر روش برنامه ريزي زا،يروش سطديلسك  بدسططت م  آور  

آوري  بدست م جعا  قابل(3p)سريين آوري  به طعر متعال   رسطي  پالدن جعا  قابل قبعل بدسطت م  

Lو  p,32كران پالدن ) 3p ر  هد  راا امه م مراحلواين

pfان بالا  ( را صططفر زرم م  كند  و براي كر

(u

pf   سابع منخصه طي  را ننان م   هد  ل  س( جعا  قابل قبعل بدست م  آوري 
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.)( u

PP fxf 


)(0و  0بنطابراين    


xfP  1و  وu

PP Fxf 


uا، آن جطاي  كطه    )(

Pf   كران بالا م

سغددر نخعاهد كر   جعا  قابل قبعل  بدست م  آيد كه سغددر  2Pا،  3Pباشد  بنابراين مقدار هدف  ر 

است  ا، اين  2Pبدنتر ا،  3P ر  زرايند قابل قبعل  نخعاهد كر   انتظار نداشطتد  مقدار مدندد  سي  

سططي  هاي  ي ر  ر سططدلططت  روي جعا  ميا له سايدر ني  گدار    ر اين مقاله ما كاربر  روش   1رو 

FMP  م  پر ا،ي  سي   كه سابع هدف ا، نعم ماكزيي  و مدندد براي حل ملالل برنامه ريزي چند 

 حل مسائل برنامه ريزی چند سطحي: مسائل برنامه ريزی فازی برای1-1

 سي    ر ،ير ننان  ا ه شده است  P-سرسدب كس  ا، ملالل ماكزيي  
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PPP xxX ,...,1


 ا   Pمتغدر هاي سصيد  س ت كنترل ا، سصيد  گدري  ر سي   

miAi ,...,, 11 


11سيري  ر بيد ) mبر ار هاي   n)miAi ,...,, 12 


21سيري  ر بيد ) mبر ار هاي   n) 

 کاربرد ها در هوش مصنوعي.2

 ت  هاي زا،ي چند سي   كاربر  گلتر ه اي  ر حع،ه هاي مختسف هعش مصنعع   ار سدل
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 كنترل سيبدق  براي ربا  وزرايند صنيت :کنترل هوشمند

 دياريسنخدص ب  را ه ا، مدل هاي زا،ي چندسي   هاي پزشك  با استفسصيد  گدري:سیستم های خبره

 یش بینی وارزیابی ریسکومالی:تحلیل داده های نامطمئن در پ مدیریت ریسک

 :تیجه گیرین.3

 ر اين ال عريت  پدنطططنهطا ي كران هطاي سطابع هدفت جعابهاي قابل قبعل براي جعا  بهدن انتخا  م  كند     

 ار جعا  هاي بهتر م  سنجد   ر اين زرايند وقت  يك  ا، كران ها صفر م  شع  كران صفر جعا  قابل قبعل

ناشط  ا، سسلسه مراسب  ا، سي  هاي ميا له بيد ا، سي    شطكال ا  اين  هدبه سطيت جعا  بهدن حركت م  

سا سي   كاهش م  يابد  و به (3 و  قابل شرح ندلت  بنابراين  ر حقدقت ميا له هاي چند سي    )

بدنططتر ا، سططي    3Pرا  ر سططي   قدار م تسغددر نخعاهد كر  3P  جعابهاي   ر  1،مان  كه 

2P 2جعا  قابل قبعل  ر  د اسططت  سيدا  سططي  هاي آيا،ين را  ر ميا له ننططان م   هP   سغددر ني

هش سي  ت كا وملالل برنامه ريزي   ي  راين ملالل برنامه ريزي چند سبناببهتر م  شطع (   كند  )سنها 

)ماكزيي  يا مدندي  هدف( م اسططبه م  كند  به طعر متعال  م  يابد  اين زرايند پدنططنها ي كران بالا و پالدن 

 مقايله سنجش سيدا  سيعح معر  م اسبه قراركه سي  هاي بدنتر براي  ،مان شامل سي  پالدن م  باشد   

 ر اينده سركدب اين سطدلطت  ها با زناوري نعين معجب شكل گدري نلل    كاهش م  يابد مقدار  م  گدرند

 جديدي ا، سامانه هاي سامانه هاي هعش مصنعع  سيبدق م  گر  

 منابع.4

 [1]. L.A. Zadeh, Fuzzy sets, Informat. Control 8 (1691) 338–313. 

 [2]. S. Sinha, Fuzzy programming approach to multi-level programming problems, Fuzzy Sets Syst. 139 

(2003) 186–202. 

3]. S. Sinha, Fuzzy mathematical programming applied to multi-level programming problems, Comput. Operat. 

Res. 30 (2003) 1216–1298. 
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 اعداد خاکستری بازه ای سه پارامتری و رتبه بندی آنها

 ، تهران، ایران16769-7963نور، صندوق پستی  ی گروه ریاضی، دانشگاه پیامعلمئتیه، عضو 1مهدی عینی 

 ، تهران، 16769-7963نور، صندوق پستی  ی گروه ریاضی، دانشگاه پیامعلمئتیه، عضو داوود درویشی سلوکلایی

 چکیده

عرض هسته  از مرکز ثقل برای رتبه بتدی  عرض هسته از کران پایین، عرض هسته از کران بالا و در این مقاله، روشی بر اساس 

 یک مثال عددی توضیح داده می شود. خاکستری بازه ای سه پارامتری ارائه می شود. در ادامه روش ارائه شده بااعداد 

 ، رتبه بندی.هسته خاکستری. خاکستری بازه ای سه پارامتری عدد: کلمات کلیدی

 .مقدمه1

د. خاکستری استفاده می شو مسائل تصمیم گیری که در اعداد خاکستری است از انواعسه پارامتری یکی  بازه ایعدد خاکستری 

را معرفی کرد و روش تصمیم گیری چند شاخصه  سه پارامتری بازه ایاولین کسی است که عدد خاکستری  ,Luo) 2009(لئو

تصمیم گیری چند شاخصه محققین در حوزه مسائل   های اخیر،سال در[1].سه پارامتری ارائه کرد بازه ایخاکستری با اطلاعات 

عداد خاکستری بازه ای سه پارامتری علاوه بر مشخص در ا [2].داده اندانجام  یسه پارامتری، مطالعات بازه ایخاکستری  با مقادیر

معلوم است. این از برجسته ترین ویزگی های   “مرکز ثقل ”بودن حدکران پایین و بالای آن، محتمل ترین مقدار آن یعنی، نقطه

واحد تصمیم گیری را بر طرف می اطلاعات ضعیف  عدد خاکستری درباره عدد خاکستری بازه ای سه پارامتری است که نقص 

این اعداد در نظریه سیستم های خاکستری همانند  سایر اعداد در نظریه های دیگر روش های مخصوص  تبه بندی و مقایسهسازد. ر

. ]3[خاکستری بازه ای سه پارامتری از هسته خاکستری این اعداد استفاده کرد برای مقایسه اعدادلی و همکاران به خود را دارد. 

خاکستری بازه ای سه پارامتری پیشنهاد  برای مقایسه اعدادفو روش مجموع مرکز ثقل با میانگین کران پایین و بالا را برای 

خاکستری بازه ای سه پارامتری با هسته های یکسان را مساوی معرفی می کند. روش فو  اعدادلی و همکاران روش    .]4[کرد

ر روشی بی سه پارامتری با هسته های یکسان مقایسه کند. در این مقاله برای چالش موجود، خاکستری بازه ا اعدادنمی تواند  

خاکستری بازه ای سه اعداد عرض هسته  از مرکز ثقل برای مقایسه  عرض هسته از کران پایین، عرض هسته از کران بالا و اساس 

 است: پارامتری پیشنهاد می شود. در ادامه سازمان دهی مقاله به صور زیر

، با یک مثال عددی روش 3، روش پیشنهادی مقایسه اعداد خاکستری بازه ای سه پارامتری ارائه می شود. در بخش 2در بخش 

 .پردازدیم ندهیآ قاتیتحق یبرا ییهادهیمطالعه به همراه ا نیا یهاافتهیبه  ،4پیشنهادی توضیح داده می شود. بخش 

 داد خاکستری بازه ای سه پارامتریروش پیشنهادی برای مقایسه اع  3    
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در این بخش، ابتدا مفاهیم عرض هسته از کران پایین، مرکز ثقل وکران بالا بیان می شود. سپس با استفاده از این مفاهیم، روش 

 پیشنهادی برای مقایسه اعداد خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت ارائه می شود.

). برای هر عدد خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت 3تعریف ) [ ,  ,  ]G g g g   عرض هسته از کران پایین، عرض هسته از

 عرض هسته  از مرکز ثقل   به صورت زیر تعریف است: کران بالا و 

3 2 2 2 3
( ) ,  ( ) ,  ( )

4 4 4
wG G wG G wG G

g g g g g g g g g
K K g K g K K g K

       
        

 

GKاگرعرض هسته ازمرکز ثقل می تواند مثبت یا منفی شود،  g   مثبت و یاGK g  به سادگی می توان منفی است .

Gبررسی کرد که wGg K K ، G wGg K K و . G wGg K K    

 پیشنهاد می شود: خاکستری بازه ای سه پارامتری به صورت زیر حال بر اساس تعریف فوق، روشی برای مقایسه اعداد 

)فرض کنید  ) [ ,  ,  ]G g g g1 1 1 )و 1 ) [ ,  ,  ]G g g g2 2 2 با  هسته  دو عدد خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت 2

  خاکستری به ترتیب
1G

K و
2G

K  باشند. مقایسه دو عدد خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت( )G1  و( )G2   به صورت

 زیر پیشنهاد می شود :

)خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت  مقایسه دو عدد. 4تعریف ) [ ,  ,  ]G g g g1 1 1 )و  1 ) [ ,  ,  ]G g g g2 2 2 با هسته  2

های خاکستری به ترتیب 
1G

K  و
2G

K:به صورت زیر تعریف می شود 

الف( اگر
1 2G G

K K  آنگاه
1 2
. ( ) ( )

G
G G 

ب( اگر 
1 2G G

K K آنگاه
1 2
. ( ) ( )

G
G G 

ج( اگر
1 2G G

K K  آنگاه 

(1-ج
1 2wG wG

K K   ،
1 2wG wG

K Kو
1 2wG wG

K Kدر این صورت
1 2
. ( ) ( )

G
G G 

(2-ج
1 2wG wG

K K ،
1 2wG wG

K K  و
1 2wG wG

K Kدر این صورت
1 2
. ( ) ( )

G
G G 

(3-ج
1 2wG wG

K K  ،
1 2wG wG

K K و
1 2wG wG

K K در این صورت
1 2
. ( ) ( )GG G 
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، در حالت4 فیتعر بر اساس 
1 2G G

K K، 1( )G  2و( )G کرد. در حالت سهی( مقا2) ای( 1از ) توانیرا م
1 2G G

K K،  ابتدا

)1توانیمرکز ثقل و حد بالا محاسبه شوند، سپس م ن،ییعرض هسته نسبت به حد پا ریمقاد دیبا )G  2و( )G   ج، (1-جرا طبق-

  کرد. سهیمقا(3-جو (2

 مثال عددی 4

در این بخش روش پیشنهادی برای مقایسه و رتبه بندی اعداد خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت با یک مثال عددی توضیح 

مشاهده  قابل  1داده می شود. چهارده خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت برای در نظر گرفته شده اند. این اعداد در جدول 

 است.

 اعداد خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت همراه با ویژگی مشترک .1جدول

 

 

 ردیف

 یبازه ا یمشترک اعداد خاکستر یژگیو مثبت یسه پارامتر یبازه ا یاعداد خاکستر

 مثبت یسه پارامتر

عدد خاکستری بازه ای سه 

 پارامتری مثبت

عدد خاکستری بازه ای سه 

 پارامتری مثبت

هسته 

خاکستری 

 یکسان

مرکز ثقل 

 یکسان

دارای 

اشتراک 

 بودن

1   1( ) 60,73,80G    2( ) 70,91,105G         

2  3( ) 7,11,11G    4( ) 8,10,12G         

3  5( ) 13,28,45G    6 ( ) 15,28,38G         

4  7 ( ) 0,3,6G    8( ) 3,3,3G         

5  9( ) 3,8,23G    10( ) 27,48,52G         

6  11( ) 20,35,50G    12( ) 21,35,49G         

7  13( ) 4,10,16G    14( ) 6,8,13G         

)1،مشاهده می شود که  1با توجه به جدول )G   2با( )G  .3، دارای اشتراک است( )G 4و( )G    دارای اشتراک

)6یکسان اما مرکز ثقل آنها متفاوت است. هستند، هسته های خاکستری )G  5زیر مجموعه( )G   با مرکز ثقل آنها یکسان

)8است. )G  7یک عدد قطعی است که با مرکز ثقل و هسته خاکستری ( )G  .10یکسان است( )G   9با( )G   اشتراکی

)12ندارد. )G  11زیر مجموعه( )G  .14که مرکز ثقل و هسته خاکستری آنها یکسان است ( )G   13زیر مجموعه( )G  

 است. 
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همکاران، فو و روش پیشنهادی در این حال می خواهیم این اعداد خاکستری بازه ای سه پارامتری مثبت را با روش های لی و 

 مقاله

( را مقایسه این اعداد را نشان می دهد. در این جدول ، ستون دوم داده های خاکستری بازه ای 2را با هم مقایسه کنیم. جدول )

 سه پارامتری مثبت قرار دارند. 

مقدار هسته خاکستری3و7در ردیف های 
13
( )G  5و( )G  14به ترتیب بزرگتر از مقدارهسته خاکستری( )G  6و( )G    .است

13مقایسه آنها در هر سه روش به صورت 14( ) ( )GG G    5و 6( ) ( )GG G    مقدار هسته 1و5است. در ردیف های

)9خاکستری )G   1و( )G  10به ترتیب کمتر  از مقدارهسته خاکستری( )G  2و( )G   است. بنابراین مقایسه آنها در هر سه

9روش به صورت  10( ) ( )GG G    1و 2( ) ( )GG G   مرکز ثقل و مقدار هسته خاکستری اعداد  2و4،4است. در ردیف های

)11 مثبت یسه پارامتر یبازه اخاکستری  )G 12با( )G  ،7 ( )G 8با( )G   3،و( )G  4با( )G   یکسان است. روش

فو نمی تواند این سه جفت عدد خاکستری را باهم مقایسه کند. روش لی و همکاران این سه جفت عدد را یکسان در نظر می 

11گیرد، یعنی  12( ) ( )GG G    ،7 8( ) ( )GG G   3و 4( )  ( )G G  .  روش پیشنهادی ما آنها را به صورت

11 12( ) ( )GG G  ،7 8( ) ( )GG G     3و 4( ) ( )GG G   .مقایسه می کند 

 نتیجه گیری 5

 پیشنهادیمبنای روش   خاکستری بازه ای سه پارامتری ارائه شد.در این مقاله، روش جدیدی برای مقایسه و رتبه بندی اعداد .

اعداد  عرض هسته  از مرکز ثقل هست که قادر هست کران پایین، عرض هسته از کران بالا وعرض هسته از استفاده از مفاهیم 

. برای تحقیقات آینده می توان از  روش پیشنهادی برای رتبه بندی اعداد را دقیق تر مقایسه کند مثبت یبازه سه پارامتر یخاکستر

 کرد. خاکستری بازه ای سه پارامتری  براساس مفاهیم احتمالی استفاده

 مراجع

[1] Luo, D. (2009). Decision-making methods with three-parameter interval grey 

number. Systems Engineering-Theory & Practice, 29(1), 124-130, 2009. 

[2] Pourmahmoud, J., Eini, M., Darvishi, D., & Mehrabian, S. (2025). A new approach in DEA 

with three-parameter interval grey numbers: investigating the effect of the drug-TPA on stroke 

patients. Grey Systems: Theory and Application, 15(3), 547-573. 

[3] Fu, S. (6112), “Three-parameter interval grey number multi-attribute decision making 

method based on information entropy”, Mathematical and Computational Applications, Vol. 

61 No. 6, p. 11,  

[4] Li, Y., Zhu, S. and Guo, S.D. (6112), “Multi-attribute grey target decision method with 

three-parameter interval grey number”, Grey Systems: Theory and Application, Vol. 2 No.6, 

pp. 611-681 , 
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 فاکتورهای نامطلوب و تحلیل پوششی داده های خاکستری

 ، تهران، ایران16769-7963نور، صندوق پستی  ی گروه ریاضی، دانشگاه پیامعلمئتیه، عضو 1مهدی عینی 

 ، تهران، 16769-7963نور، صندوق پستی  ی گروه ریاضی، دانشگاه پیامعلمئتیه، عضو داوود درویشی سلوکلایی

 

 چکیده

خاکستری  نامطلوب ی هاشاخص هسته عدد خاکستری در حضور   واحدهای تصمیم گیری کاراییبرای محاسبه  در این مقاله،

ر مورد د منظور با یک مثال کاربردیبه همین می شود.  ارائه، ضعیف دسترس پذیری اصل اساس ترکیببر  ، بازه ای سه پارامتری

 گیرد.روش پیشنهادی مورد بحث و بررسی قرار می سیستم سلامت

 

 .خاکستری بازه ای سه پارامتری ،عدد هاهتحلیل پوششی داد شاخص نامطلوب، ارزیابی، کلمات کلیدی:

 

 ا. مقدمه

وجود دارند که داده های آنها  به صورت قطعی نیست، و به صورت خاکستری است. در واقع  DMUsدر مسائل دنیای واقعی 

مسئله تصمیم  سیستم خاکستری، می توانبا کمک نظریه   . [4]مطرح شد دنگ توسط  اولین بارسیستم خاکستری برای نظریه 

نامشخصی .داده های خاکستری، داده های [5] جزئی و محدود را حل کرد ویا اطلاعات ضعیف اطلاعاتبا  غیر قطعی،گیری 

عدد خاکستری    [6] .که مقدار ممکن خود را از یک بازه یا مجموعه ای از اعداد اتخاذ می کندهستند که مقدار دقیقی ندارند 

اولین  [7]خاکستری استفاده می شود. لئو مسائل تصمیم گیری که  در سه پارامتری یکی از  انواع اعداد خاکستری است بازه ای

 سه بازه ای خاکستری از برجسته ترین ویزگی های عدد را معرفی کرد . سه پارامتری بازه ایکسی است که عدد خاکستری 

  “هسته عدد خاکستری ”علاوه بر مشخص بودن حدکران پایین و بالای آن، محتمل ترین مقدار آن یعنی، نقطه اینست کهپارامتری 

هسته را از   خروجی ها وورودی ها می توان   ،پارامتری سه بازه ای خاکستریبا داده های  DMUs معلوم است.  هنگام ارزیابی

گاهی اوقات برای  بعضی از نتایج  برای مدیران قابل اعتماد   تر است.  کرد، در این صورتانتخاب  این داده هاعدد خاکستری 

افزایش تولید خروجی ها باید تولید آنها را کاهش داد. بر  خروجی های واحد تصمیم گیری وضعیتی به وجود می آیدکه به جای

این اساس ممکن است در فرآیند تولید، خروجی های نامطلوب نیز مانند آلودگی و ضایعات به وجود آید که برای بهبود کارایی 

ب با استفاده از اصل شفرد  برای اولین بار نحوه برخورد با خروجی های مطلوب و نامطلو . [8]می بایست کاهش داده شوند

برای محاسبه  مدلی ضعیف، دسترس پذیری استفاده از اصل در این مقاله، با [9].را ارائه کرد ضعیف پذیری دسترس

 پیشنهاد می شود. خاکستری بازه ای سه پارامتری نامطلوبفاکتورهای  هسته عدد خاکستریدر حضور     DMUsکارایی

 فاکتورهای نامطلوب هسته عدد خاکستریکارایی واحدها در حضور : روش محاسبه است چنین مقاله این سازماندهی     

چهارده بیمارستان ، به بررسی مثال عملی در ارتباط  3بیان می شود. در بخش  2در بخش ،  خاکستری بازه ای سه پارامتری

 ، نتیجه گیری ارائه می شود.4در بخش خصوصی در پرداخته می شود.

    خاکستری بازه ای سه پارامتری نامطلوب ی هاشاخص هسته عدد خاکستری حضور ر ارزیابی واحدها د-2

,ورودی های واحدهای تصمیم گیری، هسته عدد خاکستری  فرض کنید با مصرف  1,...,iX i m،2s  هسته عدد خاکستری تا از

خروجی ها مطلوب 
2( ,  1,.., )g

rY r s1وs 1خروجی ها نامطلوب هسته عدد خاکستری   تا از( ,  1,.., )b

rY r s تولید شوند

                                                        
 نویسنده مسئول . 1
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مفروضات مدل پیشنهادی ، تحت دسترس پذیری ضعیف هسته عدد خاکستری  ورودی ها و هسته عدد خاکستری  با این . 

 نامطلوب را می توان به صورت زیر است:خروجی ها در حضور هسته عدد خاکستری  فاکتور های 
*
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 . مثال کاربردی-4

هستند که در   پارامتری سه بازه ای خاکستریداده های چهارده بیمارستان شامل دو ورودی و دو خروجی به صورت 

 لیست شده است.  1جدول

 بیمارستان خصوصی 14.  داده های ورودی و خروجی 1جدول

ورودی  ورودی مطلوب اول 
 مطلوب دوم

 کارایی خروجی نامطلوب خروجی مطلوب

تعداد تخت های مورد 
استفاده در اورژانس 

 در هرماه 

تعداد 
پرستاران و 
دکترهای 

روزانه 
 آورژانس

تعداد بیماران بهبود 
 یافته در هر ماه

تعداد بیماران فوت 
شده در اورژانس در 

 ماه 6هر

1.00 

1 37,40,45] [  
[23,28,33] 

 [102,112,125]  [26,27,29] 1.00 

2 [27,30,34]  
[18,22,24] 

 [115,124,130]  [14,16,19] 1.00 

3 [31,36,39]  
[41,42,47] 

 [210,220,225]  [7,10,12] 0.97 

4 [22,28,33]  
[32,34,38] 

,142] 131[125,  [3,7,9] 1.00 
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5 [20,25,26]  
[31,31,35] 

[160,170,178]  [7,8,9] 1.00 

6 [37,42,46]  
[30,36,38] 

 [245,256,265]  [10,13,17] 0.94 

7 [41,41,43]  
[20,30,35] 

 [235,240,255]  [13,17,22] 1.00 

8 [33,37,38]  
[22,29,32] 

 [250,255,265]  [11,15,16] 0.97 

9 [42,47,51]  
[34,35,38] 

 [252,260,264]  [10,14,19] 1.00 

10 [47,52,55]  
[37,42,36] 

 [295,305,312]  [15,19,22] 0.93 

11  [50,53,58]  
[37,42,54] 

[285,292,300]  [16,22,25] 1.00 

12 [32,39,44]  
[23,27,29] 

 [224,232,245]  [15,18,24] 1.00 

13 [40,49,56]  
[33,36,40] 

 [260,275,280]  [17,21,26] 1.00 

14  [55,58,62]  
[42,47,53] 

 [290,302,305] [24,26,32] efficiency 

 :بر اساس نتایج. دهدگیری را نشان میواحد تصمیم ۴۱جدول مقادیر کارایی ستون ششم 

 ده واحد (DMU 11، 13، 12، 11، 8، 6، 5، 3، 2، 1های)  هستند؛( 1011)دارای کارایی کامل 

  است 1093و  1097، 1091، 1097ها به ترتیب کارایی آنناکارا هستند و مقادیر  11، 9، 7، 1 واحدچهار. 

 

 گیری نتیجه 5
 در در این مقاله، براساس اصل دسترس پذیری ضعیف، ، مدل برنامه ریزی خطی برای محاسبه کارایی واحدهای تحت ارزیابی

چهارده  ورودی ها و خروجی های مطلوب و نامطلوب،  ارائه شد. مدل پیشنهادی روی داده های هسته عدد خاکستری حضور

 مشخص شدند.  بر اساس نتایج ناکارامورد بحث و بررسی قرار گرفت که با استفاده از آن واحد های کارا  و بیمارستان خصوصی 

اهش دهند تا همچنان کارا بماند، معرفی شد. برای واحدهای حاصله از مدل، واحد  کارا که باید سطح خروجی  نامطلوب خود را ک

 استراتژی هایی لازم مشخص شد که بتوانند شرایط موجود خود را بهبود دهند.ناکارا،  با استفاده از واحد های مرجع، 
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 با تحلیل پوششی داده ها  رتبه بندی بندی مجتمع پالایشگاهی
 ،    1مهدی عینی

 آعضوهیئت علمی دانشگاه پیام نور تهران، گروه ریاضی تهران، ایران1

 

 چكیده  

در این مقاله، ها برای مقایسه عملکرد مجتمع پالایشگاهی از روش رتبه بندی با مجموعه وزن مشترک در تحلیل پوششی 

   .ارائه شده است   بالا بردن کارایی های گروهی برای این روشداده ها استفاده می شود. 

 

  .کارایی، وزن مشترک، رتبه بندی: کلمات کلیدی

 

 مقدمه     .1
های ورودی و خروجی اشاره دارد که برای ارزیابی به یک مجموعه واحد از وزن (CSW) های مشترکمجموعه وزن  

 DMU ها برای هرکه وزن DEA شود. برخلاف رویکرد استانداردها به طور همزمان استفاده میDMU کارایی تمام

ایجاد یک چارچوب ارزیابی عادلانه  CSWشوند،  سازی میجداگانه بهینه این  با هدف  تر و یکپارچه معرفی شده است. 

 :کلاسیک مفید است DEA مفهوم برای حل مشکلات زیر در

)کارا( داشته باشند،  1ممکن است کارایی  DMU استاندارد، چندین DEA در :های کاراDMU عدم تمایز بینالف(

 .ها دشوار استبندی آن، رتبهCSW اما بدون

های صفر به متغیرهای مهم اختصاص دهند تا ها ممکن است وزنDMU برخی :های نامناسب یا صفروزنب( 

 .های مدیریتی ناسازگار استشان افزایش یابد، که این امر با واقعیتکارایی

ها تحت یک سیستم وزنی مشترک محاسبه DMU دهد تا کارایی همهاجازه می CSW :نیاز به ارزیابی کلیج( 

در این مقاله، به  [4,5 ,1,2,3]. سازمانی مفید استهای بینهای گروهی یا مقایسهگیریشود، که این امر برای تصمیم

 . شودمعرفی روش جهانشاهلو پرداخته و سپس با استفاده از این روش عملکرد مجتمع پالایشگاهی را بررسی و مقایسه می 

 روش پیشنهادی   .2

مجموعه وزنی است که با   . هدف این مدل، یافتنشودتعیین می ک مجموعه وزن مشترک را،  (1روش با استفاده از مدل )  در این

به کار بردن آن بالاترین کارایی گروهی به دست آید. مدل زیر یک مسئله رنامه ریزی غیر خطی است اما می توان آن را با نرم  

 یک ثابت مثبت غیر ارشمیدسی است.آن را به راحتی حل کرد که در آن   GAMSافزار های نظیر
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 کارا می گوییم.  jDMU آنگاه

 
(بر روی 1( حهفف می گردد. مهدل)1از نهاحیهه شهههدنی مهدل)   Aبرای رتبهه بنهدی واحهد هها،  یود مربو بهه واحهد ههای کهارای مجموعهه

ماکزیمم گردد.حال با در نظر گرفتن مدل   Aبا ی مانده  ید ها اجرا می گردد و در آن سهعی می شهود کارایی واحد های مجموعه

  ..شودکارایی ها واحد ها رتبه بندی می   مقدارغیر خطی زیر مقدار کارایی واحد ها را به دست آورده و بر اساس 
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  مثال عددی .3

در این پالایشگاه، واحد بازیافت میعانات گازی طبیعی به    بگیریدمجتمع پالایشگاهی را با پارا متر های ورودی و خروجی در نظر  

برای طراحی این واحد دو حالت در نظر گرفته    نظر گرفته شده اندمنظور تولید گاز، برش اتان و هیدروکربن های سنگین تر در  

 شده است: 

شرایط تابستانی و شرایط زمستانی. دراین واحد  سمتی از مایع سازی گاز، توسط توربواکسپندر صورت می گیرد اما در شرایط  

گفار همچون آغاز به کار و متو ف کردن ویا تحت شرایط تو ف عملیات توربواکسپندر گاز پر فشار ورودی به واحد از شیر فشار  

   : بگیریددر نظر شکن عبور می کند. سه حالت زیر را 

 عملیاتدر  توربواکسپندر شرایط تابستان و    :1 حالت ✓

 عملیات در شرایط زمستان و توربواکسپندر  :2 حالت ✓
 شرایط تابستان و در مدار نبودن توربواکسپندر  :3 حالت ✓

 

مقادیر ورودی و خروجی هر    بیان شهده اسهت.  (1در هر یک از سهه حالت ککر شهده پارامترهای در نظر گرفته شهده در جدول )

   ( ارائه شده است.2رتیب در جدول )تیک از پارامترها به 

 ( 1) جدول
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 پارا متر های ورودی 

(I1 :) دبی مولی متان موجود در خوراک  

(I2:)   دبی مولی اتان موجود در خوراک 

(I3 :)  دبی مولی هیدرو کربن های سنگین تر ازپروپان

 موجود در خوراک 

(I4 :)  دبی مولی مبرد سطح فشاری پایین 

(I5 :) دبی مولی مبرد سطح فشاری پایین 

(I6 :)  بار حرارتی مورد نیاز در برج متان زا 

(I7 :) بار حرارتی مورد نیاز در برج متان زا 

پارا متر های  

 خروجی 

(O1 :)  دبی مولی متان موجود در گاز خروجی از برج

   متان زدا 

(O2 :)  خروجی ازبرج متان  اتان موجود در گاز  دبی مولی

 زا 

(O3 :)  دبی مولی هیدروکربن های سنگین تر ازپروپان

 برج متان زدا  خروجی  موجود در مایع

(O4:)   بار حرارتی منتقل شده از واحد رطوبت زدایی به

 خروجی از واحد مورد بررسی   گاز

 

 

 

 

 

 (2جدول)

  

 

 

 3  حالت 2  حالت 1  حالت 

(I1 ) 20616.02 20616.02 20614.54 

(I2) 1317.90 1317.90 1317.49 

(I3) 857.77 857.77 797.04 

(I4 ) 602.87 638.29 597.32 

(I5) 423.26 436.27 422.63 

(I6) 2856 3175 2866 

(I7 ) 8151 4230 7420 

(O1 ) 3504 5233 4026 

(O2 ) 20607.13 20613.73 20611.96 

(O3) 884.78 151.85 880.54 

(O4 ) 827.96 880.54 766.40 
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(  ابل  3(وجود دارد می پردازیم که در جدول)2حال با استفاده از روش ارئه شده به رتبه بندی حالت هایی که در جدول)

 . مشاهده است
 

 (3جدول)
  1 حالت 2 حالت 3 حالت

 کارایی 741536. 850523. 772290.

مهجهمهوعههه   01. 01. 01.

وزن  

 مشترک

 

 نتیجه گیری .4

مجموعه وزن مشهترک در تحلیل پوشهشهی  با  می توان رتبه بندی ،    به منظور رتبه بندی برای بالاترین بردن کارایی های گروهی

 .استفاده شد  برای رتبه بندی مجموعه ای از مجتمع پالایشگاهی. در این مقاله از روش ارائه شده را به کار گرفت  داده ها

 مـراجع   .5
[1]Franklin Liu, F. H. and Peng, H. H., 2008, Ranking of units on the DEA frontier with common weight, 

Computers & Operations Research 35, 1624- 1637. 

[2]Makui, A. Alinezhad, R. Kiani Mavi, M. Zohrehbandian, 2008. A Goal programming Method for finding 

Common Weights in DEA With an Improved Discriminating Power for Efficiency, Journal of Industrial and 

system Engineering, Vol. 1, NO. 4, pp 293- 303. 

[3] Jahanshahloo, G. R., Memariani, A., Hosseinzadeh Lotfi, F., rezai, H. Z, 2005, A note on some of DEA models 

and finding efficiency and complete ranking using common Set of weights. Applied Mathematics and 

computation 166, 265- 281. 

   [4] Contreras, I. (2020). A review of the literature on DEA models under common set of weights. Journal of   

Modelling in Management, 15(4), 1277-1300. 

  [5] Ramezani-Tarkhorani, S., & Eini, M. (2022). A novel ranking approach with common weights: An     

implementation in the presence of interval data and flexible measures. RAIRO-Operations Research, 56(6), 3915-

3940. 

[6] Peykani, P., Esmaeili, F. S. S., Pishvaee, M. S., Rostamy-Malkhalifeh, M., & Lotfi, F. H. (2024). Matrix-

based network data envelopment analysis: A common set of weights approach. Socio-economic planning 

sciences, 95, 102044. 
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 ایبینی ترک تحصیل دانشجویان با استفاده از چارچوب ترکیبی گرافی مبتنی بر تعمیم پشتهپیش
 ارشد معماری کامپیوتر  کارشناسی سپیده صبوری، فارغ التحصیل

Sepidesaboori46@gmail.com 

 
 چکیده:

های آموزش عالی است، زیرا شناسایی زودهنگام های اساسی در نظامترک تحصیل دانشجویان از چالش بینیپیش
شود. در این ساز مداخلات آموزشی مؤثر و بهبود نرخ ماندگاری تحصیلی میدانشجویان در معرض خطر، زمینه

ب گرافی مبتنی ی چارچوه بر پایهبینی ترک تحصیل دانشجویان ارائه شده است کپژوهش، رویکردی ترکیبی برای پیش
ویان اقتصادی دانشج–های فردی، تحصیلی و اجتماعیطراحی گردیده است. در مرحله نخست، داده ایبر تعمیم پشته

عنوان به TabNet و Random Forest ،XGBoost های یادگیری ماشین شاملسازی شد. سپس مدلپردازش و مدل
 و GCN های گرافی مانندگیری از مدلساختاری داده به کار رفتند. در ادامه، با بهرهلایه پایه برای استخراج الگوهای 

GraphSAGEهای های پنهان میان دانشجویان در فرایند یادگیری لحاظ گردید. در گام نهایی، خروجی مدل، وابستگی
شان اری آموزش داده شد. نتایج نای ترکیب و مدل نهایی برای افزایش دقت و پایدپایه از طریق مکانیزم تعمیم پشته

-F1 و Accuracy ،Recall های مستقل، بهبود معناداری در معیارهایدهد چارچوب پیشنهادی نسبت به مدلمی
score د ابزاری توانهای سنتی جدولی میها حاکی از آن است که ترکیب یادگیری گرافی و مدلایجاد کرده است. یافته

 .یریت افت تحصیلی در آموزش عالی باشدبینی و مدکارآمد برای پیش

بیهای ترکیای، مدلهای عصبی گرافی، تعمیم پشتهبینی ترک تحصیل دانشجویان، یادگیری ماشین، شبکهکلمات کلیدی: پیش  

 
 مقدمه:  .1

ه ای بهای مهم آموزش عالی است که پیامدهای اقتصادی و اجتماعی گستردهترک تحصیل دانشجویان از چالش
ای های مدیریتی و ارتقگیریتواند به بهبود تصمیمرد. شناسایی زودهنگام دانشجویان در معرض خطر میهمراه دا

های های آموزشی و پیشرفت یادگیری ماشین، استفاده از مدلکیفیت خدمات آموزشی منجر شود. با گسترش داده
آموزشی تبدیل شده است. مطالعات های ای فعال در پژوهشبینی رفتار تحصیلی به حوزهمحور برای پیشداده

های تحصیلی بهره برای تحلیل داده XGBoost و Random Forestهایی مانند درخت تصمیم، پیشین از الگوریتم
ی های عصبی گرافهای اخیر، شبکهاند. در سالاند، اما اغلب روابط تعاملی میان دانشجویان را نادیده گرفتهبرده

ود بینی را بهبها را شناسایی و عملکرد پیشاند ساختارهای پنهان میان دادهتوانسته GraphSAGE و GCN مانند
های کلاسیک یادگیری پیشنهاد شده است که مدل ایی تعمیم پشتهدهند. در این پژوهش، چارچوبی ترکیبی بر پایه

های یزمان از ویژگگیری همرهکند. این رویکرد با بههای گرافی را در یک ساختار چندلایه تلفیق میماشین و مدل
دهد توجهی افزایش داده است. نتایج نشان میطور قابلبینی ترک تحصیل را بهفردی و روابط گرافی، دقت پیش

 .های مستقل داردعملکرد برتری نسبت به مدل F1-score و Accuracy ،Recall هایمدل پیشنهادی در شاخص
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 : متن اصلی 

 مفاهیم اولیه:  -1.1

توقف تحصیل دانشجو قبل از پایان برنامه تحصیلی که پیامدهای اقتصادی و اجتماعی  :ترک تحصیل دانشجویان
م بینی انجاها، الگوها را شناسایی و پیشای از هوش مصنوعی که با استفاده از دادهشاخه : یادگیری ماشین  .دارد
 :های عصبی گرافیشبکه TabNet و Random Forest ، XGBoost هایی ماننددهد؛ شامل الگوریتممی

، برای GraphSAGE و GCN گیرند، مانندها( یاد میها و یالمحور )گرههای گرافهایی که از دادهشبکه
روش ترکیب چند مدل پایه با یک مدل متا برای بهبود دقت  :ایتعمیم پشته .سازی روابط میان دانشجویانمدل

ای و روابط گرافی برای های عددی/دستهاستفاده همزمان از ویژگی :های ترکیبیداده .بینیو کاهش خطای پیش
 .بینیدقت پیشها و افزایش تر دادهتحلیل کامل

 طرح مسئله: -1.1
ود. شترک تحصیل دانشجویان باعث هدررفت منابع مالی و انسانی دانشگاه و کاهش کیفیت آموزش می

ی جدولی تمرکز داشتند و روابط میان دانشجویان را نادیده گرفتند، بنابراین هامطالعات گذشته عمدتاً بر داده
محور و هم روابط گرافی دانشجویان را مدنظر قرار دهد های ویژگینیاز به رویکردی ترکیبی که هم داده

احساس شد. هدف اصلی پژوهش، شناسایی دانشجویان در معرض خطر ترک تحصیل است و هدف جانبی، 
 .باشدمی Stacked Generalizationبینی با استفاده از چارچوب قت پیشافزایش د

 بینی ترک تحصیلهای پیشها در مدلهای دانشجویان و کاربرد آننمونه ویژگی. 1جدول 

 نوع ویژگی  نمونه ویژگی کاربرد در مدل
 ,RF, XGB) های جدولیمدل

TabNet) 

 
 

 عددی سن، معدل، تعداد واحدها

 one-hot جدولی وهای مدل
encoding 

 
 

 دسته ای   جنسیت، وضعیت مالی، رشته تحصیلی

 ,GCN) های گرافیمدل
GraphSAGE) 

 

 های گروهیکلاسی بودن، پروژههم

 
 

 گرافی
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های گروهیکلاسی و فعالیتشبکه گرافی نمونه روابط دانشجویان بر اساس هم. 1شکل   

دهنده دهد؛ هر گره نماینده یک دانشجو و هر یال نشانمیان دانشجویان را نشان میاین شبکه گرافی نمونه روابط 
ها و کنند تا وابستگیهای گرافی کمک میهای گروهی است. این روابط به مدلکلاسی یا همکاری در پروژهرابطه هم

 بینی ترک تحصیل لحاظ کنند.تعاملات دانشجویان را در پیش
 ه:مرور مطالعات گذشت -1.2

یری ماشین های یادگبینی ترک تحصیل دانشجویان انجام شده است که بیشتر بر مدلمطالعات متعددی در زمینه پیش
های های اخیر از شبکهاند. برخی پژوهشتمرکز داشته XGBoost و Random Forestسنتی مانند درخت تصمیم، 

اند. با این حال، اغلب این دانشجویان استفاده کردهبرای تحلیل روابط میان  (GCN, GraphSAGE) عصبی گرافی
 اند، که باعثاند و یا روابط گرافی را به طور کامل نادیده گرفتههای جدولی را مدنظر قرار دادهمطالعات یا تنها داده

ه از دمحور و گرافی و استفاهای ویژگیها شده است. پژوهش حاضر با ترکیب دادهکاهش دقت و قابلیت تعمیم مدل
، خلأ موجود را برطرف کرده و جایگاه جدیدی در تحلیل ترک تحصیل Stacked Generalization چارچوب

 .دهددانشجویان ارائه می
 

 :روش پژوهش -1.2
ها( سازی و کدگذاری ویژگیپردازش )حذف مقادیر گمشده، نرمالهای دانشجویان پس از پیشدر این پژوهش، داده

تحلیل شدند. سپس برای استخراج  TabNet و Random Forest ،XGBoost اشین جدولی مانندهای یادگیری مبا مدل
بررسی گردید.  GraphSAGE و GCN هایسازی و با الگوریتمصورت گرافی مدلها بهروابط میان دانشجویان، داده

، Accuracy با معیارهای ها ترکیب شده ونتایج مدل Stacked Generalization در نهایت، با استفاده از چارچوب
Precision ،Recall و F1-score ارزیابی شد. 
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بینی ترک تحصیلهای مختلف در چارچوب ترکیبی پیشنهادی برای پیشمقایسه عملکرد مدل. 1شکل    

 

 

 نتایج: -2

توجهی در نوآوری قابل   Stacked Generalizationهای جدولی و گرافی و استفاده از پژوهش حاضر با ترکیب داده
های منفرد بینی را نسبت به مدلدهد. مدل ترکیبی توانسته دقت پیشبینی ترک تحصیل دانشجویان ارائه میپیش

دهد که ادغام جدولی یا گرافی بهبود دهد و نقاط قوت هر دو نوع مدل را همزمان لحاظ کند. تحلیل اولیه نشان می
بینی شده باعث افزایش عملکرد مدل و کاهش اشتباهات پیش محور و روابط دانشجویان )گراف(های ویژگیداده

 است

 بینی ترک تحصیل دانشجویانهای جدولی، گرافی و چارچوب ترکیبی پیشنهادی در پیشمقایسه معیارهای عملکرد مدل. ۲جدول 

 F1-SCOREمعیار  بازیابی دقت مثبت دقت مدل
Random Forest 0.82 0.80 0.78 0.79 

XGBoost 0.85 0.83 0.81 0.82 
TabNet 

  

0.87 0.85 0.83 0.84 

GCN 0.80 0.78 0.76 0.77 
GraphSAGE 

  

0.83 0.81 0.79 0.80 

Stacked 

Generalization 

  

0.91 0.89 0.87 0.88 
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های جدولی، گرافی و چارچوب ترکیبی مدل Accuracy  ،Precision ،Recall ،F1 عملکرد مقایسه معیارهای . 2شکل 
 پیشنهادی

 مراجع: 

1. López, M., Romero, C., Ventura, S., & de Castro, J. (2020). Predicting student’s dropout in 

university classes using two-layer ensemble machine learning approach: A novel stacked 

generalization. Computers & Education, 150, 103840. 
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سیستم ͷی توافق مسئله برای تطبیقͬ کنترل��کننده طراحͬ
یͺسان غیرخطͬ دینامی�ͷهای با چند�عامله

ایران تهران، نور، پیام دانشͽاه �ریاضͬ، گروه علمͬ هيأت عضو ،∗ جدائͬ آرش

jodaei۵۶@pnu.ac.ir

ایران خلخال، اسلامͬ، آزاد دانشͽاه خلخال، واحد پایه، علوم گروه علمͬ هيأت عضو نیͺنام، محمدرضا

Rezanik٨٢@yahoo.com

یͺسان، دینامی�ͷهای با چندعامله سیستم ͷی توافق مسئله برای تطبیقͬ کنترل�کننده طراحͬ مقاله، این در چͺیده:
طوری عامل�ها مͬ�خواهیم مͬ�شود. مطالعه ثابت و �جهت� بی ارتباطͬ گراف و غیرخطͬ زمانͬ، پیوسته زمانͬ، مستقل
هدف این به رسیدن جهت کنترل�کننده�ای لذا کنند، ردیابی را همدیͽر مجانبی بصورت و مͺانͬ نظر از که شوند کنترل
دو�مرحله�ای الͽوریتم ماتریسͬ، خطͬ نامساوی و گراف نظریه لیاپانوف، پایداری قضیه از استفاده با مͬ�شود. پیشنهاد

مͬ�شود. ارائه کنترل�کننده بهره ماتریس�های طراحͬ جهت
ماتریسͬ. خطͬ نامساوی توافق، چند�عامله، سيستمهای تطبیقͬ، کنترل کلیدی: کلمات

مقدمه ١

مفروض �زیر �بصورت زمان با ثابت و زمان�پیوسته غیر�خطͬ، یͺسان، دینامی�ͷهای با عامل، N با �چند�عامله یͷسیستم
است:

ẋi = Axi +Df(xi) + Bui = F(xi) i = 1, 2, . . . ,N (١)

غیر پیوسته برداری تابع ͷی f : Rn → Rn هستند، ام i عامل کنترل و حالت بردارهای ترتیب به ui ∈ Rm, xi ∈ Rn

مͬ�دهیم. نشان N ،... ،٢ ،١ اندیس�های با را عامل�ها هستند. مناسب ابعاد با هایی ماتریس� D و B ،A و بوده خطͬ
xi(0) اولیه شرایط هر برای یعنͬ کنند. ردیابی مͺانͬ نظر از را همدیͽر که �کنیم کنترل طوری را عامل�ها مͬ�خواهیم

: باشیم داشته
lim
t→∞

∥xi (t)−xj (t)∥ =0 , i , j ∈ {1, 2, . . . ,N} , i ̸=j (٢)

مͬ�شود. فرض همبند و بی�جهت چند�عامله، سیستم گراف .١.١ فرض

مͬ�کند: صدق l ثابت با شیتز لیپ شرط در f برداری و غیر�خطͬ تابع .٢.١ فرض
∃l > 0 ∀x , y∈Rn, ∥f (x)−f (y)∥ ≤ l ∥x− y∥ (٣)

Author Corresponding∗
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یͺتایی، و وجود قضیه طبق مͬ�کند. صدق شیتز لیپ شرط در نیز F تابع که مͬ�شود نتیجه فرض٢.١ از .١.١ یادآوری
بی گراف هر در یͺتاست. جواب دارای ،(١) غیرخطͬ سیستم پیشنهادشده، ui کنترلͬ بردار و اولیه شرط هر برای

است. متقارن L = [Lij]N×N لاپلاسین ماتریس جهت،
مͬ�دهند نشان اتصالͬ ضریب بنام پارامتری با را عامل�ها مابین ارتباطͬ اثر شدت .١.١ تعریف

تطبیقͬ مجانبی توافق مسئله برای کنترل�کننده طراحͯ ٢
مͬ�شود: معرفͬ زیر بصورت عامل�ها توافق جهت تطبیقͬ کنترلͬ پروتکل ͷی بخش این در

ui = F
N∑
j=1

cijaij (xi − xj) i = 1, 2, . . . ,N (۴)

ċij = kijaij (xi − xj)
T
Γ (xi − xj) i = 1, 2, . . . ,N (۵)

،cij(0) = cji(0) است، i, j عامل�های مابین زمان با متغیر جفتͬ اتصالͬ ضرائب cij مثبت، ضرایب kij = kji آن، در که
برای را Γ,F ماتریس�های ٢.١ و ١.١ فرضیات تحت گویند. ͷفیدب بهره ماتریس�های F ∈ Rm×n و Γ ∈ Rn×n

مͬ�کنیم: طراحͬ زیر الͽوریتم بصورت (۵) و (۴) کنترلͬ پروتکل
خطͬ نامساوی جواب�های که α مثبت پارامتر و T > 0 قطری ماتریس و Q > 0 ماتریس کنید محاسبه :١ گام •

: است) شیتس لیپ ثابت l ) مͬ�باشند زیر ماتریسͬ AQ+QAT − αBBT + l2DTDT Q

Q −T

 < 0 (۶)

Γ = Q−1BBTQ−1 ,F = −BTQ−1 دهید: قرار :٢ گام •

اگر ٢.١ و ١.١ فرضیات تحت مͬ�گیریم. نظر در را (١) دینامی�ͷهای با چندعامله سیستم�های .١.٢ قضیه
تطبیقͬ کنترلͬ پروتکل تحت فوق چندعامله سیستم در عامل�ها آنگاه باشد شدنͬ حل (۶) ماتریسͬ نامساوی�خطͬ

مͬ�شوند. همͽرا متناهͬ و ثابت مقدار ͷی به cij جفتͬ اتصالͬ ضرائب و مͬ��رسند توافق به (۵) و (۴)

مͬ�کنیم: فرض برهان.

x =

∑N
j=1 xj

N
, ei = xi − x, e =

[
eT1 , e

T
2 , . . . , e

T
N

]T (٧)

،cij = c̃ji + β β > 0 و
داریم: (١) غیرخطͬ سیستم در (۵) و (۴) تطبیقͬ پروتکل جایͽذاری با

ẋi = Axi +Df (xi) +
N∑
j=1

cijaijBF (xi − xj) (٨)

داریم: آن در (٨) رابطه جایͽذاری و (٧) رابطه در زمان به نسبت ei از گیری مشتق با

ėi = Aei +Df (xi)−
1

N

N∑
i=1

Df (xj) +
N∑
j=1

(c̃ij + β) aijBF (ei − ej) (٩)

˜̇cij = kijaij (ei − ej)
T
Γ (ei − ej) i = 1, 2, . . . ,N (١٠)

سیستم مجانبی پایداری اثبات معادل (۵) و (۴) پروتکل تحت توافق مسئله حل بنابراین
است. (١٠) و (٩)

٢

572



غیرجهت�دار حالت، این در چندعامله سیستم ارتباطͬ گراف چون مͬ�باشد. مثبت نیمه�معین ماتریس ͷی Γماتریس
که شود مͬ نتیجه ،cij(0) = cji(0) فرض با و ċij(t) = ċji(t) مͬ�شود نتیجه (۵) از .aij = aji لذا است شده فرض

مͬ�گیریم: نتیجه لذا ،∀t > 0, cij(t) = cji(t)

N∑
i=1

N∑
j=1,j̸=i

c̃ijaij (ei − ej)
T
Γ (ei − ej) = 2

N∑
i=1

N∑
j=1

c̃ijaije
T
i Γ (ei − ej) (١١)

مͬ�گیریم: نظر در (١٠) و (٩) خطای سیستم برای را زیر لیاپانوف تابع

V =

N∑
i=1

eTi Q
−1ei +

N∑
i=1

N∑
j=1,j̸=i

c̃2ij
2kij

(١٢)

داریم: (١١) رابطه از استفاده و (٩) خطای سیستم مسیرهای طول در زمان به نسبت V تابع از مشتق�گیری با
V̇ = 2

∑N
i=1 e

T
i Q

−1ei +
∑N

i=1

∑N
j=1,j̸=i

c̃2ij
2kij

=

2
∑N

i=1 e
T
i Q

−1
[
Aei +Df (xi)− 1

N

∑N
i=1 Df (xj) +

∑N
j=1 (c̃ij + β) aijBF (ei − ej)

]
+
∑N

i=1

∑N
j=1,j̸=i c̃ijaij (ei − ej)

T
Γ (ei − ej)

= 2
∑N

i=1 e
T
i Q

−1Aei − 2β
∑N

i=1

∑N
j=1 Lije

T
i Q

−1BBTQ−1ej + 2
∑N

i=1 e
T
i Q

−1D [f (xi)− f(x̄)

+f(x)− 1
N

∑N
j=1 f (xj)

]
(١٣)

داریم: ٢.١ فرض از استفاده با
2eTi Q

−1D [f (xi)− f(x)] ≤ 2l
∥∥∥eTi QDT

1
2

∥∥∥ ∥∥∥T− 1
2 ei

∥∥∥ ≤

eTi
(
l2Q−1DTDTQ−1 +T−1

)
ei

(١۴)

N∑
i=1

ei =

N∑
i=1

(xi − x) =

N∑
i=1

xi −
N∑
i=1

x = Nx−Nx = 0 ⇒
N∑
i=1

eTi = 0 (١۵)

مͬ�گیریم: نتیجه (١۵) رابطه ∑Nاز
i=1

eTi Q
−1D

(
f(x)−

∑N
j=1 f (xj)

N

)
= 0 (١۶)

(١۶) و (١۴) ، (١٣) روابط از استفاده با مͬ�گیریم. نظر را êi = Q−1ei و ê =
[
êT1 , . . . , ê

T
N

]T اول متغیر تغییر
داریم:

V̇ ≤
∑N

i=1 ê
T
i

((
AQ+QAT + l2DTDT +QT−1Q

)
êi − 2β

∑N
j=1 LijBB

Têj

)
= êT

(
IN ⊗

((
AQ+QAT + l2DTDT +QT−1Q

)
− 2βL⊗ BBT

))
ê

(١٧)

باشیم: داشته بطوریͺه دارد وجود U متعامد ماتریس (قدسیل-رویل)[٢]، قضیه از استفاده با
UTLU = Λ = diag (0, λ2, . . . , λN) (١٨)

حقیقͬ آن، ویژه مقادیر لذا و بوده متقارن L لاپلاسین ماتریس مͬ�باشند. L لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر λiها

هستند.
λi ∈ R , i = 2, 3, . . . ,N , λ1 = 0 (١٩)

U متعامد ماتریس لذا هستند 1T و 1 ،λ1 = 0 ویژه مقدار متناظر L ماتریس چپ و راست ویژه بردار�های چون
مͬ�کنیم: پیشنهاد زیر بصورت

U =

[
1√
N
,Y1

]
,UT =

 1T√
N

Y2

 Y1 ∈ RN×(N−1),Y2 ∈ R(N−1)×N (٢٠)

٣
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مͬ�گیریم: نظر زیر بصورت را دوم متغیر تغییر
ζ =

[
ζT1 , . . . , ζ

T
N

]
=
(
UT ⊗ IN

)
ê (٢١)

مͬ�شود: نتیجه لذا
ζ1 =

(
1T√
N

⊗ In

)
ê =

(
1T√
N

⊗Q−1

)
e = 0 (٢٢)

مͬ�گیریم: نتیجه (٢٢) و (٢١) ،(١٧) از
V̇ ≤ ζT

(
IN ⊗

(
AQ+QAT + l2DTDT +QT−1Q

)
− 2βΛ⊗ BBT)ζ

=
∑N

i=2 ζ
T
i

(
AQ+QAT + l2DTDT +QT−1Q− 2βλiBB

T
)
ζi = −(−W(ζ))

(٢٣)

مͬ��گیریم: نتیجه شور[٣] مͺمل قضیه و (۶) ماتریسͬ خطͬ نامساوی از استفاده با
AQ+QAT + l2DTDT +QT−1Q− αBBT < 0 (٢۴)

مͬ�گیریم: نتیجه 2βλi ≥ α, i = 2, . . . ,N بطوریͺه بزرگ کافͬ اندازه به β انتخاب با
AQ+QAT + l2DTDT +QT−1Q− 2βλiBB

T ≤

AQ+QAT + l2DTDT +QT−1Q− αBBT < 0 i = 2, 3, . . . ,N
(٢۵)

انتگرال�گیری با پس V̇(t) ≤ 0 چون V̇ ≤ −(−W(ζ)) ≤ 0 که مͬ�شود نتیجه (٢۵) و (٢٣) روابط از نتیجه در
آن طبع به و c̃ij متغیر�های دنباله نتیجه در بوده بالا از کراندار V(t) لیاپانوف تابع که مͬ�شود نتیجه [0, t] بازه در
پس است مثبت نیمه�معین Γ ماتریس چون که مͬ�شود نتیجه (۵) رابطه از است. بالا از کراندار cij متغیر�های دنباله
معین −W(ζ) تابع همͽراست. متناهͬ مقدار ͷی به لذا است یͺنوا و صعودی cij(t) دنباله نتیجه در و ċij(t) ≥ 0

. limt→∞ W(ζ) = 0 که مͬ�شود نتیجه (لاسال-یوشیزاوا)[١] قضیه از استفاده با است. شعاعͬ بیͺران و مثبت
نتیجه در و limt→∞ e(t) = 0 که مͬ�شود نتیجه لذا ،ζi → 0 ،i = 2, 3, . . . ,N برای آنگاه t −→ ∞ اگر

.limt→∞(x(t)− x̄) = 0

نتایج ٣

ثابت و بدون�جهت� ارتباطͬ گراف و یͺسان خطͬ غیر دینامی�ͷهای با چند�عامله سیستم ͷی توافق مسئله مقاله این در
طراحͬ جهت الͽوریتمͬ و شد پیشنهاد بهره ماتریس دو شامل تطبیقͬ کنترل�کننده� عامل�ها، کنترل برای شد. بررسͬ

گرفت. قرار بررسͬ مورد شبیه�سازی در نیز شده پیشنهاد الͽوریتم صحت گردید. ارائه آنها

مراجع
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غیرخطͬ دینامی�ͷهای با چند�عامله سیستم ͷی مهار بررسͬ

ایران تهران، نور، پیام دانشͽاه �ریاضͬ، گروه علمͬ هيأت ∗عضو جدائͬ آرش

jodaei۵۶@pnu.ac.ir

ایران خلخال، اسلامͬ، آزاد دانشͽاه خلخال، واحد پایه، علوم گروه علمͬ هيأت عضو نیͺنام، محمدرضا

Rezanik٨٢@yahoo.com

از مستقل یͺسان، دینامی�ͷهای با چندعامله سیستم ͷی مهار مسئله برای کنترل�کننده طراحͬ مقاله، این در چͺیده:
طراحͬ جهت مرحله�ای چهار الͽوریتم مͬ�شود. مطالعه ثابت جهت�دار ارتباطͬ گراف و غیرخطͬ زمان، پیوسته زمان،
اثبات قضیه تحت کافͬ شرایط بصورت شده ذکر موارد و شده ارائه کنترل�کننده بهره ماتریس� و اتصالͬ ضریب

مͬ�شود. استفاده ماتریسͬ خطͬ نامساوی و گراف نظریه لیاپانوف، پایداری قضیه از مسئله این اثبات در مͬ�شود.
دنباله�رو. پیشرو، مهار، چند�عامله، سيستمهای کلیدی: کلمات

مقدمه ١

است: مفروض زیر بصورت زمان با ثابت و زمان�پیوسته غیرخطͬ، یͺسان، دینامی�ͷهای با چندعامله سیستم ͷی

x◦i = Axi +Df (t, xi) + Bui i = 1, 2, . . . ,N (١)
برداری تابع ͷی f : R × Rn → Rn تابع عاملiام، کنترل و حالت بردارهای ترتیب به ui ∈ Rm, xi ∈ Rn آن در که
و دنباله�رو را 1, 2, 3, . . .M اندیس�های با عامل�ها هستند. مناسب ابعاد با ماتریس�های B و D و A غیرخطͬ، پیوسته
به vL = {M+1, . . . ,N} و vF = {1, 2, . . . ,M} مجموعه�های و گرفته نظر در پیشرو را M+ 1, . . . ,N اندیس�های با

مͬ�گیریم. نظر در پیشرو و دنباله�رو عامل�های مجموعه ترتیب
�مجموعه کوچͺترین از است عبارت �� X = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ Rn متناهͬ مجموعه محدب پوش .١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت و داده نمایش CO(X) نماد با و X شامل �محدب

CO(X) = CO {x1, x2, . . . , xn} =

{
n∑

i=1

αixi | αi ∈ R, αi ≥ 0,
n∑

i=1

αi = 1

}
(٢)

چندضلعͬ ͷی بصورت متناهͬ، مجموعه ͷی توسط شده تولید محدب پوش ،Rn برداری فضای در .١.١ یادآوری
. مͬ�باشد بعدی n محدب

Author Corresponding∗
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مهار مسئله پیشرو عامل N − M و دنباله�رو عامل M بصورت عامل N شامل چندعامله سیستم در .٢.١ تعریف
چنان ∑n

i=1 αi = 1 شرط با αi ثابت��های دنباله�رو، عامل�های مͺانͬ اولیه شرایط هر برای یعنͬ دنباله�رو عامل�های
باشیم: داشته بطوریͺه باشند موجود

lim
t→∞

∥∥∥∥∥∥xi(t)−
N∑

j=M+1

αjxj(t)

∥∥∥∥∥∥ = 0 ∀xi(0) i = 1, 2, . . . ,M (٣)

عامل�های همͽرایی دنباله�رو، عامل�های مͺانͬ اولیه حالت هر برای چندعامله سیستم ͷی در تر ساده عبارت به
.[۴] گویند دنباله�رو عامل�های مهار مسئله را پیشرو عامل��های توسط شده تولید محدب پوش به دنباله��رو

مͬ�باشد. صفر پیشروها کنترل بردار یعنͬ ui = 0 M+ 1 ≤ i ≤ N برای .١.١ فرض

دارد وجود پیشرو عامل ͷی حداقل دنباله�رو عامل هر برای و بوده جهت�دار چندعامله، سیستم گراف .٢.١ فرض
ندارد. وجود پیشرو�ها مابین یال هیچ و است موجود دنباله�رو عامل به پیشرو عامل از جهت�دار مسیر ͷی بطوریͺه

بطوریͺه دارد وجود lمثبت و ثابت N−M∑عدد
i=1 ηi = 1 با ηi(i = 1, 2, . . . ,N−M) نامنفͬ ثابت���های برای فرض٣.١.

باشیم: داشته x, yi ∈ Rn هر ,f(t∥∥∥∥∥برای x)−
N−M∑
i=1

ηif (t, yi)

∥∥∥∥∥ ≤ l

∥∥∥∥∥x−
N−M∑
i=1

ηiyi

∥∥∥∥∥ (۴)

منفͬ معین و مثبت معین A ماتریس یعنͬ ترتیب به A < 0 و A > 0 ،A حقیقͬ متقارن ماتریس� برای .۴.١ فرض
است.

ولͬ مͬ�کند صدق شیتس لیپ شرط در f دومتغیره و غیرخطͬ تابع که مͬ�شود نتیجه ٣.١ فرض از .٢.١ یادآوری
اولیه شرط هر برای (١) سیستم یͺتایی، و وجود قضیه طبق فرض، این با نیست. صحیح کلͬ حالت در آن برعکس

مͬ�باشد. یͺتا جواب دارای شده، ارائه ui و
و بوده نامثبت آن غیرقطری عناصر همه هرگاه گویند ماتریس M را A ∈ Rn×n حقیقͬ نامنفرد ماتریس .٣.١ تعریف

.[١] باشند مثبت حقیقͬ قسمت دارای آن ویژه مقادیر همه

معادلند: زیر عبارات E = [eij] ∈ Rn×n نامنفرد ماتریس ͷی برای .١.١ قضیه
است. ماتریس M ͷی E •

مثبت معین ماتریس ΘE + ETΘ بطوریͺه دارد وجود Θ = diag {θ1, . . . , θn} مثبت معین و قطری ماتریس •

.[٢] است

.٣.١ یادآوری
بلوکͬ ماتریس بصورت پیشرو عامل N−M و دنباله�رو عامل M با چندعامله سیستم�های L لاپلاسین ماتریس •

مͬ�شود: داده نشان زیر

L =

 L1 L2

0M×(N−M) 0(N−M)×(N−M)

 ,L2 ∈ RM×(N−M),L1 ∈ RM×M (۵)

مقادیر و قطری عناصر و بوده غالب قطر اکیدا بودن، مثبت معین بر علاوه ،١.١ قضیه در ΘE+ETΘ ماتریس •

هستند. مثبت و حقیقͬ اعدادی حقیقͬ، مثبت معین ماتریس�های ویژه مقادیر مͬ��باشند. مثبت ، آن ویژه
درایه هر فرض، این با باشد. برقرار ٢.١ فرض اگر تنها و اگر است ماتریس M ͷی L1 نامنفرد ماتریس .٢.١ قضیه

.[۴] است ١ برابر ماتریس این سطر هر جمع و است نامنفͬ −L−1
1 L2 ماتریس

٢
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مهار مسئله برای کنترل�کننده طراحͬ ٢
طراحͬ جهت الͽوریتمͬ و شده بررسͬ غیرخطͬ دینامی�ͷهای با چند�عامله سیستم ͷی مهار مسئله بخش این در

مͬ�گردد. معرفͬ کنترل�کننده
اینکه و ٣.١ و ٢.١ فرضیات تحت مͬ�گیریم. نظر در را (١) دینامی�ͷهای با چندعامله های سیستم .١.٢ قضیه
محدب پوش دنباله�رو عامل�های همه اولیه، شرایط هر برای آنگاه باشد جواب دارای (١١) ماتریسͬ خطͬ نامساوی

مͬ�کنند. ردیابی را پیشرو عامل�های توسط شده تولید متحرک

مͬ�گیریم: نظر در دنباله�رو عامل�های همه برای را زیر کنترل�کننده برهان.

ui = αK
N∑
j=1

aij (xi − xj) i ∈ VF (۶)

طراحͬ باید دو هر که مͬ�باشد ͷفیدب بهره ماتریس K و مͬ�باشد مثبت عددی که است اتصالͬ ضریب α که
کنترل�کننده با مͬ�کنیم ثابت ��هستند. عامل�ها مابین ارتباطͬ جهت�دار گراف مجاورت ماتریس عناصر aijها شوند.
تحت مͬ�کنند. ردیابی را پیشرو عامل�های توسط شده تولید محدب پوش (١) سیستم با دنباله�رو عامل�های ،(۶)

مͬ�شود: نوشته زیر بصورت (١) سیستم (۶) کنترل�کننده x◦i = Axi +Df (t, xi) i ∈ VL

x◦i = Axi +Df (t, xi) + αK
∑N

j=1 Baij (xj − xi) i ∈ VF

(٧)

F (t, xL) = و F (t, xF) = [f (t, x1) , . . . , f (t, xM)]
T و xL =

[
xTM+1, . . . , x

T
N

]T و xF =
[
xT1 , . . . , x

T
M

]T فرض با
مͬ�شود: نوشته زیر بصورت (٧) سیستم [f (t, xM+1) , . . . , f (t, xN)]

T x◦L = (IN−M ⊗A) xL + (IN−M ⊗D)F (t, xL)

x◦F = (IM ⊗A) xF + (IM ⊗D)F (t, xL)− α (L1 ⊗ BK) xF − α (L2 ⊗ BK) xL
(٨)

: مͬ�کنیم فرض
e(t) = xF −

(
−
(
L−1
1 L2 ⊗ In

)
xL

)
= xF +

(
L−1
1 L2 ⊗ In

)
xL (٩)

F (t, xL, xF)=
(
L−1
1 L2 ⊗ In

)
F (t, xL)+F (t, xF) فرض و (٨) رابطه از استفاده و (٩) رابطه از مشتق�گیری با

مͬ�گیریم: نتیجه
e◦(t) = (IM ⊗A) e(t) + (IM ⊗D)F (t, xL, xF)− α (L1 ⊗ BK) e(t). (١٠)

و α مثبت پارامتر ،٣.١ و ٢.١ فرضیات تحت است. (١٠) سیستم مجانبی پایداری اثبات معادل مسئله حل بنابراین
مͬ�کنیم: طراحͬ زیر الͽوریتم بصورت (۶) کنترل�کننده برای را K بهره ماتریس

.١ قضیه بنا�بر .E = L1 با متناظر ١.١ قضیه در Θ = diag {θ1, . . . , θn} Θ قطری ماتریس محاسبه :١ گام •

است. ماتریس M,E = L1 ماتریس ،٢
مͬ�باشند: زیر ماتریسͬ خطͬ نامساوی جواب�های که c مثبت پارامتر و Q مثبت معین ماتریس محاسبه :٢ گام • AQ+QAT − cBBT + l2DDT Q

Q −I

 < 0. (١١)

ویژه مقدار کوچͺترین λ0 و θmax = max {θ1, . . . , θM} که α ≥ cθmax

λ0
و K = BTQ−1 دهید قرار :٣ گام •

است. ΘL1 + LT
1 Θ مثبت معین ماتریس

مͬ�گیریم: نظر در را زیر لیاپانوف تابع ،(١٠) خطای سیستم مجانبی پایداری اثبات برای
V(t) = eT(t)

(
Θ⊗Q−1

)
e(t) (١٢)

٣
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مͬ�گیریم: نتیجه (١٠) خطای سیستم مسیرهای طول در و زمان به نسبت (١٢) لیاپانوف تابع از مشتق�گیری با
V◦(t) = 2eT(t)

(
Θ⊗Q−1

)
[(IM ⊗A) e(t) + (IM ⊗D)F (t, xL, xF)− α (L1 ⊗ BK) e(t)]

= eT(t)
[
Θ⊗

(
Q−1 A+ ATQ−1

)]
e(t)− αeT(t)

[(
ΘL1 + LT

1 Θ
)
⊗Q−1BK

]
e(t)

+2eT(t)
(
Θ⊗Q−1D

)
F (t, xL, xF)

(١٣)

مͬ�شود: نتیجه ٣.١ فرض از
2eT(t)

(
Θ⊗Q−1D

)
F (t, xL, xF) ≤ eT(t)

[
Θ⊗

(
l2Q−1DDTQ−1 + In

)]
e(t). (١۴)

مͬ�گیریم: نتیجه (١۴) رابطه از استفاده و (١٣) رابطه در K = BTQ−1 جایͽذاری با
V◦(t) ≤ eT(t)

[
Θ⊗

(
Q−1 A+ ATQ−1 + l2Q−1DDTQ−1 + In

)]
e(t)− αeT(t)[(

ΘL1 + LT
1 Θ

)
⊗Q−1BBTQ−1

]
e(t).

(١۵)

مͬ�گیریم: نتیجه δ(t) = (
IM ⊗Q−1

)
e(t) فرض با

e(t) = (IM ⊗Q) δ(t) (١۶)
مͬ�گیریم: نتیجه (١۶) و (١۵) روابط از استفاده با

V◦(t) ≤ δT(t)
[
Θ⊗

(
AQ+QAT + l2DDT +QQT

)]
δ(t)−

αδT(t)
[(
ΘL1 + LT

1 Θ
)
⊗ BBT

]
δ(t)

(١٧)

مͬ�گیریم: نتیجه ٢.١ قضیه و الͽوریتم ٣ و ١ گام�های از استفاده با
αδT(t)

[(
ΘL1 + LT

1 Θ
)
⊗ BBT

]
δ(t) ≥ αλ0

θmax
δT(t)

(
Θ⊗ BBT

)
δ(t)

≥ cδT(t)
(
Θ⊗ BBT

)
δ(t).

(١٨)

مͬ�گیریم: نتیجه (١٨) و (١٧) ازروابط
V◦(t) ≤ δT(t)

[
Θ⊗

(
AQ+QAT + l2DDT +QQT − cBBT

)]
δ(t) (١٩)

مͬ�شود: نتیجه شور[٣] مͺمل قضیه و الͽوریتم ٢ ١و گام�های از استفاده با
AQ+QAT + l2DDT +QQT − cBBT < 0 (٢٠)

مͬ�گیریم نتیجه لیاپانوف پایداری قضیه از استفاده با ،V◦(t) < 0 مͬ�گیریم نتیجه (٢٠) و (١٩) روابط از استفاده با
.limt→∞ xF +

(
L−1
1 L2 ⊗ In

)
xL=0 نتیجه در و limt→∞ e(t) = 0 لذا است مجانبی پایدار مبدا در (١٠) سیستم که

مͬ�شود. اثبات قضیه و −
(
L−1
1 L2 ⊗ In

)
xL ∈ CO(xL) که مͬ�شود نتیجه ٢.١ قضیه از

نتایج ٣
ثابت و جهت�دار ارتباطͬ گراف و یͺسان خطͬ غیر دینامی�ͷهای با چند�عامله سیستم ͷی مهار مسئله مقاله این در
الͽوریتمͬ و شد پیشنهاد ماتریسبهره ͷی و اتصالͬ یͷضریب شامل کنترل�کننده��ای عامل�ها، کنترل برای شد. بررسͬ

گرفت. قرار بررسͬ مورد شبیه�سازی در نیز شده پیشنهاد الͽوریتم صحت گردید. ارائه آنها طراحͬ جهت
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حل مساله کوتاهترین زمان با حل دستگاه معادله دیفرانسیل  
 زاد  با منحنی چرخ   آن   جواب   لاگرانژ و مقایسه - اویلر 

 آذر السادات شعبانی1،عضو هیئتعلمی گروه علوم پایه، دانشگاه پیام نور، صندوق پستی 3697-19396، تهران،ایران   
shabani_azarsadat@pnu.ac.ir 

تبدیل معادله    برای حل مسأله کوتاهترین زمان ارائه شده است. این روش بر   پیشنهادیدر این مقاله، یک روش    چکیده:
دست آمده در امتداد   جواب بهینه به  .ار استل استودیفرانسیت  لادیفرانسیل مسأله کوتاهترین زمان، به یک دستگاه معاد

 .کند دست آمده در امتداد مسیر بهینه منحني چرخزاد برابری مي مسیر پیشنهادی دقیقاً با مقدار به
 . گرانژلا-، معادله دیفرانسیل اویلرزادمسأله کوتاهترین زمان، حساب تغییرات، منحني چرخ کلمات کلیدی:

 مقدمه  .1
، نیوتن، لایبنیتز  .برنولی با طرح مساله کوتاهترین زمان ریاضیدانان اروپایی را برای زورآزمایی فکری به مبارزه طلبید

ی    ارایهطي    1774در سال  اویلر    .[1]کردندارایه    مسأله کوتاهترین زمان، یوهان و ژاکوب راه حل هایی برای  هوپیتال
باشند" روشي اساسي   روشهای یافتن منحنیهای مسطح که نشان دهندهی خواص بیشینه یا کمینه مي"ای تحت عنوان    مقاله

ا[2]را برای حل مسائل کنترلي ارایه نمود حساب   مسالهین روش دارای یک مبنای تحلیلي میباشد که منجر به تبدیل  . 
به استفاده از زنجیره مارکوف برای حل مسائل    [3]کوشنر و همكاران در    .گردید  لاگرانژ-تغییرات به معادله معروف اویلر

 مسائل کنترل مورد استفاده قرار گرفت.   برای [4]در  این روشمختلف و از جمله مسائل حساب تغییرات پرداخته و
معرفي گردیده است. در بخش چهارم پس از بیان زاد  منحني چرخ  ،مسأله کوتاهترین زمانمعرفی  در این مقاله پس از  

م برای حل این دسته  لازبه عنوان شرط  لاگرانژ  ا-اویلری معروف    شكل کلي مسأله حساب تغییرات، به معرفي معادله 
در  مسائل پرداخته شده است. یافتن جواب معادله دیفرانسیل کوتاهترین زمان در بخش پنجم مورد بررسي قرار گرفت و  

این   هفتمدر بخش   .گردیده استارائه  لات  به یک دستگاه معاد پایه تبدیل معادله دیفرانسیل    بر  یشنهادیششم روش پبخش  
مقاله، به محاسبه مسیر مناسب گذرا از دو نقطه مفروض از صفحه دکارتي پرداخته شد و مقدار شاخص عملكرد مسأله  

روش از  جواب به دست آمده    طور جداگانه محاسبه شده است. نكته قابل توجه اینكه  کوتاهترین زمان در امتداد هر مسیر به
گیری در نهایت، نتیجه  شود.زاد حاصل مي ای است که در امتداد مسیر چرخ پیشنهادی، دارای جوابي منطبق بر جواب بهینه

 . بخش پایاني مقاله است که به ارائه گزارش مختصری از کل مراحل مقاله پرداخته شده است
 

 مساله کوتاهترین زمان  .2
مسأله کوتاهترین زمان گذشته از این که به خودی خود مسأله جالبي است بیشتر از این نظر اهمیت دارد که منشاء تاریخي 

ر امتداد خط مستقیم و د  یكي  مسیر  دو  وسیله  به  𝐴فرض شده است که نقطه    (1)  مطابق شكل  .حساب تغییرات بوده است
  مسیر   دو  این   روی  𝐵  تا  𝐴ای بتواند بدون اصطكاک از   باشد و مهره  متصل  𝐵تر  به نقطه پایین  یادایرهدیگری روی قوس  

  به   و  جاذبه  نیروی  امتداد  در  ها  𝑦شود در این نمودار، جهت مثبت محور   ميملاحظه    (1)همانطور که در شكل   .بلغزد
، رسوالي که مطرح میشود به این صورت است که در امتداد کدامیک از این دو مسی .است  شده  گرفته   نظر  در  پائین  سمت

نظر برسد که   دارد؟ در نگاه اول، شاید اینگونه بهلازم  مهره کمترین زمان را برای طي نمودن مسیر بین این دو نقطه  
شدن بین نقاط   مسیر کوتاهترین زمان طي ،  ی بین این دو نقطه داردرخط مستقیم واصل بین این دو نقطه که فاصله کمت

 
 نويسنده مسئول  . 1
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صورت عمودی سقوط کند تا سرعت   ابتدایي و انتهایي است. یک رویكرد دیگر این است که شاید بهتر باشد ابتدا مهره به
 . و زودتر به نقطه پایاني برسد طی کندرا در زمان کمتری  طولانی تری گرفته و با این سرعت بیشتر مسیر

 
 𝐵و   𝐴  مستقیم و دایره ای بین نقاط. دو مسیر در امتداد  1شکل

 

در امتداد مسیر یک منحنی دلخواه از نقطه  با   𝑔(، تحت نیروی جاذبه با شتاب 2یک مهره مطابق شکل )فرض کنید  
𝐴(𝑎, 𝛼) تسرع  𝑣𝑎     به نقطه𝐵(𝑏, 𝛽)   .نتقال مهره در اسوال این است که معادله مسیر چگونه باشد تا    منتقل شود

برای   ها در امتداد نیروی جاذبه و به سمت پایین باشد،𝑦کوتاهترین زمان صورت گیرد. با فرض اینکه جهت مثبت محور  
𝑎باید   𝐵به نقطه   𝐴حرکت مهره از نقطه  < 𝑏   و𝛼 < 𝛽   باشد. برای مدل سازی مساله کوتاهترین زمان، معادله مسیر

  می باشد. 𝑦(𝑥)حرکت مهره  

 
 𝐵و  𝐴بین نفاط   𝑦(𝑥)در امتداد منحنی دلخواه   مسیری  .2شکل                                            

 

 از مجموع انرژی جنبشی و پتانسیل از رابطه زیر بدست می آید: نقطه ابتدایی انرژی کل 

𝐸𝑎 =
1

2
𝑚𝑣𝑎

2 −𝑚𝑔𝑦(𝑎)                                                                 (1)     

𝑎مچنین انرژی کل در یک نقطه دلخواه به طول  ه < 𝑥 < 𝑏 :به صورت زیر محاسبه می شود 

𝐸𝑥 =
1

2
𝑚𝑣(𝑥)2 −𝑚𝑔𝑦(𝑥)                                                        (2) 

 ثابت ماندن انرژی کل نتیجه زیر بدست می آید:ز طرفی با توجه به قانون بقای انرژی و ا
1

2
𝑚𝑣𝑎

2 −𝑚𝑔𝑦(𝑎) =
1

2
𝑚𝑣(𝑥)2 −𝑚𝑔𝑦(𝑥)                            (3) 

 با توجه به رابطه فوق، سرعت لحظه ای مهره در نقطه ای به طول  به صورت زیر بدست می آید: 

𝑣(𝑥) = √𝑣𝑎2 + 2𝑔(𝑦(𝑥) − 𝑦(𝑎))                                            (4) 

𝑣از طرفی با توجه به این که سرعت در طول یک منحنی برابر    =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
است می توان کل زمان طی شده روی منحنی    

 به صورت زیر بازنویسی نمود:( 4) ستفاده از رابطه ا را با

𝑇(𝑦) = ∫
𝑑𝑠

𝑑𝑣

𝐵

𝐴

= ∫
√1 + (𝑦́)2

√𝑣𝑎2 + 2𝑔(𝑦(𝑥) − 𝛼)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 =
1

√2𝑔
∫

√1 + (𝑦́)2

√𝑦(𝑥) − (𝛼 −
𝑣𝑎
2

2𝑔
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥    (5) 

( را نیز  5می گذرد، تابعک )  𝐵و    𝐴باید به گونه ای انتخاب شود که علاوه بر  اینکه از نقاط     𝑦(𝑥)در نتیجه منحنی  
 : [5]کمینه کند. به عبارتی مساله کوتاهترین زمان به شکل زیر بیان می گردد

 

min
𝑦
𝑇(𝑦) =

1

√2𝑔
∫

√1 + (𝑦́)2

√𝑦(𝑥) − (𝛼 −
𝑣𝑎
2

2𝑔
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

𝑦(𝑎) = 𝛼    , 𝑦(𝑏) = 𝛽                                    

                              (6) 
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,𝑏)ر حلت خاص اگر مهره از حالت سکون و از مبدا به  د 𝛽)  :رها شود، مدل زیر را خواهیم داشت 

min
𝑦
𝑇(𝑦) =

1

√2𝑔
∫
√1 + (𝑦́)2

√𝑦(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥                      

𝑦(0) = 0    , 𝑦(𝑏)                                                     

                    (7) 

 

 زاد  مساله چرخ .3
  ی با موضوع تربیع دایره توسط شارل بوول مطرح گردیده است ا  در مقاله  1501سال  ر  دزاد  چرخ برای اولین بار نام  

آید. باید توجه داشت که نمودار    دست مي  دلیل این نامگذاری آن است که منحني چرخزاد از حرکت یک چرخ یا دایره، به
یک اتومبیل در حال حرکت، چسبیده لاستیک  کرد که به شیارای تصور  ریزه  این منحني را میتوان مسیر حرکت سنگ

 د.شوزاد با یک سری معادالت پارامتری نمایش داده ميچرخ ولااست. معم
  آید مي  دست  به   𝑎  عزاد به عنوان مكان هندسي نقاطي از صفحه که از حرکت یک چرخ یا دایره به شعاچرخ     :1گزاره  

  دارد:پارامتری به شكل زیر  معادلهو 

{
𝑥(𝑡) = 𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝑎(𝑡 − 𝑐𝑜𝑠𝑡)
     0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋𝑎                                     (8)   

, 𝐶𝑦𝑐𝑙𝑜𝑖𝑑(3,4𝑝𝑖دستور    اجرایبه کمک نرم افزار میپل و 𝑎با بکارگیری دایره مولد به شعاع  ،  (12 = 𝑡  در بازه  3 ∈

[0,4𝜋] دیده می شود (3د شکل )زانقطه از منحنی چرخ 12ایجاد  اب  . 

 
 د چرخ زابرای تشکیل منحنی  𝑃  . مکان هندسی نقطه3شکل

 

 حساب تغییرات  .4
.)𝑦، مطلوب است محاسبه منحنی  [3]ک مساله حساب تغییرات را می توان به این صورت بیان نمودی که تحت شرایط    (

 تابعی زیر را مینیمم کند: 𝑦(𝑥1)و  𝑦(𝑥0)اولیه  
 

𝐽(𝑦) =  𝜑(𝑦(𝑥1)) + ∫ 𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦́(𝑥))𝑑𝑥                                          (9)
𝑥1

𝑥0

 

( به شکل یک مساله حساب تغییرات با نقاط مرزی ثابت است و تابع انتگرالده 7(و )6مساله کوتاهترین زمان ):  1نتیجه

,𝐿(𝑦( به صورت  7مساله ) 𝑦́) =
√1+(𝑦́(𝑥))2

√2𝑔𝑦(𝑥)
𝑦می باشد. برای اینکه    = 𝑦∗(𝑥)   جوابی از مساله باشد لازم است که در هر

 : [4]و  [1]نقطه از این منحنی شرط زیر برقرار باشد
𝜕𝐿

𝜕𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥
(
𝜕𝐿

𝜕𝑦́
) = 0                                                                                           (10) 

 لاگرانژ است که شرطی لازم برای اکسترمم نسبی است.-این معادله دیفرانسیل، معادله اویلر
,𝐿(𝑦و به شکل    𝑥متغیر    (، مستقل از9اگر تابع انتگرالده در رابطه )  :2گزاره 𝑦́)    باشد، شرط اکسترمال به صورت زیر
 است:

𝐿 − 𝑦́
𝜕𝐿

𝜕𝑦́
= 𝐶     (11)                                                                                مقدار ثابت  
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 جواب معادله دیفرانسیل کوتاهترین زمان .5
,𝐿(𝑦تابع انتگرالده مربوط به مساله کوتاهترین زمان به صورت    1نتیجه  بقط 𝑦́)  لاگرانژ طبق گزاره -است و معادله اویلر  
 به شکل زیر قابل بازنویسی است:  2

𝐿 − 𝑦́
𝜕𝐿

𝜕𝑦́
=
1

√2𝑔
(

 
√1+(𝑦́)2

√𝑦
−

(𝑦́)2

√𝑦(1 + (𝑦́)2)
)

 = 𝐶  (12)      مقدار   ثابت 

 با ساده کردن رابطه فوق، معادله دیفرانسیل زیر بدست می آید:

𝑦(1 + (𝑦́)2) = 𝑐  , 𝑐 =
1

2𝑔𝐶2
                                                        (13) 

که به آن معادله دیفرانسیل مساله کوتاهترین زمان گفته می شود. با حل این معادله مشخص می شود که منحنی کوتاهترین 
𝑦́متغیر تغییر  ز فرانسیل فوق با استفاده ایبا حل معادله د زمان چه شکلی است. = cot 𝜃   و شرط اولیه𝑥(0) =  داریم: 0

𝑥 =
𝑐

2
(2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃)                                                                        (14) 

𝑡تغییر متغیرهای  در نتیجه بدیهی است با   = 2𝜃     و𝑎 =
𝑐

2
( حاصل می شود که همان نمایش 8معادله پارامتری رابطه )  

در کوتاهترین زمان ممکن، پیمودن   𝐵ه  ب 𝐴رسیدن از نقطه    رزاد است. به عبارتی بهترین مسیپارامتری منحنی چرخ
 زاد است.مسیر در امتداد منحنی چرخ

زاد  ها شده و بدون اصطکاک برروی مسیری به شکل چرخ رای که از مبدا  مدت زمانی که طول می کشد تا مهره  :3گزاره

,𝜋𝑎)به طرف پایین بلغزد و به نقطه  2𝑎) با سد برابر  بر𝜋√
𝑎

𝑔
 است.  

با جایگذاری    روش پیشنهادی:
𝑑𝑦

𝑑𝑥
.
𝑑𝑦

𝑑𝑡
.
𝑑𝑡

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡
.
1
𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑐و اینکه    (13ادله دیفرانسیل )معدر   = 𝛼2 :رابطه زیر بدست می آید ، 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
.
1
𝑑𝑥

𝑑𝑡

=
√𝛼2 − 𝑦

√𝑦
                                                                                                 (15) 

 با انتخاب نظیر به نظیر صورت و مخرج در رابطه فوق به دستگاه معادلات زیر می رسیم: 

{

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= √𝛼2 − 𝑦     𝑦(0) = 0

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= √𝑦               𝑥(0) = 0

                                                                               (16) 

 (معادله مسیر مربوط به مساله کوتاهترین زمان):با حل دستگاه جواب زیر حاصل می شود

𝑦(𝑡) = −
1

4
𝑡2 + 𝛼𝑡    , 𝑥(𝑡) = −

4𝛼 − 2𝑡

8
√4𝛼𝑡 − 𝑡2 − 𝛼2 arcsin (1 −

𝑡

2𝛼
) +

𝛼2𝜋

2
        (17) 

 

 مقایسه عددی مساله کوتاهترین زمان در امتداد مسیرهای مختلف .6
 

𝑂دی زمان در مساله کوتاهترین زمان، نقطه ابتدایی  دبرای پیاده سازی و مقایسه ع = 𝐴و مقصد    (0,0) = را در   (3,1)
زاد در نظر خط، دایره، بیضی و مسیر چرخنظر بگیرید.  به منظور مقایسه،  مسیرهای مختلف واصل بین این دو نقطه 

 ( آورده شده است.4( و شکل )1گرفته شده است. نتایج مقایسه در جدول )
 (. شاخص عملکرد مساله کوتاهترین زمان در امتداد مسیرهای مختلف 1جدول)
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 زاد. مسیرهای مختلف در حل مساله کوتاهترین زمان در مقایسه با مسیر بهینه چرخ4شکل 

 

 ی رنتیجه گی .7
بررسي ویژگیهای منحني چرخزاد پرداخته  در این مقاله، بعد از بیان مختصری از تاریخچه مسأله کوتاهترین زمان به  

زم  لاانژ به عنوان شرط  لاگر-شد. در ادامه پس از معرفي مسأله حساب تغییرات به بررسي معادله دیفرانسیل اویلر
رانژِ متناظر با مسأله کوتاهترین  لاگ-برای حل مسائل حساب تغییرات پرداخته شد. همچنین معادله دیفرانسیل اویلر

زاد است. همچنین دست آمد که حاکي از این است که جواب بهینه این مسأله، منحني چرخ  زمان تشكیل و جواب آن به 
گرانژ بر پایه تبدیل آن به یک دستگاه معادالت دیفرانسیل لا-برای حل معادله دیفرانسیل اویلر  پیشنهادییک روش  

ارائه گردید. در نهایت در بخش مقایسه مسیرهای مختلف حل مسأله کوتاهترین زمان، مشخص گردید که جواب به  
 .کندزاد برابری ميدست آمده در امتداد مسیر بهینه یعني منحني چرخ  دست آمده در قالب روش پیشنهادی با مقدار به

 منابع
 

1. Brunt, B. (2004). The Calculus of Variations. Springer-Verlag, New York 

2. Euler, L. (1744). The Method of Finding Plane Curves that Show Some Property of 

Maximum or Minimum, Lausanne and Geneva. 

3. Kushner, H. J., Dupuis, P. (1992). Numerical methods for stochastic control problems in 

continuous time, Springer, New York. 

4. Kafash, B., Nikoeenezhad, Z., & Delavarkhalafi, A. (2016). An iterative algorithm for 

solving stochastic optimal control via the Markov chain approximation. Journal of Control, 

10(2), 35-43. (In Persian) 

5. Russak, I. B. (2002). Calculus of variations MA 4311 lecture notes. 

6. afash, B. (2024). Historical Approaches and Modern Methods in Analyzing the 

Brachistochrone Problem. Mathematics and Society, doi: 10.22108/msci.2024.142284.1678 

(In Persian). 

583



 

 
 

های گازی ترانس قدرت با تحلیل فرکانسی و تشخیص ناهنجاری در داده 
 استفاده از تبدیل موجک گسسته

 .واحد بیضا،دانشگاه آزاد اسلامی، بیضا، ایران، ریاضی ، گروه1طاهره زارع
                                                           Tahere.Zare@iau.ac.ir  

، تهران، 16769-7963نور، صندوق پستی  پیامدانشگاه  گروه ریاضی،دانشجوی دکتری فرهاد بن محمد خواجه،
 ایران

Farzadmohamadi968@gmail.com 
 ایران.،تهران، 16769-7963نور، صندوق پستی  پیامدانشگاه گروه ریاضی،دانشجوی دکتری وصال ترنج،

Vesaltoranj5959@gmail.com 
  

 تولید  (CO₂) اکسید کربنو دی (CO)کربن های گازهای منواکسید در این مقاله، رفتار فرکانسی داده چکیده:
مورد بررسی قرار گرفته است. هدف اصلی،  (DWT)های قدرت با استفاده از تبدیل موجک شده در ترانس

خریب عایق و سایر منظور تشخیص زودهنگام تمختلف به ها و نویز در سطوح فرکانسیشناسایی ناهنجاری
مشکلات داخلی ترانس است. با محاسبه انرژی سیگنال در سطوح فرکانسی مختلف، رفتار غیرعادی در سطح یک 

شان نتایج ن باشد.دهنده وجود نویز یا تخریب در اجزای داخلی ترانس میهای بالا( شناسایی شد که نشان)فرکانس
های احتمالی مؤثر برای پایش وضعیت ترانس و جلوگیری از خرابی ابزاری  DWTدهد که تحلیل فرکانسی بامی

 [4]. است

  .منواکسید کربن، دی اکسید کربن ، ترانس قدرت، (DWTتبدیل موجک گسسته) تحلیل فرکانسی، کلمات کلیدی:
 

 مقدمه .1
ر وضعیت مستم انرژی الکتریکی، نیازمند پایش های انتقال و توزیععنوان اجزای حیاتی در شبکههای قدرت بهترانس

تحلیل گازهای محلول در در ترانس ها، faults های متداول برای تشخیصروش عملکردی هستند. یکی از
 ایدهنده تخریب عایق توانند نشاناکسید کربن میگازهایی مانند منواکسید کربن و دی ( است.DGA)روغن

های سنتی تحلیل گازها قادر به تشخیص تغییرات ناگهانی و ا این حال، روشمشکلات حرارتی در ترانس باشند. ب
 .های فرکانسی نیستندناهنجاری

 DWT(برای تحلیل فرکانسی داده های گازی استفاده شده است. DWTتبدیل موجک گسسته ) در این مقاله، از
ی بالا های فرکانسها را در بازههنجاریقابلیت تجزیه سیگنال در سطوح فرکانسی مختلف، امکان شناسایی نویز و نا

                                                        
 طاهره زارع . 1
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 faultsو سرعت تشخیص  های موجود، دقتعنوان یک ابزار کمکی در کنار روشتواند بهکند. این روش میفراهم می
 را افزایش دهد.

  مبانی نظری تبدیل موجک گسسته: 2
   رزولوشن  چندسیگنال است که بر پایه تحلیل  پردازش در قدرتمند (DWT) موجک گسسته تبدیل

(Multiresolution Analysis)  .دهد، برخلاف تبدیل فوریه که تنها اطلاعات فرکانسی را ارائه می استDWT 
مورد بررسی قرار  DWTمبانی نظری  دهد. در این بخشهمزمان اطلاعات فرکانسی و زمانی را در اختیار قرار می

 میگیرد.
 :تبدیل موجک پیوسته و گسسته: 2-1

𝑎  پذیر باشد در مقیاسکه مربع آن انتگرال 𝑥(𝑡) تابع پیوسته ریاضیات، تبدیل موجک پیوسته برایدر  > و 0
𝑏 مکان ∈ ℝ  :شودچنین تعریف می 

𝐶𝑊𝑇(𝑎, 𝑏) = ∫
∞

−∞
𝑥(𝑡)  𝜓∗ (

𝑡−𝑏

𝑎
)𝑑𝑡 

 
 

به ترتیب مقیاس و انتقال هستند. در تبدیل موجک گسسته  b , aتابع موجک مادر و پارامترهای ∗𝜓  که در آن 
(DWT)  مقیاس و انتقال به صورت گسسته انتخاب میشوند تا حجم داده ها کاهش یابد. 

𝐷𝑊𝑇(𝑎, 𝑏) = ∑ 𝑥[𝑛]
𝑛

ᴪ𝑎, 𝑏 [𝑛] 
 
 : رزولوشن جزیه و تحلیل چندت :2-2
 :سطح نمایانگر یک بازه فرکانسی خاص است هر شود.سیگنال به سطوح مختلف فرکانسی تجزیه می ، DWTدر

 .های بالا )تغییرات سریع و نویز(فرکانس :1سطح 
 های متوسطفرکانس :2سطح 
 [4](های پایین )روند کلی سیگنالفرکانس :7سطح 

 : محاسبه انرژی در سطوح فرکانسی :2-7
 با استفاده از رابطه زیر محاسبه میشود:DWT  انرژی سیگنال در هر سطح از

𝐸𝑗 = ∑|𝐷𝑗[𝑘]|
2

𝑘

 

دهنده ناهنجاری یا توانند نشانسطوح با انرژی غیرعادی می هستند. jضرایب جزییات در سطح  𝐷𝑗[𝑘]که در آن 
 .[4]باشند نویز در سیگنال

 
  : سازیشبیهشناسی و روش: 7

ت. اکسید کربن ارائه شده اسهای گازی منواکسید کربن و دیدر این بخش، روش اجرای تحلیل فرکانسی بر روی داده
CO₂ و COهای مورد استفاده شامل مقادیر گازهای داده  های زمانی مختلف هستنددر بازه 

 :های مورد استفادهداده .۳-1
 :[335 ,357 ,376 ,356 ,335 ,353] :های منواکسید کربنداده
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  :[2601 ,2741 ,2810 ,2689 ,2586 ,2775] :اکسید کربنهای دیداده
 
 :MATLAB سازی درپیاده .۳-۲

مراحل ستفاده شده است.ا MATLAB     ها از توابع موجود در جعبه ابزار موجکبرای تحلیل فرکانسی داده
 .[4]سازی به شرح زیر هستندپیاده

 :DWT تجزیه سیگنال با: 1مرحله 
 .تجزیه شدند7داده های منوکسید کربن با استفاده از موجک سطح 

 :محاسبه انرژی در سطوح مختلف: ۲رحله م
 .انرزی سیگنال در هر سطح با جمع مربعات ضرایب جزییات محاسبه شد

 :رسم نمودارهای انرژی: ۳مرحله 
 مختلف  ترسیم شدند.در سطوح CO₂ و CO هاینمودارهای انرژی برای داده 

 :سازینتایج شبیه:۳-۳
 طور غیرعادی افزایشهای بالا(، انرژی سیگنال بهسازی نشان داد که در سطح یک )فرکانسنتایج حاصل از شبیه 

 و CO هایتواند ناشی از نویز یا تخریب داخلی ترانس باشد. نمودارهای انرژی برای دادهیافته است. این رفتار می
CO₂ [4]نمایش داده شده اند. 2و  1های  در شکل 

 

 
 1شکل 

 

 
 2شکل 

 یاصل یج. نتا4
 : بحث و تحلیل نتایج .
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CO₂ و CO های بالا( در هر دوتحلیل انرژی در سطوح فرکانسی مختلف نشان داد که سطح یک )فرکانس دارای  
 [1,3]:تواند به دلایل زیر رخ دهدانرژی غیرعادی است. این رفتار می

 خطاهای سنسور یا تداخلات محیطی :گیریاندازهنویز  .1
 .تولید گازهای اضافی ناشی از تخریب عایق یا روغن ترانس  :تخریب عایق . 2
المللی مقایسه نتایج با استانداردهای بین  .الکتریکی faults یا overload افزایش دما در اثر  :تغییرات حرارتی .7 

 early عنوان یک شاخصتواند بههای بالا میانرژی غیرعادی در فرکانسدهد که نشان می IEC 60599 مانند
warningبرای faults [3].داخلی ترانس مورد استفاده قرار گیرد 

 گیرییجه. نت5
اد های گازی ترانس قدرت استفاده شد. نتایج نشان ددر این مقاله، از تبدیل موجک گسسته برای تحلیل فرکانسی داده

دهنده نویز یا تخریب داخلی ترانس تواند نشانهای بالا( دارای انرژی غیرعادی است که میانسکه سطح یک )فرک
برای پایش وضعیت ترانس و  DGA های سنتیعنوان یک ابزار کمکی در کنار روشتواند بهباشد. این روش می
میلی نظیر تحلیل شیمیایی روغن های تکشود آزمایش. پیشنهاد می[5,4]های احتمالی به کار رودجلوگیری از خرابی

 .های الکتریکی برای تأیید نتایج انجام گیردو آزمون

 منابع
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 گرالانت حل مسائل کنترل بهینه کسری با استفاده از عملگر
 کسری توابع ترکیبی چلیشکوف 

، تهران، 16769-7963نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه ریاضیگروه  یعلمئتیهعضو  ،1سید مهدی شفیع اف
 smshafiof@pnu.ac.ir ایران

شود. ل بهینه با مشتقات کسری ارائه میبرای حل مسائل کنتر سادهمقاله، یک روش عددی کارآمد و در این  چکیده:
ع استوار است. ضمن محاسبه عملگر انتگرال کسری این توابستفاده از توابع ترکیبی چلیشکوف اساس این روش بر ا

أله کنترل توان یک مسروی این توابع، میترکیبی، نشان خواهیم داد که چگونه با به کارگیری عملگر انتگرال کسری 
بهینه کسری را به یک سیستم معادلات جبری تبدیل کرد که با هر الگوریتم تکراری قابل حل است. دقت و کارایی 

 گیرد.یک مثال عددی مورد بررسی قرار میروش پیشنهادی با ارائه 
 

   کنترل بهینه کسری، عملگر انتگرال کسری، توابع ترکیبی چلیشکوف کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
د معین ای که یک شاخص عملکرکنترل بهینه به چگونگی هدایت رفتار یک سیستم دینامیکی در طول زمان، به گونه

درتمندی های غیرصحیح، ابزار ریاضی قپردازد. حسابان کسری با تعمیم مفهوم مشتق و انتگرال به مرتبهبهینه شود، می
های شامل مشتقات یا انتگرال مسائل کنترل بهینه کسریهای طبیعی پیچیده فراهم کرده است. یدهبرای مدلسازی پد

لی در حل عددی مسائل کنترل بهینه کسری دو رویکرد ک .های دینامیکی هستندکسری در شاخص عملکرد یا سیستم
شامل روشهای مستقیم و غیرمستقیم وجود دارد. روش غیرمستقیم مبتنی بر ایجاد سیستم همیلتونی بر پایه اصل 

با  باشد. در این مقاله یک روش مستقیمسازی با انتخاب توابع پایه می گسستهمبنای زیمم و روش مستقیم بر ماک
 گردد.معرفی می توابع ترکیبی چلیشکوفملگر انتگرال کسری استفاده از محاسبه ع

 مقدماتی تعاریف. ۲
 :[4] شودمیبه صورت زیر تعریف  𝛼،مشتق کسری کاپوتو از مرتبه  .1-۲تعریف 

                                                        
 نويسنده مسئول . 1
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𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡)𝑎 =

1

Γ(𝑚−𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝛼−1
𝑡

𝑎
𝑓(𝑚)(𝜏)𝑑𝜏.                              (1) 

 شود:به صورت زیر تعریف می 𝛼،لیوویل از مرتبه -انتگرال کسری ریمان .۲-۲ تعریف
𝐼𝑡
𝛼

𝑎 𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

𝑎
𝑓(𝜏)𝑑𝜏.                                         (۲) 

 :کندنتگرال کسری در رابطه زیر صدق میا .1-۲ نکته
𝐼𝑡
𝛼

0 𝑡𝑟 =
Γ(𝑟+1)

Γ(𝑟+1+𝛼)
𝑡𝑟+𝛼 ,     𝑟 ∈ 𝑁0,   𝑡 > 0.                                             (7) 

دهند، را تشکیل می [1و0]های متعامد در بازه ایای از چندجملههای چلیشکوف که دنبالهایندجملهچ .7-۲ تعریف
 :[7] گرددبه صورت زیر تعریف می

𝐶𝑚(𝑡) = ∑ 𝜃𝑚,𝑗𝑡
𝑚+𝑗

𝑀−𝑚

𝑗=0

      𝑚 = 0,1,… ,𝑀, 𝜃𝑚,𝑗 = (−1)
𝑗 (
𝑀 −𝑚
𝑗

)(
𝑀 +𝑚 + 𝑗 + 1

𝑀 −𝑚
). 

(4) 
,𝜓𝑛𝑚(𝑡)، چلیشکوفتوابع ترکیبی  .4-۲ تعریف 𝑛 = 1,2,… , 𝑁,𝑚 = 0,1,… ,𝑀  به صورت زیر تعریف  [0,1]در بازه

 :شوندمی

𝜓𝑛𝑚(𝑡) = {
√𝑁𝐶𝑚(𝑁𝑡 − 𝑛 + 1),   𝑡 ∈ [

𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
) ,

  در غیر این صورت                                ,0
                                           (5) 

 باشند.و توابع بلاک پالس می چلیشکوف هایایبه ترتیب مرتبه چندجمله 𝑛,𝑚که 

 چلیشکوفلیوویل توابع ترکیبی -ریمان کسری عملگر انتگرال. 7
توابع ترکیبی دهیم. این عملگر برای نمایش می 𝐼𝛼را با  𝛼لیوویل از مرتبه -ریمانکسری عملگر انتگرال  .1-7 قضیه

 :آیدچلیشکوف به صورت زیر به دست می

𝐼𝛼𝜓𝑛𝑚(𝑡) =

{
 
 

 
 

 

  0,                                                                                   𝑡 ∈ [0,
𝑛−1

𝑁
) ,

   𝑅𝑛𝑚(𝑡),                                                                       𝑡 ∈ [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
),      

𝑅𝑛𝑚(𝑡) − 𝑆𝑛𝑚(𝑡),                                                    𝑡 ∈ [
𝑛

𝑁
, 1),     

                  (9) 

 که در آن

𝑅𝑛𝑚(𝑡) = √𝑁 ∑ 𝜃𝑚,𝑗𝑁
𝑚+𝑗

𝑀−𝑚

𝑗=0

Γ(𝑚 + 𝑗 + 1)

Γ(𝑚 + 𝑗 + 𝛼 + 1)
(𝑡 −

𝑛 − 1

𝑁
)
𝑚+𝑗+𝛼

, 

𝑆𝑛𝑚(𝑡)  = √𝑁 ∑ ∑ (
𝑚+ 𝑗
𝑘

)𝜃𝑚,𝑗𝑁
𝑚+𝑗−𝑘

Γ(𝑚 + 𝑗 − k + 1)

Γ(𝑚 + 𝑗 − 𝑘 + 𝛼 + 1)
(𝑡 −

𝑛

𝑁
)
𝑚+𝑗−𝑘+𝛼

.

𝑚+𝑗

𝑘=0

𝑀−𝑚

𝑗=0

 

𝑡 را برای 𝐼𝛼𝜓𝑛𝑚(𝑡) در ابتدا اثبات. ∈ [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
𝑛 به ازای ( = 1,2,… , 𝑁,𝑚 = 0,1,2,… ,𝑀 آوریم. با استفاده به دست می

 ( خواهیم داشت:۲) از معادله

𝐼𝛼𝜓𝑛𝑚(𝑡) =
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

0

𝜓𝑛𝑚(𝜏)𝑑𝜏 =
1

Γ(𝛼)
∫ 𝜏𝛼−1
𝑡

0

𝜓𝑛𝑚(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏. 

 

𝑇( و تغییر متغیر ۲(، رابطه )5) چلیشکوفبا توجه به تعریف توابع ترکیبی  = 𝑡 −
𝑛−1

𝑁
 ، داریم:
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𝐼𝛼𝜓𝑛𝑚(𝑡) =
1

Γ(𝛼)
∫ 𝜏𝛼−1
𝑡

0
𝜓𝑛𝑚(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 =

√𝑁

Γ(𝛼)
∫ 𝜏𝛼−1
𝑡−
𝑛−1

𝑁
0

𝐶𝑚(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏  

=
√𝑁

Γ(𝛼)
∫ 𝜏𝛼−1
𝑡−

𝑛−1

𝑁
0

𝐶𝑚 (𝑁 ((𝑡 −
𝑛−1

𝑁
) − 𝜏))𝑑𝜏 =

√𝑁

Γ(𝛼)
∫ 𝜏𝛼−1
𝑇

0
𝐶𝑚(𝑁(𝑇 − 𝜏))𝑑𝜏 = √𝑁 𝐼𝑇

𝛼𝐶𝑚(𝑁𝑇)0 .                                                                    

 دهند:(، به دست می5)( و 4(، )7روابط )
1

Γ(𝛼)
∫ 𝜏𝛼−1
𝑡−
𝑛−1

𝑁

0

𝐶𝑚(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏 = √𝑁 ∑ 𝜃𝑚,𝑗𝑁
𝑚+𝑗

𝑀−𝑚

𝑗=0

Γ(𝑚 + 𝑗 + 1)

Γ(𝑚+ 𝑗 + 𝛼 + 1)
(𝑡 −

𝑛 − 1

𝑁
)
𝑚+𝑗+𝛼

. 

(3)  
𝑡همچنین به ازای  ∈ [

𝑛

𝑁
,  ، خواهیم داشت: (5)( و ۲، با استفاده از روابط ) (1

𝐼𝛼𝜓𝑛𝑚(𝑡) =
1

Γ(𝛼)
∫ 𝜏𝛼−1
𝑡

0
𝜓𝑛𝑚(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 =

√𝑁

Γ(𝛼)
∫ 𝜏𝛼−1
𝑡−

𝑛−1

𝑁

𝑡−
𝑛

𝑁

𝐶𝑚(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏   

=
1

Γ(𝛼)
(∫ 𝜏𝛼−1

𝑡−
𝑛−1

𝑁
0

𝐶𝑚(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏 − ∫ 𝜏𝛼−1
𝑡−

𝑛

𝑁
0

𝐶𝑚(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏). (8)                                   

ندی مشابه حالت قبل و بسط رواساس و انتگرال دوم بر باشد( می3( معادل رابطه )8انتگرال نخست در رابطه )
 .گردده میبمحاسای دوجمله

 روش حل مساله. 4
 :[7] گیریمزیر را در نظر می محدودیت و شرط اولیه، شاخص عملکردکنترل بهینه کسری با مساله 

𝑚𝑖𝑛 𝐽[𝑢] = ∫
1

0
𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))d𝑡 , 𝐷𝑡

𝛼𝑥(𝑡)0 = 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑏(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0.                      (6) 

𝑏(𝑡)که در آن  ≠ 0و  0 < 𝛼 ≤ به نحوی است که  𝑢(𝑡)و تابع کنترل  𝑥(𝑡)باشد. هدف، یافتن تابع وضعیت می 1
 له را مینیمم کنند.امسشاخص عملکرد ، ردن در محدودیت دینامیکی سیستمضمن صدق ک

دهیم، سپس با برای حل این مسأله، در ابتدا مشتق کسری تابع وضعیت را با توابع پایه ترکیبی چلیشکوف بسط می
معادله محدودیت مساله  کنیم. در ادامه تابع کنترل ازل کسری، تابع وضعیت را محاسبه میاستفاده از عملگر انتگرا

به شود. با محاسسازی نامقید حاصل میبهینه مساله ،شاخص عملکرداصل در دلات حابا جایگذاری معآید. به دست می
ضرایب مجهول و به تبع آن آید. ک دستگاه معادلات جبری به دست میعددی انتگرال و اعمال شرایط لازم بهینگی ی

 .[1] آیندمتغیرهای وضعیت و کنترل از حل دستگاه معادلات جبری  به دست می
 مثال عددی. 4-1

 [:۲] گیریمترل بهینه کسری زیر را در نظر میله کنامس
J =

1

2
∫ ((𝑥(𝑡) − 𝑡𝛼+1)2 + (𝑢(𝑡) − 𝑡𝛼+1 − Γ2(α + 2)𝑡)2)𝑑𝑡,
1

0

 

 طوری که در محدودیت و شرط اولیه زیر صدق کند:به
𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) =

(−𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡))

Γ(𝛼 + 2)0
𝐶 ,          𝑥(0) = 0. 

 :ه عبارت است ازالق این مسجواب دقی
 

(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) = (𝑡𝛼+1, 𝑡𝛼+1 + Γ2(𝛼 + 2)𝑡). 
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 نشان داده شده است. 1در شکل  αنتایج عددی به ازای مقادیر مختلف 
 

 
 .1-4های دقیق و تقریبی توابع وضعیت و کنترل در مثال جواب .1 شکل

 گیرییجه. نت5
نشان سری کرا برای حل مسائل کنترل بهینه  انتگرال کسری و عملگر توابع ترکیبی چلیشکوفکارایی در این مقاله، 

 .کندساده فراهم می مستقیم وعددی  فرایندجبری، یک  مسالهاصلی به یک  مسالهدادیم. این روش با تبدیل 

 منابع
اف سید مهدی، عسکری جواد، شمس سولاری مریم. حل عددی مسائل کنترل بهینه کسری با استفاده از شفیع-1

 .167-171، (1) 6، 144۲های ریاضی پژوهش. ترکیبی گنوچیعملگرهای کسری توابع 
2-Alizadeh, A., Effati, S., Heidari, A. (2017) Numerical schemes for fractional optimal control 

problems. J. Dyn. Sys. Meas. Control. 139(8), 1-17. 

3-Mohammadi F., Moradi L., Baleanu D., Jajarmi A. (2017) A hybrid functions numerical 

scheme for fractional optimal control problems: Application to nonanalytic dynamic systems. 

Journal of Vibration and Control. 24(21), 5030-5043. 

4-Taleshian, A.H., Nemati, S., (2025) Application of fractional-order hybrid Chelyshkov 

functions for solving ageneral class of fractional integro-differential equations with weakly 

singular kernels, Journal of Computational and Applied Mathematics. 476, 1-21. 
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روی  یابی تقریبی به کمک تبدیل ویولت با کاربردشهری

𝒙معادله = 𝒆{−𝒙}  

 واحد بیضا،دانشگاه آزاد اسلامی، بیضا، ایران.، ریاضی ، گروه1طاهره زارع
                                                           Tahere.Zare@iau.ac.ir  

، تهران، 16769-7963نور، صندوق پستی  پیامدانشگاه  فرهاد بن محمد خواجه،دانشجوی دکتری گروه ریاضی،
 ایران

Farzadmohamadi968@gmail.com 
 ،تهران، ایران.16769-7963نور، صندوق پستی  پیامدانشگاه وصال ترنج،دانشجوی دکتری گروه ریاضی،

Vesaltoranj5959@gmail.com 

در این مقاله، از  ،بی معادلات غیرخطی از مسائل مهم در ریاضیات کاربردی و مهندسی استیاریشه چکیده:

 تبدیل ویولت به عنوان یک ابزار قدرتمند برای یافتن ریشه تقریبی معادلات استفاده شده است. معادله

 𝒙 = 𝒆{−𝒙} گسسته و تحلیل چنداز تبدیل ویولت  به عنوان مطالعه موردی انتخاب گردیده است. با استفاده 
𝒇(𝒙) سیگنال مربوط به تابع مقیاس = 𝒙 − 𝒆{−𝒙}  ضرایب ویولت محاسبه و با  .تولید و پردازش شده است

دهد تبدیل ویولت با قابلیت تحلیل دله با دقت بالا تعیین گردید. نتایج نشان میها، ریشه تقریبی معاتحلیل آن

 .باشدیابی معادلات غیرخطی میبرای ریشه همزمان در حوزه مکان و فرکانس، روشی کارآمد

 
 معادلات غیرخطی، تحلیل چندمقیاسه، ویولت گسسته  یابی، تبدیل ویولت،ریشه کلمات کلیدی:

 مقدمه .1
علوم ای درای در ریاضیات کاربردی است که کاربردهای گستردهیابی معادلات غیرخطی از مباحث پایهریشه

 و تکرار ساده برای حل این معادلات وجود دارد.  رافسون-متعددی مانند نیوتنهای عددی روش.  [1]دمهندسی دار
 .ها معمولاً به مشتق تابع نیاز داشته یا ممکن است همگرا نشونداما این روش

                                                        
 .واحد بیضا،دانشگاه آزاد اسلامی، بیضا، ایران، ریاضی گروهی علمئتیهعضو  طاهره زارع، . 1
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ها را در حوزه مکان و سیگنال تبدیل ویولت به عنوان یک ابزار قدرتمند در پردازش سیگنال، توانایی تحلیل 
این ویژگی منحصر به فرد، ویولت را برای تحلیل توابع ریاضی و یافتن [. ۲کند ]همزمان فراهم میفرکانس به طور 

 در این مقاله، از تبدیل ویولت برای یافتن ریشه تقریبی معادله .ریشه معادلات مناسب ساخته است
 𝒙 = 𝒆{−𝒙}  سی است و حل تحلیلی در فیزیک و مهند شود. این معادله دارای کاربردهای متعددیاستفاده می

 .باشددقیق آن دشوار می
 
 

 مبانی تئوری  .2
 

 تبدیل ویولت پیوسته :1-2
 به صورت زیر تعریف می شود:𝑓(𝑥)برای یک تاب(CWT)تبدیل ویولت پیوسته 

𝐶𝑊𝑇(𝑎, 𝑏) = ∫
∞

−∞
𝑥(𝑡)𝜓∗(

𝑡−𝑏

𝑎
)𝑑𝑡 

 
 

 .]3[پارامتر انتقال است bپارامتر مقیاس و a که در آن 
 
 ویولت گسسته: تبدیل :2-2

 استفاده می شود: (DWT)در کاربردهای عملی ، از تبدیل ویولت گسسته 
 

𝐷𝑊𝑇(𝑎, 𝑏) = ∑ 𝑥[𝑛]
𝑛

𝜓 𝑎, 𝑏 [𝑛] 
 

 
 : تحلیل چندمقیاسه :2-3

ها را فراهم توانایی ویولت در تحلیل سیگنال در سطوح مختلف تفکیک، امکان شناسایی دقیق نقاط تغییر و ریشه
 .]4[کندمی
 

 یروش شناس  .3
 

 :بندی مسئلهفرمول: 3-1
𝒙 معادله  = 𝒆{−𝒙}  :را به صوت زیر بازنویسی می کنیم 

𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝒆{−𝒙} = 0 
𝒇(𝒙)است که در آن  xهدف یافتن مقدار  =  است. 0
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 : تولید سیگنال:2-3
𝒇(𝒙)تابع  = 𝒙 − 𝒆{−𝒙}  این بازه به دلیل نمونه برداری می شود.  0.01با گام نمونه برداری    [0,1]در بازه

 .وجود ریشه در این محدوده انتخاب شده است
 مقادیر نمونه ای تابع:

f(0) = 0 - e^0 = -1, f(0.5) = 0.5 - e^{-0.5} = 0.5 - 0.6065 = -0.1065, f(0.6) = 0.6 - e^{-
0.6} = 0.6 - 0.5488 = 0.0512 

 :: اعمال تبدیل ویولت3-3
ده می شود. تبدیل ویولت گسسته در سه سطح اعمال به عنوان تابع مادر استفا  (db4) 4از ویولت دابچیس   

 میگردد.
 

 محاسبات و نتایج عددی  .4
 

 : محاسبه ضرایب ویولت:4-1 
  [0,1]سیگنال ورودی در بازه 

x = [0, 0.01, 0.02, ..., 1.00] \] , 
 f(x) = [f(0), f(0.01), f(0.02), ..., f(1.00)]  

 
 : (cA1) 1ضرایب تقریب سطح 

cA1 = [-0.895, -0.782, ..., 0.234]  
 : (cD1)سطح  جزئیاتضرایب 

cD1 = [0.023, 0.021, ..., -0.045, 0.032]  
 
 : جزئیاتتحلیل ضرایب  :4-2

دهند. در تحلیل این ضرایب مشاهده اطلاعات ارزشمندی درباره نقاط تغییر تابع ارائه می 1جزئیات سطح ظرایب 
در این ناحیه قابل توجه  جزئیات بزرگی ضرایب : دهد ضریب جزئیات تغییر علامت می، x = 0.56ود: در شمی

 است. این تغییر نشان دهنده نزدیکی به ریشه تابع است. 
 : تحلیل چند مقیاسه:4-3

 با اعمال تبدیل ویولت در سطوح بالاتر :
 :2سطح 

 تابع تغییرات اصلی:  (cD2) جزئیاتظرایب ،  : رفتار درشت مقیاس تابع (cA2)ظرایب تقریبی  
 : 3سطح 

 تایید نتایج سطوح پایین تر،   شناسایی دقیق تر ناحیه ریشه
 : : یافتن ریشه تقریبی4-4

 از تحلیل ضرایب ویولت ، ریش تقریبی معادله به دست می آید: 
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X=.567 
 این نتیجه ، مقدار تابع در این نقطه محاسبه می شود:     برای

 f(0.567) = 0.567 - e^{-0.567} = 0.567 - 0.567 = 0.000  
 که دقت بالای روش را نشان می دهد.

 

 بحث و تحلیل  .5
 

 : مزایای روش ویولت :5-1
 امکان بررسی رفتار تابع در سطوح مختلف دقت   :تحلیل چندمقیاسه 
 رافسون -برخلاف روش نیوت :عدم نیاز به مشتق 
 قاومت در برابر خطاهای عددی :پایداری عددی 
 کاربرد برای انواع معادلات غیرخطی :قابلیت تعمیم 
 : های کلاسیکمقایسه با روش: ۵-2 

رافسون که ممکن است به نقطه شروع حساس باشد، روش ویولت از پایداری بیشتری -در مقایسه با روش نیوتن
 .]4[  برخوردار است

 

 گیرینتیجه.  6  
 

𝒇(𝒙) یابی معادلات غیرخطی مورد بررسی قرار گرفت. معادلهدر این مقاله، کارایی تبدیل ویولت در ریشه  =

𝒙 − 𝒆{−𝒙}  به عنوان مطالعه موردی انتخاب شد و با استفاده از تبدیل ویولت گسسته، ریشه تقریبی معادله با دقت
  .بالا تعیین گردید
 :دهد کهنتایج نشان می

 ویولت ابزار قدرتمندی برای تحلیل توابع ریاضی و یافتن ریشه معادلات است .تبدیل  : 1
 کند.تحلیل چندمقیاسه امکان بررسی رفتار تابع در سطوح مختلف دقت را فراهم می :۲
 روش پیشنهادی از پایداری عددی بالایی برخوردار است. :7
 .های عددی کلاسیک قابل مقایسه اتدقت نتایج با روش :4
 .توان برای طیف وسیعی از معادلات غیرخطی در علوم مهندسی و ریاضیات کاربردی تعمیم دادن روش را میای 

 منابع
1. Press, W. H., et al. (2007). Numerical Recipes: The Art of Scientific Computing. Cambridge 

University Press.  

2. Mallat, S. (2009). A Wavelet Tour of Signal Processing: The Sparse Way. Academic Press. 

3. Daubechies, I. (1992). Ten Lectures on Wavelets. Society for Industrial and Applied 

Mathematics. 
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 4. Addison, P. S. (2002). The Illustrated Wavelet Transform Handbook. Institute of Physics 

Publishing. 

5. Strang, G., & Nguyen, T. (1996). Wavelets and Filter Banks. Wellesley-Cambridge Press. 
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کاربردهای و چالش ها مزایا، اصلاح شده: سینک عصبی شبͺه
غیرخطͬ دادە های مدل سازی در نوین

ایران تهران، ،۳۶۹۷ −۱۹۳۹۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، علمͬ هيأت عضو احمدی*، قاسم

g.ahⅿaⅾi@pnu.aⅽ.ir

غیرخطͬ، دادە های تحلیل و مدل سازی در نوین رویͺردهای از ͬͺی بە عنوان اصلاح شده سینک عصبی شبͺە  چͺیده:
سری های و پیچیده توابع است قادر پایه، توابع بە عنوان سینک توابع از بهرە گیری با شبͺە  این است. گردیده مطرح اخیراً
پایداری افزایش موجب تقریب، خطای کاهش بر علاوه سینک تابع محدود باند ویژگͬ بزند. تقریب بالا دقت با را زمانͬ
و شبͺه پارامترهای بهینە ی تنظیم همچون چالش هایی مزایا، این وجود با ͬ شود. م نویز برابر در مقاومت و یادگیری
کاربردهای و چالش ها مزایا، بررسͬ به مقاله این دارد. وجود همچنان بالا ابعاد با دادە های در محاسباتͬ پیچیدگͬ
هنون نگاشت زمانͬ سری پیش بینͬ به ویژه، طور به و غیرخطͬ دادە های مدل سازی در اصلاح شده سینک عصبی شبͺه
ͬ دهد. م ارائه ماشین یادگیری پیشرفتە ی روش های با ترکیب در مدل این آتͬ توسعە ی برای چشم اندازهایی و پرداخته

غیرخطͬ دادە های مدل سازی توابع، تقریب اصلاح شده، سینک عصبی شبͺه کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

پدیدە های پیش بینͬ و مدل سازی حوزە ی در قدرتمند ابزارهایی بە عنوان مصنوعͬ عصبی شبͺە های اخیر، دهە های در
با شبͺە ها این یافتە اند. ماشین یادگیری و کاربردی ریاضیات مهندسͬ، علوم در ویژە ای جایͽاه غیرخطͬ، و پیچیده
شناسایی ریاضͬ روابط صریح مدل سازی به نیاز بدون را دادە ها میان پیچیده روابط قادرند انسان مغز ساختار از الهام
شبͺە های و شعاعͬ پایه تابع شبͺە های مانند مختلف شبͺە های طراحͬ در چشمͽیر پیشرفت های وجود با کنند.
توابع تقریب دقت و یادگیری پایداری سریع، همͽرایی زمینە ی در چالش هایی همچنان ،(MLP) چندلایه پرسپترون

دارد. وجود غیرخطͬ
.[۲] است (MSNN) اصلاح شده سینک عصبی شبͺه شده، مطرح اخیر سال های در که نوین ساختارهای از ͬͺی
غیرخطͬ دادە های مدل سازی و توابع تقریب در بالایی توانایی پایه، توابع بە عنوان سینک توابع از بهرە گیری با شبͺه این
که است آن در مشابه مدل های به نسبت MSNN متمایز ویژگͬ است. داده نشان خود از زمانͬ سری های پیش بینͬ و
کاهش موجب فرکانسͬ، دامنە ی در هموار رفتار و (banⅾ−ⅼiⅿiteⅾ) محدود باند خاصیت داشتن با سینک، تابع
عصبی شبͺه ساختار اصلاح با این، بر افزون .[۶] ͬ شود م داده ͷپرترافی نواحͬ در مدل دقت بهبود و عددی نوسانات

*Corresponding Author

۱
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کارایی لیاپانوف)، پایداری نظریه بر مبتنͬ یادگیری الͽوریتم (نظیر پایدارتر یادگیری الͽوریتم های بە کارگیری و سینک
مییابد. افزایش چشمͽیری بە طور واقعͬ دادە های در مدل

جمله از است؛ همراه نیز چالش هایی با اصلاح شده سینک عصبی شبͺه پیادە سازی چشمͽیر، مزایای وجود با
شبͺه این متنوع کاربردهای حال، این با بالا. ابعاد با دادە های در محاسباتͬ پیچیدگͬ و شبͺه پارامترهای بهینە ی تنظیم
داده نشان زمانͬ سری های مدل سازی و ͬͺدینامی سیستم های شناسایی زیستͬ، سیͽنال های تحلیل چون حوزە هایی در
گیرد. قرار استفاده مورد واقعͬ دنیای در غیرخطͬ مسائل حل برای مؤثر چارچوبی بە عنوان ͬ تواند م MSNN که است
از جدیدی نسل توسعە ی مسیر ͬ تواند م ساختار، این کاربردی ظرفیت های و چالش ها مزایا، دقیق شناخت این رو، از

سازد. هموار را تفسیرپذیر و پایدار دقیق، عصبی شبͺە های

و چالشها مزایا، بیان به سپس، داشت. خواهیم ⅯSNN ͬ های ویژگ و ساختار بر مروری مقاله، این ادامە ی در
و نتیجە گیری پایان، در ͬ پردازیم. م ⅯSNN با هنون نگاشت زمانͬ سری بینͬ پیش به ویژه طور به و آن کاربردهای

ͬ کنیم. م مطرح را آتͬ تحقیقاتͬ زمینە های

اصلاح شده سینک عصبی شبͺه ͬ های ویژگ و ساختار بر مروری ۲

بە صورت سینک تابع ͬ کند. م استفاده فعال ساز تابع بە عنوان سینک پایە ای توابع از پنهان لایە ی ،MSNN عصبی شبͺه در
در بالایی توانایی فرکانسͬ، حوزە ی در هموار رفتار و محدود باند ویژگͬ دلیل به و ͬ شود م تعریف Sa(x) = sin(πx)

πx

و ͬ کند م ایفا مهندسͬ و کاربردی ریاضیات در مهمͬ نقش تابع این دارد. پیوسته توابع تقریب و سیͽنال ها بازسازی
.[۵] دارند گسترده کاربرد غیرخطͬ مسائل حل در که است سینک عددی و درونیابی روش های اساس

صورت به سینک پایە ی تابع مین iاُ ͬ کند. م میل صفر به ورودی مقدار افزایش با و است هموار و نوسانͬ سینک تابع
کاردینال سری اساس، این بر است. نمونە برداری گام پارامتر h > 0 آن در که ͬ شود م تعریف Sai(x) = Sa

(
1
h (x− ih)

)
ͬ شود. م بیان C(f, h)(x) =

∑∞
i=−∞ f(ih)Sai(x) صورت به f حقیقͬ تابع تقریب برای (Whittaker cardinal) ویتاکر

اخیراً، .[۳] شد انجام (۱۹۹۶) فاست و الوسیف توسط سینک عصبی شبͺە های دربارە ی پژوهش ها نخستین
بهرە گیری با MSNN ساختار ادامه، در .[۴] دادند گسترش کسری بهینە ی کنترل مسائل حل برای را آن حیدری و احمدی
تشͺیل سینک پایە ای توابع از پنهان لایە ی آن در که است لایه سه شامل شبͺه این .[۲] یافت توسعه مدل ها این از

شود. زده تقریب بە خوبی نیز داده خطͬ بخش های تا متصل اند ͬ ها خروج به مستقیماً ورودی ها و شده

شبͺه خروجͬ باشند، خروجͬ و ورودی بردارهای بە ترتیب Y = [y1, y2, . . . , yq]
T و X = [x1, x2, . . . , xn]

T اگر
ͬ شود: م بیان زیر فشرده بە صورت

Y = W1X +W2Sa(X) + b = WS(X),

است. S(X) = [X Sa(X) 1]T و W = [W1 W2 b] آن در که

کند. مدل دلخواه دقت با را پیوسته تابع هر ͬ تواند م که است جهانͬ تقریب زنندە ی ͷی MSNN نظری، دیدگاه از
نتیجه، در ͬ شود. م ناپیوسته دادە های بازسازی بهبود و نویز برابر در پایداری موجب سینک تابع محدود باند خاصیت
مدل سازی برای مؤثر ابزاری ،ͷکلاسی عصبی شبͺە های انعطاف پذیری و تحلیلͬ توابع ریاضͬ دقت ترکیب با شبͺه این

ͬ شود. م محسوب زمانͬ سری های پیش بینͬ و سیͽنال تحلیل ،ͬͺدینامی سیستم های

۲
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اصلاح شده سینک عصبی شبͺه کاربردهای و چالش ها مزایا، ۳

شبͺە های سایر به نسبت متعددی مزایای از خود، محدود باند پایە ای تابع و ویژه ساختار بە دلیل (MSNN) عصبی شبͺه
با پیچیده غیرخطͬ توابع تقریب در آن بالای توانایی شبͺه، این مزایای مهم ترین از ͬͺی است. برخوردار عصبی
قابلیت و فرکانسͬ دامنە ی در هموار رفتار بە واسطە ی اصلاح شده، سینک تابع است. سریع همͽرایی نرخ و بالا دقت
بر افزون ͬ شود. م خروجͬ در ناخواسته نوسانات از جلوگیری و تقریب خطای کاهش سبب سیͽنال ها، دقیق بازسازی
مدل توان و شده پویا دادە های و نویز حضور در شبͺه پایداری افزایش موجب سینک تابع محدود باند خاصیت این،

ͬ کند. م تقویت جدید دادە های به تعمیم دهͬ در را
مبتنͬ الͽوریتم های از استفاده است. یادگیری نوین روش های با آن تلفیق قابلیت ،MSNN توجه قابل مزایای دیͽر از
پایداری نظر از شبͺه آموزش فرآیند ͬ شود م موجب تکاملͬ، الͽوریتم های یا و تطبیقͬ گرادیان روش های لیاپانوف، بر
شبͺه رفتار دقیق ریاضͬ تحلیل امͺان سینک توابع تحلیلͬ ساختار همچنین، یابد. بهبود همͽرایی سرعت و عددی
بە صورت ͬ توان م را خروجͬ دقت و همͽرایی میزان یادگیری، پارامترهای میان روابط بە طوری که ͬ کند، م فراهم را
سنتͬ، عصبی شبͺە های از بسیاری به نسبت را اصلاح شده سینک شبͺە ی ویژگͬ، این داد. قرار بررسͬ مورد صریح

ͬ سازد. م تفسیرپذیرتر
شبͺه، پارامترهای بهینە ی انتخاب دارد. وجود MSNN پیادە سازی و طراحͬ در نیز چالش هایی مزایا، این وجود با
همچنین، شود. بیش برازش یا واگرایی موجب است ممͺن نادرست تنظیم صورت در و دارد مدل دقت بر مستقیم تأثیر
مسائل در مدل این کاربرد اصلͬ محدودیت های از ͬͺی چندبعدی، و بزرگ دادە های مجموعه در محاسباتͬ پیچیدگͬ
این ͬ توان م داده، ابعاد کاهش و هوشمند بهینە سازی روش های از استفاده با حال، این با است. حجیم دادە های با

نمود. برطرف زیادی حد تا را چالش ها
سری های پیش بینͬ به ͬ توان م جمله از است. متنوع و گسترده بسیار اصلاح شده سینک عصبی شبͺه کاربردهای
جمله از مهندسͬ، حوزە های در همچنین .[۱] کرد اشاره اقتصادی شاخص های و دما هوا، آلودگͬ مانند پیچیده زمانͬ
خود از مناسبی بسیار عملͺرد شبͺه این گفتار، پردازش و زیستͬ سیͽنال های تحلیل ،ͬͺدینامی سیستم های شناسایی

ͬ پردازیم. م هنون نگاشت زمانͬ سری پیش بینͬ در ⅯSNN شبͺه از کاربردی به ادامه، در .[۲] است داده نشان
ͬ شود: م تولید زیر رابطه از استفاده با هنون نگاشت مثال.

z(k + 1) = 1− αz(k)2 + βz(k − 1) (۱)

انجام MSNN و MLP مدل های توسط (۱) معادله پیش بینͬ .β = 0.3 و α = 1.4 ͬ کنیم م فرض مطالعه، این در
هنون نگاشت شدە اند. انتخاب [−0.05, 0.05] بازه در تصادفͬ بە صورت مدل ها، تمام در وزن ها اولیه مقادیر ͬ شود. م

است. برخوردار بالایی دقت از که شدە  داده نشان ۱ شͺل در h = 0.1 با MSNN توسط آن پیش بینͬ و

نتیجە گیری ۴

غیرخطͬ دادە های مدل سازی حوزە ی در نوین رویͺردهای از ͬͺی بە عنوان (MSNN) اصلاح شده سینک عصبی شبͺه
توابع بە عنوان سینک توابع از استفاده نماید. ارائه را توجهͬ قابل عملͺرد است توانسته زمانͬ، سری های پیش بینͬ و
سایر با ترکیب قابلیت MSNN شبͺە های است. شده عددی نوسانات کاهش و تقریب دقت افزایش موجب پایه،
بازگشتͬ، شبͺە های لیاپانوف، پایداری بر مبتنͬ یادگیری روش های جمله از داده، تحلیل و یادگیری چارچوب های
پایدارتر دقیق تر، مدل های توسعە ی مسیر ͬ توانند م ترکیبی رویͺردهای این دارند. را پویا حالت تجزیه و عمیق یادگیری
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.(h = 0.1) MSNN مدل بە کارگیری با آن پیش بینͬ و هنون نگاشت :۱ شͺل

و ͷژنتی الͽوریتم های مانند هوشمند بهینە سازی روش های از استفاده این، بر افزون سازند. هموار را تفسیرپذیرتر و
کند. ͷکم شبͺه کارایی افزایش و سینک تابع پارامترهای خودکار تنظیم به ͬ تواند م آموزش، فرآیند در ذرات ازدحام
بالا، ابعاد با دادە های و چندمتغیره مسائل در MSNN کارایی بررسͬ آینده، پژوهش های برای پیشنهاد بە عنوان
است. برخوردار ویژە ای اهمیت از پایدار یادگیری الͽوریتم های طراحͬ و نویز برابر در مقاوم نسخە های توسعە ی
مدل های ارائە ی زمینە ساز ͬ تواند م شبͺه، یادگیری ͬ های ویژگ و سینک تابع ریاضͬ خواص میان ارتباط بررسͬ همچنین،
هوا، آلودگͬ پیش بینͬ مانند نوظهور حوزە های در MSNN بە کارگیری نهایت، در باشد. حوزه این در عمیق تری نظری
هوشمند مدل سازی زمینە ی در دانش مرزهای گسترش به ͬ تواند م زیستͬ، سیͽنال های پردازش و اقلیمͬ تغییرات تحلیل

نماید. شایانͬ ͷکم غیرخطͬ یادگیری و
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عملͽری نرم کمینه سازی طریق از g−قاب ها بهینه دوگان شناسایی

ایران مراغه، مراغه، دانشͽاه ،* دیزج صادقͬ سمیه

somayyeh.sadeghi۶٠@gmail.com

محض‐آنالیز) ریاضͬ دکتری (دانشجوی

عملͽری نرم کمینه سازی طریق از هیلبرت فضای در g−قاب ها بهینه دوگان شناسایی و بررسͬ به مقاله این در چͺیده:
بین روابط در شده بیان قاب ها این ͬ های ویژگ سپس ͬ شوند، م معرفͬ موردنیاز ریاضͬ محیط ابتدا است. شده پرداخته
عددی نمونه و شده ارائه اثبات با کلیدی گزاره های و لم ها قضیه ها، ͬ گردد. م تحلیل عملͽری نرم کمینه سازی و آنها
مقایسه جدول همراه به عددی نتایج پیشنهادی، الͽوریتم نهایت، در ͬ گردد. م ارائه روش عملͬ کاربرد دادن نشان برای

ͬ شود. م بحث نتیجه گیری و شده ارائه
عددی الͽوریتم هیلبرت، فضای عملͽری، نرم کمینه سازی بهینه، دوگان g−قاب، کلیدی: کلمات

مقدمه ١

.[٣ ،٢ ،١] دارند داده ها فشرده سازی و تصویر پردازش سیͽنال ها، تحلیل در مهمͬ نقش g−قاب ها، ویژه به و قاب ها
تامین را عملͽری نرم کمینه سازی مانند بهینه سازی معیارهای برخͬ که قاب بهینه دوگان یافتن کاربردها، از بسیاری در

.[۴] است ضروری ͬ کند، م
و ͬ باشند م عملͽری نرم کمینه ساز که است g−قاب ها بهینه دوگان از صحیح شناسایی ͷی ارائه مقاله، این هدف

عددی. مثال با آنها یافتن برای الͽوریتمͬ ارائه

ریاضͬ محیط ٢

:[٢] باشد A,B > 0 کران های با g−قاب ͷی {Λi}i∈I ⊂ B(H,Hi) و هیلبرت فضای ͷی کنید فرض

A∥f∥2 ≤
∑
i∈I

∥Λif∥2 ≤ B∥f∥2, ∀f ∈ H

:[٣] دارد را زیر شرط

Author Corresponding*
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و باشد g−قاب دوگان ͷی {Γi}i∈I

f =
∑
i∈I

Λ∗
iΓif =

∑
i∈I

Γ∗
iΛif, ∀f ∈ H.

.[۴] کند کمینه را ∑
i∈I(Λi − Γi)

∗(Λi − Γi) مجموع عملͽری نرم که است Γopt
i یافتن ما هدف

اثبات ها و قضایا ٣

بیان زیر صورت به عملͽری نرم در g−قاب بهینه دوگان آنگاه باشد، Λi از g−قاب دوگان ͷی Γi اگر [۴] .٣ . ١ قضیه
ͬ شود: م

Γopt
i = ΛiS

−1
Λ , i ∈ I

است. قاب عملͽر SΛ =
∑

i∈I Λ
∗
iΛi که

داریم: g−قاب دوگان تعریف به توجه با اثبات.

f =
∑
i∈I

Λ∗
iΓ

∗
i f.

Γi = ΛiS
−1
Λ وقتͬ ͬ شود م صفر Γi به نسبت هدف تابع مشتق کنیم. کمینه را

∥∥∑
i∈I(Λi − Γi)

∗(Λi − Γi)
∥∥ ͬ خواهیم م

.[۴] باشد

ͬ شود. م تعین اولیه قاب عملͽر با و یͺتاست عملͽری نرم کمینه [۴] .٣ . ٢ قضیه

صورت این در باشند. کننده کمینه دو هر Γ̃opt
i و Γopt

i کنید فرض ∑اثبات.
i∈I

(Λi − Γopt
i )∗(Λi − Γopt

i ) =
∑
i∈I

(Λi − Γ̃i

opt
)∗(Λi − Γ̃opt).

.[۵] است برقرار i هر برای Γopt
i = Γ̃opt

i ͬ گیریم م نتیجه عملͽرها، بودن معین مثبت خواص به توجه با

لم ها و گزاره ها ۴

است. تنگ نیز g−قاب بهینه دوگان آنگاه ،(A = B) باشد تنگ g−قاب ͷی Λi اگر [١] .١ . ۴ گزاره

داریم SΛ = AI به توجه با اثبات.
Γopt
i = ΛiS

−1
Λ =

1

A
Λi

است. بودن تنگ حافظ که

داریم: Γi g−قاب دوگان هر برای [۴] .٢ . ۴ ∑∥∥∥∥∥لم
i∈I

(Λi − Γi)
∗(Λi − Γi)

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥I − S−1

Λ SΛ

∥∥ = 0.

باشد. ͷکوچ ͬ تواند نم دیͽری دوگان هیچ و ͬ شود م حاصل نرم حداقل Γi = ΛiS
−1
Λ جایͽذاری با اثبات.
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عددی مثال ۵

صورت به R2 در g−قاب ͷی Λ2 و Λ1 کنید فرض

Λ1 =

 1 0

0 1

 , Λ2 =

 0 1

1 0


باشند.
گام ها:

قاب عملͽر محاسبه .١

SΛ = Λ∗
1Λ1 + Λ∗

2Λ2 =

 2 0

0 2

 , S−1
Λ =

 1

2
0

0
1

2

 .

g−قاب بهینه دوگان محاسبه .٢

Γopt
1 = Λ1S

−1
Λ =

 1

2
0

0
1

2

 , Γopt
2 = Λ2S

−1
Λ =

 0
1

2
1

2
0

 .

بودن: دوگان بررسͬ .٣
Λ∗
1Γ

opt
1 + Λ∗

2Γ
opt
2 = I.

عملͽری: نرم .۴∥∥∥∥∥∑
i∈I

(Λi − Γopt
i )∗(Λi − Γopt

i )

∥∥∥∥∥ = 0.5

عددی نتایج جدول ۶

عددی. نتایج جدول :١ جدول
i Λi Γopt

i = ΛiS
−1
Λ Λi − Γopt

i ∥Λi − Γopt
i ∥

1 [1 0 0 1]

[
1

2
0 0

1

2

] [
1

2
0 0

1

2

]
0.5

2 [0 1 1 0]

[
0
1

2

1

2
0

] [
0
1

2

1

2
0

]
0.5

g−قاب بهینه دوگان اولیه، قاب عملͽر از استفاده با چͽونه که ͬ دهد م نشان خلاصه صورت به مثال و جدول این
ͬ گردد. م کمینه عملͽری نرم و ͬ شود م محاسبه سادگͬ به

٣
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نتیجه گیری ٧

قاب عملͽر بر مبتنͬ شده ارائه روش شد. شناسایی عملͽری نرم مساوی کمینه با g−قاب بهینه دوگان مقاله، این در
مطابق و دقیق حاصل نتایج که داد نشان عددی مثال گردید. ارائه محاسبه برای کارآمدی و ساده الͽوریتم و است اولیه

.[۵ ،۴] است انتظار

ملاحظات ٨

است. توسعه قابل بزرگ g−قاب های برای الͽوریتم •
بود. خواهد تنگ نیز بهینه دوگان و ͬ شود م g−قاب بهینه دوگان محاسبات شدن ساده تر باعث اولیه قاب بودن تنگ •

است. بعدی بی نهایت و پیچیده هیلبرت فضاهای به تعمیم قابل رویͺرد •
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در  اب وسایل نقلیه برای توزیع اقلام امدادی مسیریابی بهینه
 در شرایط بحران قطعیت عدمنظر گرفتن 

 تهران، ایران، 16769-7963نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه مهندسی صنایع گروه استادیار ،1اسفندیار عطائی
esataei@pnu.ac.ir 

ونقل ملهای حترین بلایای طبیعی است که موجب اختلال گسترده در شبکهترین و شایعسیلاب از مخرب: چکیده
رد. اهمیت فراوان داشود. برای کاهش اثرات این بحران، تحویل سریع و دقیق منابع امدادی و کمبود اقلام حیاتی می

برای مسیریابی بهینه وسایل نقلیه در شرایط نامطمئن سیلابی ارائه شده است.  VRPدر این پژوهش، مدلی با عنوان 
اندازه  تعیینو استفاده از راهبرد جمعیت دوگانه و ماژول  (GA) گیری از الگوریتم ژنتیکمدل پیشنهادی با بهره

از عملگر  هاست. همچنینمعیار، قادر به تنظیم پویا و سازگار با تغییرات مکانی آسیببر پایه تحلیل انحراف  جمعیت
مختلف  سازی سناریوهایتقاطع برای بهبود کیفیت نتایج و تسریع همگرایی استفاده شده است. این مدل با شبیه

یر، مسترینای مرسوم کوتاههها ارزیابی گردید و نشان داد نسبت به مدلسیلابی و درجات متنوعی از انسداد جاده
دهد. در مجموع، نتایج بر کارایی روش پیشنهادی هایی پایدارتر با زمان انتظار کمتر و کیفیت بالاتر ارائه میحلراه

 .گیری در عملیات امدادی دلالت داردهای ناشی از بحران و بهبود تصمیمقطعیتدر مواجهه با عدم
 

 ران، مسیریابی بهینه، عدم قطعیت الگوریتم ژنتیک، بح کلمات کلیدی:
 
 . مقدمه1

ها را ندارد و کنترل زمین، رویدادهایی هستند که انسان توان پیشگیری از آنبلایای طبیعی حاصل فرایندهای غیرقابل
 کنند. در این میان،ها وارد میای بر زندگی، محیط و زیرساختهای گستردهصورت ناگهانی رخ داده و زیانمعمولاً به

ترین بلایای طبیعی است که مناطق گوناگون را بدون تمایز تحت تأثیر قرار داده و موجب تخریب سیلاب از شایع
(. این تخریب، جریان عادی تبادل کالا و 1761شود )عطائی و همکاران، ها و نهادهای خدماتی میها، پلجاده

ی لجستیک رو سازماندهی یک سامانه کند، ازاینمی دیده را تهدیدامدادرسانی را متوقف کرده و بقاء افراد آسیب
 .(Robinson, 2021اضطراری مؤثر برای توزیع سریع اقلام حیاتی ضرورتی انکارناپذیر است )

ر مداوم دلیل تغییهای توزیع امدادی، طراحی مسیر در شرایط نامطمئن سیلابی است که بهی اصلی در سیستممسئله
. علاوه بر آن، الگوهای متفاوت (Miller & et al, 2022سازد )یر بهینه را دشوار میها، انتخاب مسوضعیت جاده
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. (Zaki et al, 2023کنند )دیده و افزایش ناگهانی تقاضا، پیچیدگی عملیات را تشدید میپراکندگی مناطق آسیب
 DVRP  ،(Gunn & et al, 2020) (Wohlgemuth & et al, 2019ه)های گوناگونی از جملمطالعات پیشین الگوریتم

EA و(Gunn & et al, 2019) MA-GAاند، با این  را برای کاهش زمان پاسخ در مسیریابی اضطراری پیشنهاد داده
 اند.ها را نادیده گرفتهای زیرساختها و تغییرات لحظهها پویایی جادهحال، بیشتر آن

و  (Ruan & et al,2023ای )ونقل هوایی، ریلی و جادهحملهای گیری از ترکیب حالتهای جدیدتر با بهرهپژوهش
ها هستند. با قطعیتی عدمدنبال مدیریت بهینه( به1041های تصادفی زنجیره تأمین )صالحی مقدم و همکاران، مدل

را بل اجتر قاهای کوچکو محاسبات سنگین نیاز دارند و غالباً در مقیاس ها به دادهها، این مدلوجود این پیشرفت
سازی توزیع معرفی شده است که هدف آن بهینه VRP-RIDFUدر پاسخ به این خلأ، مدل  (.Galindo, 2016هستند )

 .(Zhang & Wang, 2021های نامطمئن سیلابی است )اقلام امدادی در محیط
ها را بر مبنای حلهشود که نسلی از را( استفاده میGAشده از الگوریتم ژنتیک )ای اصلاحدر این مدل، از نسخه

کند تا تأثیر تغییر مسیرها و شرایط بحرانی لحاظ شود. تابع برازندگی مدل، ایجاد می« ارزش انتظاری ریسک»شاخص 
ندازه سازد. ماژول تعیین اترکیبی از زمان سفر، زمان انتظار و ریسک است که تعادل میان سرعت و ایمنی را برقرار می

ی انحراف معیار(، اندازه و ساختار دیده )از راه محاسبههای حادثهری پراکندگی گره( با تحلیل آماPSMجمعیت )
. افزون بر این، (Green,2022کند )وجو کمک میجمعیت را متناسب با وضعیت شبکه تعیین کرده و به پایداری جست

 Johnsonه قرار گرفته است ) )تقاطع کامل زیرمسیر( برای افزایش تنوع و تسریع همگرایی مورد استفادCSOXعملگر 
& Peters,2017). 

، ضمن کاهش VRP-RIDFUسازی سناریوهای گوناگون سیلابی بیانگر آن است که مدل نتایج حاصل از شبیه
های انتظار، نسبت به تغییر ناگهانی وضعیت مسیرها پایداری بیشتری داشته و کیفیت توزیع چشمگیر مجموع زمان

عنوان ابزاری تواند بهدهد که این رویکرد میبندی نهایی نشان میدهد. جمعارتقا میرا در شرایط واقعی بحران 
سایی کار گرفته شود، زیرا با شناریزی لجستیک اضطراری بهیار مدیریت بحران و برنامههای تصمیمهوشمند در سامانه

انسانی و اقتصادی بلایا را به  های ناپایدار، ضمن حفظ سرعت و ایمنی، میزان خسارتمسیرهای بهینه در محیط
 رساند.حداقل می

 یاصل یج. نتا۲
 
 تشریح مساله .۲-1

ایند سازی فردیدگان نقش اساسی در بهینهدر عملیات امدادرسانی پس از وقوع سیل، آگاهی دقیق از وضعیت آسیب
های ارتباطی از عوامل راهها و شناخت وضعیت توزیع امدادها دارد. آگاهی از محل دقیق افراد، نیازهای خاص آن

های بینی شرایط سیلاب، چالششود. با این حال، ذات غیرقابل پیشکلیدی در بهبود کارایی عملیات محسوب می
هایی کند. افزایش ناگهانی سطح آب ممکن است راهها ایجاد میروزرسانی دادهای در حفظ دقت و بهقابل ملاحظه

طور کامل غرق در آب سازد، در نتیجه روند عبور وسایل نقلیه د را مسدود کرده یا بهانکه لحظاتی قبل قابل عبور بوده
 را کند یا متوقف کند.

دیده هستند. در فرد آسیب 10عنوان مثال فرض می کنیم سه خودرو مسئول رساندن اقلام امدادی به بهبرای حل مدل 
شود. در مسیر دوم نیز، گرفتگی میدچار آب 0و  7 های، مسیر میان گره7مسیر اول، پس از خروج خودرو از گره 

گردد. در هر دو حالت، وسایل نقلیه ناچار به کاهش ، خودرو با وضعیت مشابهی مواجه می1پس از عبور از گره 

606



 

 
 

گردد. و سرعت خودرو از حالت عادی به ها میشوند که موجب تأخیر در تحویل کمکسرعت برای حفظ ایمنی می
 ه تغییر پیدا می کند.یافتحالت کاهش

  مدلسازی ریاضی. ۲-۲
 Wu)شود سازی می( مدلCVRPی مسیریابی وسایل نقلیه با محدودیت ظرفیت )این مسئله در قالبی مشابه با مسئله

& et al, 2020) ،های زیر است:و شامل مجموعه پارامترها و محدودیت 
 

 پارامترها:
 𝑛دیدگان: تعداد کل آسیب 
 𝑚 وسایل نقلیه: تعداد 
 𝐼دیدگانهای آسیبی گره: مجموعه 
 𝐽ها شامل انبار اصلی ی کل گره: مجموعه 
 𝐾ی وسایل نقلیه: مجموعه 
 𝑡𝑖𝑗 : های زمان سفر بین گره𝑖  و𝑗 
 𝑄𝑘 ظرفیت خودروی :𝑘 
 𝑞𝑖دیده : میزان تقاضای آسیب𝑖 

 
 متغیرهای تصمیم:

𝑥𝑖𝑗𝑘 : ی نقلیه دهد اگر وسیلهمتغیر باینری است که نشان می𝑘  از گره𝑖  به𝑗  در غیر اینصورت برابر صفر.  1برود برابر 
𝑤𝑖  : بیانگر زمان انتظار فرد اسیب دیده𝑖 .برای دریافت اقلام است 

 تابع هدف
(1) 𝑚𝑖𝑛𝑓 = ∑ ∑ 𝑤𝑖𝑡𝑖𝑘

𝑖∈𝐼𝑘∈𝐾

 

 
 محدودیت ها

∀𝑗 ∈ 𝐽, ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                (2) ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘

𝑖∈𝐽,𝑖≠𝑗

= ∑ 𝑥𝑗ℎ𝑘

ℎ∈𝐽,ℎ≠𝑗

 

∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                (3) ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘 = 1

𝑘∈𝐾𝑖∈𝐽,𝑖≠𝑗

 

∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑖 ≠ 𝑗, ∀𝑘 ∈ 𝐾                                          (4) 𝑤𝑖 ≥ 𝑡𝑖𝑗 + 𝑤𝑗 − 𝑀 + 𝑀𝑥𝑗𝑖𝑘 
∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                (5) ∑ 𝑞𝑖

𝑖∈𝐽

𝑥𝑖𝑗𝑘 ≤ 𝑄𝑘 

∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽, ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                   (6) 𝑥𝑖𝑗𝑘 ∈ {0,1} 
∀𝑖 ∈ 𝐼                                                                  (7) 𝑤𝑖 ≥ 0 

 
دیدگان با درنظر گرفتن قیود زیر هستیم، که رساندن مجموع زمان انتظار وزن دار آسیبدنبال کمینهدر این مقاله به

ای مجاز نیست در گره مشتری باقی بماند یا بدون حرکت توقف هیچ وسیله نقلیه نشان می دهد که 2محدودیت 
 .شوددهی میبار و توسط یک وسیله نقلیه سرویسهر مشتری دقیقاً یکنشان می دهد که  7محدودیت  .کند
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مجموع نشان می دهد که  5تور می باشد. محدودیتزمان ورود و جلوگیری از زیر محاسبه 0محدودیت های 
 .شده در هر مسیر نباید از ظرفیت خودرو تجاوز کنددادهتقاضاهای پاسخ

 

 یعدد یج. نتا۳
( نمودارهای پاسخ عملکرد مدل را در برابر 1، شکل )(Wu & et al, 2020) با حل مدل بر اساس داده های مقاله

قطعیت دهد. محور افقی بیانگر تعداد دفعات وقوع عدمنشان می  Bو A قطعیت برای مسائل تعداد دفعات وقوع عدم
 انیان است.ی میانگین زمان انتظار قربدهندهو محور عمودی نشان

 
 قطعیت. نمودارهای پاسخ عملکرد مدل را در برابر تعداد دفعات وقوع عدم1شکل

 
در کلیه سناریوها  VRP-RIDFUهای آمده از مدلدستکند که مجموع زمان انتظار بهنتایج آزمایش عملکرد بیان می

توجهی را پایداری قابل VRP-RIDFUهای های حاصل از مدلی مرجع است. منحنیهای بهینهکمتر از مقادیر مدل
 دهند.برند، نشان میبهره می PSMهایی که از رویکرد ویژه در نسخهبه

 گیرییجه. نت۴
یلاب و قطعیت سمسیریابی بهینه وسایل نقلیه برای توزیع اقلام امدادی در شرایط عدم»این مقاله مدلی تحت عنوان 

عنوان سازوکار اصلی برای تولید و بهبود دل از الگوریتم ژنتیک به را طراحی و آزمون کرده است. در این م« جاده
، دیدگان اسیبتوجه زمان انتظار دهند که این مدل، ضمن کاهش قابلنتایج نشان میشود. کیفیت مسیرها استفاده می

های دقیق هداد توانسته است به ثبات عملکرد در سناریوهای تصادفی و ناپایدار برسد. محدودیت اصلی مدل، نیاز به
 .شودهای آتی پیشنهاد میریسک سیلاب است که بهبود آن در پژوهش
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 با استفاده از کنترل مد لغزشی  HIVی ویروس زمان ریخأت دینامیکیمدل  لیو تحل هیتجز

  ،1سید مهدی میرحسینی عالیزمینی
 ، تهران، ایران19396-3697نور، صندوق پستی   پیامدانشگاه   ریاضیگروه  یعلمئتیه عضو 

m_mirhosseini@pnu.ac.ir 

امروزه به دلیل رشد گسترده بیماری ایدز، تحقیقات بسیاری در خصوص نحوه کنترل این بیماری انجام پذیرفته    چکیده:

بهره با  مقاله  این  در  چهاراست.  مرتبه  تأخیری  مدل  از  ایدز،   گیری  ویروس بیماری  تعداد  و  تأخیر  پارامترهای  های  تأثیر 

4CDهای سلول  تولیدشده توسط  T+  کارگیری قانون کنترل کنیم. با بهبا استفاده از کنترل مد لغزشی بررسی میآلوده را

های تولیدشده  تعداد ویروسافزایش    لی به دل پایداری سیستم    م ی ده ی. نشان مردی گیمورد مطالعه قرار مهای سیستم  همه حالت 

4CDهای سلول  توسط  T+اما استفاده    دهد.، همگرایی دیرتر را نتیجه می ریخأ شدن ت یطولان همچنین    رود.ی م  نی از ب   آلوده

بهبود همگرایی سیستم نقش بسزایی دارد.  از کنترل پیشنهادی در  نهاکننده    ج ینتا  دیی تأ  یبرای سیستم  ها یسازهیشب   تیدر 

 . ارائه شده است ینظر
 ی، کنترل مد لغزشی زمان ری خ أ، تپایداری،   HIV عفونت  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
  ی ابزارها برا   ن ی از بهتر  یکی   [.6،    1]  اندارائه داده  HIV  یماری درک ب   یرا برا  یمهم  جینتا  یار ی ، محققان بسری اخ  یهادر سال

تأثیر    ی نشان دادنبرادینامیکی    یهااز روش   یاری است. بس  یاضیر  یگسترش و کنترل عفونت، مدل ساز  لی و تحل   هیتجز

کشد تا عفونت  یسال طول م  10  با  ی، تقری [. در حالت عاد5،    3وجود دارد ]  روسیدر برابر و  یمنیواکنش ا  و   روسیو  متقابل

HIV   که مبتلا به    یافراد  یبرا  یدرمان  سمی مکان  چی شود. در حال حاضر، هنوز ه   لیتبد  دزیا  بیماری  بهHIV    مثبت هستند

4CDزبانی م  یهاسلول  HIV  ویروس  .هستند  HIV  دارای  خود  یها در طول زندگ  آن  و  وجود ندارد T+   را به طور مستقیم

ها پس از وارد شدن به بدن میزبان و شناسایی جایگاه  نیز مانند سایر ویروس  . این ویروس]3[بردو غیر مستقیم از بین می

4CDزبانی م  ی سلول ها  مناسب برای تکثیر که در این جا منظور  T+  روس یو  پیدایش با  .  ]4[نمایدهستند شروع به تکثیر می 

4CDزبانی م  یهاسلول   فعل و انفعالاتاز    اتفاقاتی    شود،تجویز می  2روس یضد و  ی که داروها   یهنگامو  در خون   T+   و

 در واقع  هستند.  3( DNA)   دی اس  دئوکسی ریبونوکلئیک  ،ک ی ژنت  از جنس  یها  روسیاکثر و  .دهدرخ می  HIV  ویروس

DNA روسیاما و  کند.ی را مشخص م  سلول و ویروس  یزندگتوسعه بیولوژیکی  است که   یکیژنت   یها دستورالعمل  یحاو 

استفاده    در این مقاله، با استفاده از    است.  کی ژنت  و از جنس  5(  RNA)  دی اس  ک ی بونوکلئ یر  ی دارا  4( HIVانسان )  یمن ینقص ا
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تعداد  ، پایداری و همگرایی مدل را به ازای پارامترهای تأخیر و  HIVمدل تأخیری ویروس  از کنترل مد لغزشی بر روی 

4CDهای سلول های تولیدشده توسطویروس T+کنیم. آلوده بررسی می 

 HIVمدل اصلی ویروس . ۲
های گوناگونی شده انجام شده که منجر به ارائه مدل  HIVویروس  سازی ریاضی رفتار های بسیاری در جهت مدلتلاش

 روسیآلوده و ذرات و  یها سالم، سلول  یهاسلول زیر از سه جزء    HIVویروس  معادلات دیفرانسیل معمولی  مدل  .است

 [:  2] شده است  لی آزاد تشک 

( ) ( ) ( ) ( ),TT t s kV t T t d T t = − − 

                                                                                                        (1) 

 

( ) ( ) ( ).VV t N I t d V t = − 

4CDهای  نرخ رشد سلول  sکه در آن ،   T+  در مغز استخوان ،Td،  وVd  سالم،   یهاسلول  ری مرگ و م  زانی م  بیبه ترت

   N و  که مشخص کننده عفونت سلول هدف  ینرخ ثابت  k .  است  روسیو  ی پاکساز  زانی آلوده و م  ی هامرگ سلول  زانی م

 .کندیم بیانرا ( 1رشد مدل ) ی کیگراف ش ینما 1شکل  .است دیجد روسیذره و یک

پردازیم و سپس روش پیشنهادی  و همکارانش ارائه شده می واستاویسردر ادامه به شرح مدل غیرخطی و تأخیری که توسط 

آوریم. مدلی که از معادلات دیفرانسیل  بر مبنای این مدل بدست میهای سالم و ذرات ویروس آزاد  برای تعامل بین سلولرا  

 [: 6]کند به شرح زیر است تأخیردار استفاده می

1 1

max

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 ) ( ) ( ),T

T t
T t s kV t T t d T t rT t u I t

T
  = − − + − + + 

 (2                                                                       )1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),I t kV t T t I t     = − − − + + 
      2 1 1 2( ) (1 ) ( ) ( ),I t u I t I t  = − − 

2( ) ( ) ( ).VV t N I t d V t = − 
4CDهای  نرخ رشد سلولنشان دهنده    sپارامتر  (،  2در سیستم) T+  و   در مغز استخوانTd    4های  سلول نرخ مرگCD T+ 

4CDی سلول ها  یآلودگ  زانی م kباشد.  می سالم T+   و  دهدیآلوده را نشان م  یهامرگ سلول  زانی م.   نشان دهنده

به  نشده  آلوده    یهاآلوده به سلول  ی هانشان دهنده نرخ بازگشت سلول    .است   RT-postبه   RT-preنرخ انتقال از  

 یپاکساز  زانی م،  فعال  عفونت  ری مرگ و م  زانی م  به ترتیب بیان گر  Nو  ،  Vdپارامترهای   است.  RT  لی عدم تکم  لی دل

 آلوده است.  یهااز سلول  روسیو دی تعداد کل تول  و روسیو

( ) ( ) ( ) ( ),I t kV t T t I t = −
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 روش پیشنهادی برای مدل تأخیر بیماری ایدز با استفاده از کنترل مد لغزشی. ۳
همچنین این کنترل  بوده و  تغییرات پارامتر غیرحساسو  لغزشی نسبت به اغتشاشات محدود   که کنترل مد ه به دلیل این امروز

از کنترل مد لغزشی به  قرار گرفته است.   پژوهشگران  از  بسیاری  استفادهمورد    ،به یک مدل دقیق از سیستم نیاز ندارد    نندهک

این کنترل توانایی  و  اغتشاشات خارجی و عدمدلیل سادگی در طراحی  اثر  برای حذف و کاهش  قطعیت مدل در  کننده 

-تواند سیستم را با فرض عدماست که می مقاوم    غیرخطی  کنندهلغزشی یک کنترل  کنترل مد.  [2]شود  صنعت استفاده می

یا غیرسق نماید.اطعیت ساختاری و  به طور مطلوبی کنترل  به این صورت  کنترل  این اساس    ختاری  پس از    که  است کننده 

[. سطح  5]  شودمی  همگرا  أ(مبد  سمت نقطه تعادل)معمولا   حالت های سیستم روی آن به،  پایدار  لغزشیک سطح    تعریف

 s با  که  استتابعی از متغیرهای حالت    وصورت یک صفحه  ه  بعدی بدر حالت دو بعدی یک خط و در حالت سه  لغزش

یک شرط اولیه    با شروع از ی سیسستمهاحالت  در آن  دهد کهنمایی از سطح لغزش را نشان می  1شود. شکلنمایش داده می

  طراحی   از این رو  جهت  .شوندهمگرا می   أکه حالت ها به سطح رسیدند به مبد  جذب و پس از این   لغزشسطح    به سمت

اهمیت میدو  کنترل کننده دانستن    این  ابتدا  نکته حائز  لغزش  باشد.  بر اساس مشخصات عملکردی مطلوب سیستم سطح 

به سمت    (یا پایین سطح لغزش  چه در بالا)   های سیستمهمواره حالتکه  به دست آوردن قانون کنترل    سپس  د.شوطراحی می

 . [5] لغزش جذب شوندسطح 

باشد، بنابراین معادله سطح لغزش  می  4( از مرتبه  2معادله سطح لغزش برحسب مشتقات خطا و ضرایبی از خطا است. سیستم )

 و به فرم زیر خواهد بود: 3از مرتبه 

                 (3                                                                                                             )s e he h e h e= + + +2 3 

گیریم.  برابر با خطا در نظر می  آن را دقیقا   برای انتخاب سطح لغزش مناسب باشد.  خطا می ضرایب  پارامتر  h(،  3در رابطه )

 :خواهیم به صفر برسد. بنابراین این خطا در واقع همان خطایی است که می

(4                                                                                                                            )                         ds e T T= = − 

های  که حالت   زمانی  .شودمیبعدی به سطح لغزش همگرا   n از فضای  هر جاییهای سیستم در  قانون کنترل حالت با استفاده از  

  سیستم   هایشود حالتکه این امر منجر می  باقی بمانندگرفتند باید همواره روی سطح لغزش    سیستم روی سطح لغزش قرار

0sیعنی باید    [.5]  روی سطح لغزش به صورت نمایی به سمت نقطه تعادل همگرا شوند =   باشد. بنابراین با توجه به رابطه

 برابر است با:equ( قانون کنترل 5)

   (5                                                                                                                            )                               equ s= − 

 کنیم: را به فرم زیر تعریف می swuیعنی   سوئیچینگ علاوه بر این، برای این که سطح لغزش نیز پایدار باشد کنترل

(6                                                                                                                            )               * ( )swu h sign s= − 

612



 

 
 

به سطح لغزش )  طبق تعاریف انتخاب دینامیک رسیدن  پایداری سطح لغزش )6و  قانون کنترل برای  توان برای ( می5( و 

 ( تعریف نمود: 7( قانون کنترلی را به صورت )2سیستم )

(7                                                                                                                            )                             eq swu u u= + 
گاه خطای ردیابی در زمان محدود به صفر همگرا  ( طراحی شود، آن7: اگر قانون کنترل مد لغزشی به فرم رابطه )قضیه

 شود. می

 نتایج شبیه سازی . 4

جهت بررسی نتایج از یک رایانه با    پردازیم.( می2کننده پیشنهادی بر روی سیستم )در این بخش به ارزیابی عملکرد کنترل

 است.  شده  استفاده  MATLAB R2014bافزار نرم simulinkو  GB8 رم، حافظهIntel(R) Core(TM)i5- 4300پردازنده 

 

 نتیجه گیری 
   HIVبندی و کنترل آن صورت پذیرفته است. ویروس  تحقیقات بسیاری جهت مدل    HIVامروزه به دلیل گسترش ویروس  

4CD  یبه طور خاص، به سلول ها و گذاردیم ری تأث   یمنیا ستمی س  یهابر سلول در این مقاله، مدل غیرخطی   کند.یحمله م +

  ل ی به دلپایداری سیستم با استفاده از روش کنترل مد لغزشی ارائه شد. بر اساس نتایج بدست آمده،   HIVتأخیردار ویروس 

4CDهای سلول  های تولیدشده توسطتعداد ویروسافزایش   T+دهد که  از نظر بیولوژیکی نشان می  .رفتیم  ن یاز ب  آلوده

بر به حالت پایدار آلوده همگرا شود. علاوه  شود جمعیت سلول و ویروس در مراحل اولیه عفونتتأخیر بین سلولی باعث می
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که سیستم به ازای تأخیر بیش از حد داد. به خصوص این زمانی، همگرایی دیرتر سیستم را نتیجه می  ری خأ شدن ت  یطولان این،   

های هوشمند مانند فازی  ، استفاده از روشHIVویروس  قادر به ارائه جواب نبود. به منظور بررسی نتایج دیگر بر روی مدل  

 گردد.و عصبی نیز پیشنهاد می

 منابع 
 

1. Balasubramaniam. P, Prakash. M, Rihan F. A and Lakshmanan S. (2014). Hopf bifurcation and 

stability of periodic solutions for delay differential model of HIV infection of CD4, Abstract and 

Applied Analysis. 

2. Ebrahimipour, M. Nezhadhosein, S. Mirhosseini-Alizamini, S.M. (2024). Optimal Adaptive 

Sliding Mode Control for a Class of Nonlinear Affine Systems, Control and Optimization in 
Applied Mathematics, 9(2), 123–138. 

3. Vaseei, S. and Zarrabi, M.R. (2020) An Adaptive Lyapunov-Based Controller for HIV 
Treatment, Control and Optimization in Applied Mathematics, 5(2), 1–10. 

4. Nigar, A. and Gul, Z. (2021) Optimal control of double delayed HIV-1 infection model of 

fighting a virus with another virus, Computational Methods for Differential Equations, 9(3), 

874–885. 

5. Prakash. M, Rakkiyappan. R, Manivannan. A and Cao J. (2019). Dynamical analysis of 

antigendriven T-cell infection model with multiple delays, Applied Mathematics and Computation., 

354 , 266–281. 
6. Sivakumar .6. Baleanu.D, Thippan.J, Bharathi Dhandapani.P (2020). Analysis of time delay model 

for drug therapy on HIV dynamics, Computational Methods for Differential Equations, Vol. 9, No. 

577-588 DOI:10.22034/cmde.2020.34812.1589. 
 

614



 

 
 

 دفه چند تکاملی الگوریتم پایه بر رادیوتراپی درمان طراحی

 پرتوها شدت و زاویه زمانهم انتخاب برای فازی
   .، تهران، ایراننور پیام، دانشگاه ریاضیی گروه علمئتیه، عضو 1محمد محمدی نجف آبادی

 mm.najafabadi@pnu.ac.ir 
  d.darvishi@pnu.ac.ir.تهران، ایراننور،  پیام، دانشگاه ریاضیگروه  یعلمئتیهعضو  ،2داوود درویشی

 چکیده

دلیل غیرخطی این مسئله به .دهدها اثربخشی را افزایش میسازی زاویه و وزن بیمطراحی درمان رادیوتراپی با بهینه
سازی هدفه فازی برای بهینه-در این پژوهش، الگوریتم تکاملی چند .برانگیز استبودن و اهداف متناقض، چالش

منطق فازی ترجیحات بالینی و الگوریتم تکاملی جستجوی بهینه را ترکیب  .ها معرفی شدهمزمان زاویه و وزن بیم
بندی شده هدفه فرمول-صورت چندهای حساس بههای اندامو محدودیت HI ،CI هایمدل با شاخص .کندمی

ی با پیوند دادن نظریه .سازی نشان داد کیفیت طرح درمانی بالاتر و عوارض جانبی کاهش یافته استنتایج شبیه .است
 ای تولیددهشسازیتوان در کمتر از یک ساعت طرح درمانی شخصیهای تکاملی، میهای فازی و الگوریتممجموعه

 های سالم را با کمترین ریسک حفظ کند.کرد که هم پوشش تومور را به حداکثر برساند و هم اندام

 کلیدی کلمات

 ، بهینه سازیسرطان پروستات فازی، منطق چندهدفه، تکاملی هایالگوریتم رادیوتراپی،

 مقدمه .1
تومور  هدفه که باید-گیرد؛ تصمیمی چندپرتو میزمان زاویه و شدت رادیوتراپی سرطان کیفیت خود را از انتخاب هم

دارد. فضای جستجوی غیرخطی و عظیم این آسیب نگههای سالم را کمرا بپوشاند، دوز را یکنواخت کند و اندام
های حلهدفه راه-های تکاملی چند. الگوریتم[5]کندهای کلاسیک غیرقابل حل میتضادها را برای روش

زی و کند. مقاله با ترکیب منطق فاگیری را دشوار میقطعیت بالینی تصمیمسازند، اما عدممیبهینه متنوع بهنزدیک
MOEA هایی با پوشش بالا، انطباق بهتر و زمان زاویه و وزن پرتوها را بهینه کرده و طرحدهد که هممدلی ارائه می

 .[1]کندعوارض کمتر خلق می

                                                        
 نويسنده مسئول: محمد محمدی نجف آبادی . 1
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 ریاضی مسئله  مدل  .2
را  PTVبیم را بیابد تا دوز  ۹–۳زمان زاویه و وزن شود که همهدفه تعریف میسازی چندصورت بهینهمسئله به

. متغیرهای تصمیم، فضای [9]ها را کمینه کندOARپایین( و دوز به  HIبیشینه، یکنواختی دوز در تومور را بالا )
 HIو  CIهای کند و با شاخصزیع دوز تولید میاش یک الگوی تووزن است که هر نقطه-جستجوی ترکیبی زاویه

های سخت دوزی روی نخاع، رکتوم و مثانه ایمنی بیمار را تضمین شود، در حالی که محدودیتارزیابی می
 .[10]کندمی

 : نمادها و متغیرهای مدل ریاضی1جدول 

 B∣=m 𝐵∣، (beams)ها  مجموعه بیم
 𝑉𝑃𝑇𝑉 (.PTVداخل حجم هدف )های کوچک( های )یا حجممجموعه وُکسلِ

r 𝑉𝑂𝐴𝑅های اندام حساس مجموعه وُکسلِ
𝑟  

 i  ) ( i∈B  𝑊𝑖( بیم intensityزن )و
𝜃𝑖)اگر گسسته باشد    ام iزاویه قرارگیری بیم  ∈ ∆ ) 𝜃𝑖 

 i. (Gy per unit weight) 𝑎𝑖𝑣از بیمِ واحدی  vمؤلفه ماتریس نفوذ دوز؛ دوزِ تحویلی به وُکسلِ  
 v. 𝐷𝑣دوز تحویلی نهایی به وُکسِل 

 𝐷𝑝𝑟𝑒𝑠 (.prescription doseدوز تجویزی )
Max{x,0} (𝑥)+ 

 )های معمولنمونه(توابع هدف  .3

 :[5]کنندسازی را پشتیبانی میها کمینهMOEA چون اکثر. کنیمسازی تعریف میها را به صورت کمینههدف

 ر دوز دجبران کم: PTV (Under-dose penalty) 

                  𝑓1(𝑤, 𝜃) = ∑ (𝐷𝑝𝑟𝑒𝑠 − 𝐷𝑣(𝑤, 𝜃))
+

2

𝑣𝑝𝑡𝑣∈𝑉 

 سازی اوردوز در هرحداقل OAR (Over-dose penalty) برای هر اندام ، r  با حد مجاز𝐷𝑟
𝑚𝑎𝑥 

𝑓𝑟,2(𝑤, 𝜃) = ∑ (𝐷𝑟
𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑣(𝑤, 𝜃))

+

2

𝑣𝑂𝐴𝑅
𝑟 ∈𝑉

 

,𝑓2(𝑤                                             :توانیم اینها را وزنی جمع کنیممی 𝜃) = ∑ 𝜆𝑟𝑓𝑟,2𝑟 (𝑤, 𝜃) 

 .[3]است r وزن اولویت برای اندام  𝜆𝑟  که

 :[7]نسخه نهایی مسئله فازی چندهدفه  .4
𝑀𝑖𝑛   𝐹(𝑤, 𝜃) = [𝑓1, 𝑓2] 
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𝑠. 𝑡.        𝐷(𝑤, 𝜃) = ∑ 𝑤𝑖

𝑖∈𝐵

𝑎𝑖𝑣(𝜃𝑖) 

∀𝑖:       𝑤𝑖 ≥ 0,     𝑤𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑤𝑖 ≤ 𝑤𝑖

𝑚𝑎𝑥  

∀𝑖                 0 ≤ 𝜃𝑖 < 360 

 اجرا  .5

 [8] .های نفوذ دوز مستقل ساخته شدبا ماتریس  OARو سه  PTVای مصنوعی شاملبرای ارزیابی مدل، داده
ها را کدگذاری نسل اجرا شد؛ هر کروموزوم زاویه و وزن بیم 2۱۱کروموزوم و  1۱۱الگوریتم چند هدفه فازی با 

الگوریتم های تکاملی چند هدفه  .انتخاب والدین بر پایه امتیاز فازی انجام شد تا ترجیحات بالینی لحاظ گردد .کردمی
II -NSGAکلاسیک وII -SPEA نیز در همان شرایط اجرا و با معیارهای پوشش، انطباق، همگنی و دوزOAR  ها

 تر، تعادل بهتر میان پوشش تومور وتر و متنوعنتایج بدست آمده مشخص کرد که جبهه پارتو وسیع .مقایسه شدند
 .بدست آمد % ۹۹ها، و اختلاف معنادار در سطح حفاظت اندام

 نتایج بدست آمده از مقایسه الگوریتم ها: 1جدول 

-NSGA میانگین ارزیابی شاخص
II فازی 

 NSGA-II میانگین
 کلاسیک

 میانگین
SPEA-II مقدار t p-value 

 در نتیجه
 0.05 سطح

 معنادار PTV (%) 98.7 ± 0.6 96.9 ± 0.8 97.2 ± 0.7 3.42 0.0018 پوشش
 رکتوم دوز میانگین

(Gy) 34.5 ± 2.1 38.7 ± 2.3 37.9 ± 2.4 -4.15 0.0007 معنادار 

 مثانه دوز میانگین
(Gy) 36.8 ± 1.9 39.2 ± 2.5 38.6 ± 2.0 -2.74 0.0096 معنادار 

 معنادار 0.84 ± 0.03 0.78 ± 0.04 0.79 ± 0.05 3.89 0.0012 (CI) انطباق شاخص
 معنادار 0.09 ± 0.01 0.12 ± 0.02 0.11 ± 0.02 -3.27 0.0021 (HI) همگنی شاخص

 بحث و نتایج  .6
حل بیشتری دارد و امکان انتخاب طرح ی راهگستره ۳2۳ی فازی ی پارتو نشان داد نسخهتحلیل جبهه

 .ها را ثابت کردشاخصبهبود معنادار همه p< ۱1٫۱با  tآزمون .کندشده را فراهم میسازیشخصی
گری است؛ مدل نسبت به تغییر اولویت  ۸٫1ها زیر  OARسنجی وزن ترجیحی نشان داد نوسان دوزحساسیت

 ۹۴۳به  ۸2۳است و کیفیت طرح را در داده واقعی پروستات از  1۸۳ط افزایش زمان اجرا فق .پایدار است
فازی تعادل برتر میان پوشش تومور و حفاظت اندام ایجاد کرد و پتانسیل بالایی  MOEAدر مجموع،  .رساند

 .شده نشان دادسازیبرای پرتودرمانی شخصی
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 با الگوریتم پیشنهادی ||-SPEAو  ||-NSGA: مقایسه الگوریتم های 1شکل 

 گیرینتیجه .7
سازی زاویه و وزن پرتوها زمان بهینهفازی یکپارچه برای هم II -NSGAبار چارچوبدر این پژوهش، برای نخستین

خاب ترجیحات کیفی پزشک را به فرآیند انت« آنگاه-اگر»گیری فازی با توابع عضویت و قواعد ارائه شد. لایه تصمیم
 کاهش و پوشش 11۳های حساس برتری روش را نشان داد: دوز اندام ۹۹۳ماری با اطمینان تزریق کرد. نتایج آ

PTV 2۳  کار تا تهاجمی را فراهم های محافظهتر شد و امکان انتخاب طرحگسترده ۳2۳افزایش یافت. جبهه پارتو
ن فقیت روش را تأیید کرد. ایبیشتر شد و اعتبارسنجی روی داده واقعی بیمار پروستات مو 1۸۳کرد. زمان اجرا تنها 

 .شده و هوشمند استسازیکار، گامی مؤثر به سوی پرتودرمانی شخصی

 منابع
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سازی مسأله مسیریابی خودروهای لجستیکی در بهینه
  شرایط بحرانی

، تهران، ایران 16769-7963نور، صندوق پستی  ، استادیار گروه مهندسی صنایع، دانشگاه پیام1اسفندیار عطائی
esataei@pnu.ac.ir 

های بزرگ، موجب اختلال شدید گیریبلایای طبیعی و حوادث اضطراری گسترده، نظیر زلزله، سیل یا همه چکیده:
بی اگیری سریع و بهینه درباره مسیریشوند. در چنین شرایطی، تصمیمهای تأمین و توزیع منابع امدادی میدر شبکه

وسایل نقلیه لجستیکی نقش کلیدی در کاهش تلفات و افزایش کارایی عملیات امدادرسانی دارد. پژوهش حاضر با 
انجام  (EVRP) سازی دوهدفه برای مسئله مسیریابی وسایل نقلیه در شرایط اضطراری عمدهمدل بهینه هدف ارائه

افزایش رضایت ونقل و سازی هزینه کل حملهزمان دوهدف اصلی شامل کمینشده است. در مدل پیشنهادی، هم
اری شده، الگوریتم فراابتکمنظور حل مدل ترکیبی غیرخطی معرفیمورد توجه قرار گرفته است. به اسیب دیدگان

گیری از توسعه داده شده است که با بهره (GA) و الگوریتم ژنتیک (PSO) سازی ازدحام ذراتترکیبی مبتنی بر بهینه
کند. وجو را تسریع و از به دام افتادن در بهینه محلی جلوگیری میطبیقی جهش و انتخاب، فرآیند جستسازوکارهای ت

درصدی  01تا  01دهد که مدل پیشنهادی موجب کاهش سازی در یک سناریوی نشان مینتایج حاصل از شبیه
کلاسیک شده است. بدین  هایدر مقایسه با روش رضایت اسیب دیدگاندرصدی  05های امداد و افزایش هزینه

توزیع  ریزی بهینهبرای نهادهای مدیریت بحران در برنامه ساز تواند به عنوان ابزاری تصمیمشده میترتیب، مدل ارائه
 .منابع در شرایط اضطراری مورد استفاده قرار گیرد

 
 بحران ،ازدحام ذرات ، لجستیک اضطراری، الگوریتم فراابتکاریلیهمسأله مسیریابی وسایل نق: کلمات کلیدی

 . مقدمه1
های ناگهانی )نظیر بلایای طبیعی یا ویژه در شرایط بحرانی و بحرانهای تأمین بههای اخیر، پیچیدگی زنجیرهدردهه

یرها ها در لجستیک بحران، تخصیص بهینه مسترین چالشها( افزایش چشمگیری یافته است. یکی از بنیادیگیریهمه
 هزینه به تقاضاهای اضطراری است.دهی سریع و کمبرای پاسخونقل و ناوگان حمل

                                                        
 اسفندیار عطائی . 1
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( از جمله مسائل کلاسیک و در عین حال ضروری Vehicle Routing Problem – VRPسازی مسیر وسایل نقلیه )بهینه
ی در حوزه EVRPهای متعددی از آن همچون شود، و گونهدر مهندسی صنایع و پژوهش در عملیات محسوب می

 .(Toth & Vigo, 2014)اند مدادرسانی توسعه یافتهلجستیک ا
ی، های عملیاتسازی مسیریابی علاوه بر نقش مستقیم خود در کاهش هزینهاند که بهینهمطالعات متعددی نشان داده

 نفعان از طریق بهبود دقت وطور غیرمستقیم موجب افزایش رضایت مشتریان و ذیمصرف سوخت و زمان سفر، به
 .(Osman &Wassan, 2020; Liu et al., 2022)گردد می سرعت تحویل

دگان کننمندی دریافتیعنی کاهش هزینه کل و بهبود کیفیت خدمات و رضایت –در شرایط اضطراری، این دو هدف 
های ویژه مدل( و بهMulti-Objectiveهای چندهدفه )رو، مدلباید به شکل متوازن دنبال شوند. از این –خدمت 

 .(Li et al., 2021 Raeesi & Naderi, 2023;)اند زمان پاسخ مورد توجه گسترده پژوهشگران قرار گرفته–ترکیبی هزینه
( 0101اند. برای نمونه، در پژوهش ژائو و همکاران )های فراابتکاری متمرکز شدهمطالعات متعددی بر توسعه روش

 ,Zhao et al)در هزینه کل شده است  0۷۱کارگیری الگوریتم ژنتیک تطبیقی برای مسیریابی امدادی موجب کاهش به
زدحام ذرات و الگوریتم مورچگان به بهبود همگرایی و سازی ا( با ترکیب بهینه0100که لی و چن )؛ درحالی(2020

سازی یک هدف های موجود یا بر بهینه. با این حال، بیشتر مدل(Li & Chen, 2021)ها دست یافتند حلپایداری راه
 (.Zhang et al, 2021) اندها را لحاظ نکردههای واقعی بحرانقطعیتسازی هزینه( تمرکز داشته و یا عدم)مانند کمینه

مهم ترین خدمات امدادی شامل انتقال مصدومان به مراکز درمانی  ( در تحقیقی0931بزرگی امیری و همکاران )
قق جهت تح را در نظر گرفتند وتخلیه افراد سالم از نقاط حادثه دیده به مکان های امن و تامین اقلام مورد نیاز آن ها 

صحیح مختلط برای مکان یابی نقاط انتقال و پناهگاه ها با در  این اهداف یک مدل برنامه ریزی ریاضی خطی عدد
 دادند.نظر گرفتن محدودیت ظرفیت برای تسهیلات ارایه 

به مد ل سازی تعیین مکان هاب های امدادی با اولویت مطالبات  ( در مقاله ای093۷حسینی نژاد و همکاران)
صورت فازی در نظر گرفته شده و از روش های حل دقیق . در این مدل زمان به بپردازندمصدومین حوادث جاده ای 

 .برای حل مدل استفاده شده است NSGAII و الگوریتم فراابتکاری
ونقل )شامل هزینه کاهش هزینه کل عملیات حمل( 0دو هدف متعارض دارای گیرنده در این محیط بحرانی، تصمیم

 عبارت دیگر،به ایش سرعت تحویل به نقاط تقاضا.گویی و افزکاهش زمان پاسخ( 0 شده(سوخت، مسافت پیموده
هدف آن است که شبکه توزیع چنان طراحی شود که ضمن صرف حداقل هزینه ممکن، بتواند کالاها یا اقلام حیاتی 

سوی دیگر، در دنیای رقابتی امروز حتی در لجستیک بحران،  از دیده برساند.ترین زمان به مناطق آسیبرا در کوتاه
کنندگان خدمت به شاخصی کلیدی در ارزیابی اثربخشی عملیات تبدیل شده است. هرقدر عملیات یافترضایت در

. یابدالمللی افزایش میهای بینتر انجام شود، میزان رضایت مردم، نهادهای پشتیبان و سازمانتر و دقیقامدادی سریع
های کارا دست حلتوان به راه، میPSO–GAترکیبی ازرویکردهای فراابتکاری پیشرفته مانند الگوریتم  گیریبا بهره

 کنند.یافت که تعادلی میان هزینه و کیفیت خدمت ایجاد می
  

 یاصل یج. نتا۲
 
 . تشریح مساله۲-1
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در این پژوهش، مدلی یکپارچه در دو فاز آمادگی و پاسخ برای مکانیابی، تخصیص و مسیریابی در لجستیک امداد 
صورت سناریومحور در نظر گرفته شده و مدل بر پایه قطعیت ناشی از وقوع حادثه بهعدم بلایا ارائه شده است.

مسئله شامل دو بخش پاسخ و بازیابی بوده و از  شود.سازی میسناریوهای مختلف مانند زمان و شدت زلزله بهینه
قطعیت و هم در عدم گرایی بیشتر، مدل هم در شرایط قطعیتمنظور واقعماهیت چندهدفه برخوردار است. به

 اطلاعات بررسی شده است.
 
 مدلسازی ریاضی. ۲-۲
 

 و متغیرها  پارامترها
 𝑐𝑖𝑗 :هایجایی بین گرههزینه جابه 𝑖 و 𝑗 
 𝑥𝑖𝑗𝑘 :له نقلیه اگر وسی𝐾  از𝑖 و 𝑗 صورت صفر، در غیراین0برابر  حرکت کند  
 𝑡𝑖 : زمان پاسخ به گره𝑖 
 𝑦𝑖 :گره  اگر𝑖  در غیر اینصورت برابر صفر0خدمت رسانی شود برابر ، 
 𝑚 :تعداد وسایل نقلیه 
 𝑛 : تعداد نقاط تقاضا 
 𝑄 ظرفیت وسیله نقلیه : 
 𝑑 تقاضای منطقه اسیب دیده : 
 𝑇 زمان پاسخ : 

 
 :تابع هدف

(1) 
𝒎𝒊𝒏𝒛𝒄 = ∑ ∑ ∑ 𝒄𝒊𝒋

𝒏

𝒋=𝟎

𝒏

𝒊=𝟎

𝒎

𝒌=𝟏

𝒙𝒊𝒋𝒌 

(2) 
𝒎𝒊𝒏 𝒛𝒕 = ∑ 𝒕𝒊𝒚𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

 

 
 محدودیت ها:

∀𝑗 = 1, … . , 𝑛                                                     (3) ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘

𝑛

𝑖=0

𝑚

𝒌=𝟏

= 1 

∀𝑘 = 1, … . , 𝑚                                                    (4) ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘

𝑛

𝑖=0

= ∑ 𝑥𝑗𝑖𝑘

𝑛

𝑗=0

 

∀𝑘 = 1, … . , 𝑚                                                   (5) ∑ 𝑑𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=0

≤ 𝑄𝑘 

∀𝑖 = 1, … . , 𝑛                                                     (6) 𝑇𝑖 ≤ 𝑇𝑚𝑎𝑥 
∀𝑖 = 1, … . , 𝑛 , ∀𝑗 = 1, … . , 𝑛                               (7) 𝑑𝑖𝑗 ≤ 𝐷𝑚𝑎𝑥 

 
هزینه سوخت، مسافت )شامل  ونقلهزینه عملیات حمل کل0باشد که هدفاین مقاله شامل دو تابه هدف می 

و سرعت  را کاهش گوییزمان پاسخ 0( را کاهش می دهد و هدفشده، استهلاک ناوگان و هزینه خدماتپیموده
 9 ومحدودیت را افزایش می دهد که منظر به رضایت مشتری در نقاط آسیب دیده می شود. تحویل به نقاط تقاضا
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ای وسیلهنشان می دهد،  4محدودیت  بار توسط یک وسیله خدمت داده شود.نقطه تقاضا دقیقاً یکنشان می دهد که 
اضای نقاط هر مسیر نباید کل تقنشان می دهد،  5محدودیت  .شود باید از همان گره خارج شودکه وارد یک گره می

 را نشان می دهند.  زمان پاسخ و شعاع پوششبه ترتیب  ۷و  6باشد. و محدودیتهای بیشتر نقلیه از ظرفیت وسیله 

 یعدد یج. نتا۳
 9نقطه تقاضا و  6اگر مساله را در ابعاد متوسط و بزرگ بخواهیم حل کنیم، در ابعاد متوسط فرض می کنیم که  

وسیله نقلیه داشته باشیم.  6نقطه تقاضا و  00، و در ابعاد بزرگ واحد باشد 05یت وسیله نقلیه ظرفوسیله نقلیه و 
𝑍بصورت  ( و با در نظر گرفتن تابع هدف ترکیبی0با در نظر گرفتن اطلاعات جدول ) = 𝜆 𝑍𝑐 + (1 − 𝜆 )𝑍𝑡  که در

هیم ، خوامی باشدگیرنده بین هزینه و رضایت مشتری )از طریق زمان پاسخ( دهی ترجیح تصمیمضریب وزن 𝛾 آن
 داشت:

 ( نشان داده شده است.0که نتیج در جدول ) .استفاده شده است PSO–GA برای حل مدل فوق، از الگوریتم ترکیبی
 . مثال عددی سناریوی متوسط0جدول

 𝑖 فاصله از مرکز)کیلومتر( (sزمان پاسخ) تقاضا)واحد(
5 00 ۷ 0 
9 05 3 0 
6 01 5 9 
4 06 00 4 
5 04 8 5 
0 08 01 6 

 
 PSO–GA. نتایج حل با الگوریتم 0جدول

هدف  (𝑍𝑐هزینه) (𝑍𝑡زمان) رضایت)%( مسیرهای بهینه
 (𝑍ترکیبی)

λ  

[[1,3,5],[2,4,6]] 3025 081 411 290 120 
[[1,2,3],[4,5,6]] 8628 001 981 315 125 
[[1,5],[2,3,4,6]] 8021 061 951 358 128 

 
 شود.حاصل می ،بیشتر پاسخ هزینه کمتر و زمان λ با افزایش( نشان می دهد که 0شکل )
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هزینه کل بر اساس زمان پاسخگویی. نمودار 1شکل  

 گیرییجه. نت۴
( با اهداف کاهش هزینه و زمان پاسخ ارائه شد. برای EVRP مسیریابی وسایل نقلیه اضطراری ) مسئلهمدل دوهدفه

استفاده گردید تا تعادل میان دو هدف تحلیل شود. نتایج نشان داد افزایش  PSO–GAحل آن از الگوریتم ترکیبی 
 00ی پارتو شود و بالعکس. در سناریوی بزرگ، جبههمی( موجب کاهش هزینه و افزایش زمان پاسخ  λوزن هزینه )

 𝜆ی میانی ای معکوس و غیرخطی میان دو هدف را نشان داد. بازهغیرغالب ایجاد کرد که رابطهی نقطه ≈ 0.4– 0.6 
گیری دهد. در نتیجه، مدل و الگوریتم پیشنهادی ابزاری مؤثر برای تصمیمبهترین مصالحه میان هزینه و زمان را ارائه می

 شود.در لجستیک اضطراری و مدیریت عملیات پاسخ محسوب می

 منابع
ی در مدیریت بحران رسانسازی مکانیابی هاب زنجیره امدادمقدم، مدلتوکلیر.و  ماکوییا. نژاد، حسینیس.ف.  -0

 .093۷، 9مار شپژوهشنامه حمل و نقل،  ،ایبر مبنای نیاز مصدومین تصادفات جاده
 توزیع و افراد تخلیه برای تخصیص مکانیابی مدل ارائه، حاصلی مراد ن. توکلی و صبوحی، ز.ف.  امیری، بزرگیع. -0

 .0931، ۷3ره  شماتولید، مدیریت و صنایع مهندسی المللی نشتریه بین ،بحران به پاسخ فاز در امدادی های کمک
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 یکلان خط هایمدلنه در یه كنترل بهیكاربرد نظر

 m.ehsanfar@pnu.ac.irنور، تهران، ایران.  ، استادیار، گروه علمی اقتصاد، دانشگاه پیام1فرمحمدحسین احسان 
 m.pourgorban@pnu.ac.irنور، تهران، ایران.  محمدرضا پورقربان، استادیار، گروه علمی اقتصاد، دانشگاه پیام

 

امکان  رندگانیگمیبه تصم رایز کند، فایا یدیکل ینقش یاقتصاد یگذاراستیدر ستواند می نهیکنترل به هینظر چکیده:
 کنند. نییمنابع و اهداف چندگانه تع تیمحدود طیرا در شرا یکلان اقتصاد یرهایمتغ یبرا نهیبه یرهایتا مس دهدیم

تصاد ان مباحث اقیساده از اقتصاد كلان است كه بتواند تعامل م یك الگویل ین و تحلین پژوهش، تدویا یاصل هدف
مورد استفاده  1011تا  1731دوره  یزمان یسر یهان كند. دادهییمند تبنظامصورت نه را بهیه كنترل بهیو نظر یاثبات

اند. سپس برآورد شدهبه عنوان محدودیت سیستم کنترل،  17ایویوز رافزااز نرم یریگمدل با بهره بیقرار گرفته و ضرا
ت یضعو یرهاینه متغیر بهیقاد، ممتلبافزار شده در نرمنه و محاسبات انجامیكنترل به یبا استفاده از چارچوب نظر

 ( استخراج شده است.1011تا  1011) ینیبشیدوره پ یو كنترل برا
 .درجه دوم یمسائل خط  ،الگوی اقتصاد کلان، نظریه کنترل بهینه کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
ت گیری شود که بتوانند این تأثیراهایی بهرهکند از روشایجاب می ،در اقتصاد، تعامل پویا و پیچیده میان متغیرها

سازی و تحلیل کنند. یکی از ابزارهای قدرتمند در این زمینه، نظریه کنترل بهینه است که مسیر درستی مدلمتقابل را به
 .کندزمانی متغیرها را در چارچوبی ریاضی و منطقی تعیین می

مطرح ( 1۳7۳شین )و مک( 1۳73گردد که نخستین بار توسط والتین )تغییرات بازمیهای این نظریه به حساب ریشه
می توسعه صورت رسیابی را بهشد. سپس پونتریاگین و همکارانش با ارائه اصل حداکثر پونتریاگین، شرایط بهینه

ی آن در هدایت و کنترل دلیل توانایدادند. گرچه این نظریه ابتدا در علوم مهندسی و فیزیک کاربرد داشت، اما به
، چاو (1۳37توان در آثار پیندیک )هایی از کاربرد آن را میسرعت وارد حوزه اقتصاد شد. نمونهمتغیرهای پویا، به

 .مشاهده کرد( 1۳3۱کندریک ) و (1۳3۱)
جمله تیلور  زهایی اهای اقتصادی تبدیل شد. پژوهشهای بعد، کنترل بهینه به ابزاری کلیدی در تحلیل سیاستدر دهه

، سوئدان و کالاجی (۰111چتی و ارمان )، سی(1۳۹۳، پتی )(1۳۹3، برگستروم )(1۳۹۱، گاندلفو و پتی )(1۳3۳)
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 مالیپولی و  های سیاست و سازی اقتصاد کلاندهنده گسترش این رویکرد در مدلنشان( ۰11۹و میرر )( ۰11۱)
 .هستند

ل کنتر هایمدلهای اقتصادی افزایش یافت. سازی عدم قطعیت در سیستمتمرکز بر روی مدل ۰111ابتدای دهه  از
های نامطمئن و مدیریت سبد های بهینه پولی تحت شوکبهینه تصادفی برای بررسی مسائلی مانند سیاست

ل حل معادلات دیفرانسیریزی پویا و های برنامهگذاری تحت نوسانات بازار استفاده شدند. در این میان، روشسرمایه
هالی و هالیت، ) .بلمن( به ابزارهای کلیدی برای حل این مسائل تبدیل شدند-ژاکوبی-جزئی )مانند معادله همیلتون

اقتصادی در کلان  هایمدلنه در  یه كنترل بهیكاربرد نظردر این پژوهش به  (۰1۰1؛ هوسویا، ۰111؛ وبر، ۰111
 ایران پرداخته می شود.

 

 اسی تحقیقشنروش. ۲
 . مدل ریاضی تحقیق ۲-1

ده و یدان گریاز مقالات ب یاریكه در بس یشتر مسائل كنترل اقتصادیبدر بحث روشناسی تحقیق باید بیان داشت که 
 یخطمسائل  یکی: باشندمی میت به دو گروه قابل تقسی. مسائل قطعباشندمی نوع مساله کنترل قطعیحل شده اند، از 

  ۰.یعموم یر خطیمسائل غ یگریو د 1دجه دوم
درجه دوم  7اریك تابع معینگونه مسائل شامل ی. اه استاستفاده شد (QLP)درجه دوم  ین مقاله از مسائل خطیدر ا
ستم یار به صورت انتگرال  و سیوسته تابع معی. در مسائل زمان پباشدمی یستم معادلات خطیك دسته سی یز دارایو ن

گسسته تابع ملاك به صورت حاصل جمع  یدر مسائل زمان است. یل خطیفرانسیمعادلات به صورت معادلات د
 مسایلها ودادهبا توجه به اینکه در اقتصاد با . باشدمی یستم معادلات به صورت معادلات تفاضلیتحت زمان و س

ت یدودك و با محمم كردن تابع ملاینیدرجه دوم بمنظور م یك مسأله خطیمسأله ما با برو هستیم، لذا وگسسته ر زمانی
 مرتبه اول شروع خواهد شد.  یخط یك مجموعه از معادلات تفاضلی
. بعنوان مثال باشندمی 0یگردیدرجه دوم پ یخط هایمدلاز نوع درجه دوم در اقتصاد  یكنترل خط هایمدلشتر یب

ه یك مساله پایمعمولا به عنوان  هامدلاین  اند.استفاده شده( Chow( و چاو ) Pindyckك )یندیتوسط پ این مدل ها
بعنوان تابع ملاك استفاده  مقالهن یكه در ا یگردیدرجه دوم پ یرود. مدل خطیبکار م یمحاسبات یتمهایدر الگور

 ر است:یبه قرار زو همچنین محدودیت سیستم معادلات شود یم

𝐽 =
1

2
(𝑥𝑁 − 𝑥̃𝑁)′𝑊̂𝑁(𝑥𝑁 − 𝑥̃𝑁) + ∑ [

1

2
(𝑥𝑘 − 𝑥̃𝑘)′𝑊̂𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥̃𝑘) +

1

2
(𝑢𝑘 − 𝑢̃𝑘)′Λ̂𝑘(𝑢𝑘 − 𝑢̃𝑘)]

𝑁−1

𝑘=

 

 ستم معادلاتیت سیبا محدود
𝑥𝑘−1 = 𝐴𝑘𝑥𝑘 + 𝐵𝑘𝑢𝑘 + 𝑐𝑘           𝑘 = , 1, 2, …   𝑁 − 1 

 𝑥داده شده    ه: یط اولیو شرا
 :شودیف میر تعریهر كدام از نمادها به صورت زكه 
𝑥̃𝑘ت مطلوب،ی: بردار وضع 

                                                        
1 - quadratic linear problems (QLP) 
2 -  general nonlinear problems. 
3 -criterion function. 
4 - the quadratic linear tracking model. 
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𝑢̃𝑘 ،بردار كنترل مطلوب : 
𝑥𝑘دوره  یت برای: بردار وضعk  باn ،عنصر 
𝑢𝑘 دوره  ی: بردار كنترل براk  باm ،عنصر 

𝑊̂𝑁 ر مطلوب،یت منحرف شده از مسیر وضعیس وزن متغی: ماتر 
Λ̂𝑘 ر مطلوب،یر كنترل منحرف شده از مسیس وزن متغی: ماتر  
𝐴𝑘 س ی: ماترn*n، 
𝐵𝑘 س ی: ماترn*m، 
𝑐𝑘 با   ی: بردارn ،عنصر 
 
 . مدل اقتصادی تحقیق ۲-۲

ر كنترل یت و دو متغیر وضعیبوده كه شامل دو متغ ( Abel)و ابل  ( Chow)چاو یاز كارها ،هیپا یمدل اقتصاد
ن مدل ما را یمورد استفاده قرار گرفته است. ا یتجرب یاستهایاز س یبعض یاجرا یات كنترل برایكه در ادب باشدمی
ستم معادلات آن یرا س ین مدل اقتصادیكنترل ا یتئور یبدنه اصلتر رهنمون خواهد ساخت. دهیجیپ هایمدلبه 

م یتوانین آن میله تخمیان داشته و بوسینده و اصل شتاب را بیب فزایساده، ضر ین مدل اقتصادیدهد. ایل میتشک
 ر است:یصورت زبه تحقیق كلان  یم. مدل اقتصادییل نمایكنترل تبد یك مدل تئوری شکلآنرا به 

𝐶𝑘 = 𝑎 + 𝑏 𝑌𝑘 
𝐼𝑘 = 𝑒 + 𝑓 (𝑌𝑘 − 𝑌𝑘−1) 

𝑌𝑘 = 𝐶𝑘 + 𝐼𝑘 + 𝐺𝑘 
 شود:یف میر تعریر به صورت زیكه هر متغ

𝐶𝑘 1011مت ثابت یبه ق یشخص ی: مخارج مصرف 
𝐼𝑘1011مت ثابت یبه ق یناخالص خصوص یه گذاری: مخارج سرما 

𝐺𝑘1011ثابت مت یكالا ها و خدمات به ق یرو ی: مخارج دولت 
𝑌𝑘بجز خالص صادرات كالا و خدمات( 1011مت ثابت یبه ق ید ناخالص ملی: تول(. 

ا وارد چاو و ابل ب .دهدیرا ارائه نم ین قابل قبلیتخم یل ملاحظات اقتصاد سنجیبالا بدل ین دو معادله رفتاریتخم
 كردند: یر را معرفیل زبه شکل خلاصه شده مد یل مدل از شکل ساختاریو تبد (𝑀𝑘)كردن عرضه پول 

𝐶𝑘+1 = 𝜃 + 𝜃1𝐶𝑘 + 𝜃2𝐼𝑘 + 𝜃3𝐺𝑘 + 𝜃4𝑀𝑘 
𝐼𝑘+1 = 𝛼 + 𝛼1𝐶𝑘 + 𝛼2𝐼𝑘 + 𝛼3𝐺𝑘 + 𝛼4𝑀𝑘 

ت و مخارج یوضع یرهایبعنوان متغ (𝐼𝑘) یه گذاریو مخارج سرما (𝐶𝑘) یبالا مخارج مصرف فرم خلاصه شده در
 شوند. یم یكنترل معرف یرهایبعنوان متغ (𝑀𝑘)و عرضه پول (𝐺𝑘) یدولت

 

 گیرییجهنتهای تحقیق و یافته. 3
 و همچنین مدل اقتصاد کلان و فرم خلاصه شده آن توضیح داده شد. یگردیدرجه دوم پ یمدل خطدر قسمت قبل 
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 هفرم خلاصه شده مدل بگردد. ابتدا مدل اقتصادی به عنوان محدودیت مساله کنترل برآورد می ،اکنون برای حل مدل
به  و دیبرآورد گردبه عنوان محدودیت سیستم، ران یكشور ا یبرا 1011 یال 1731 یزمان یسر یهاله دادهیوس

 :استر یصورت ز
𝐶𝑘+1 = 2831931.85 + 0.81432𝐶𝑘 +  0.08832𝐼𝑘  −  0.2946𝐺𝑘 + 0.09048𝑀𝑘 
𝐼𝑘+1 = 55389.101 −   0.30713𝐶𝑘 + 0.58594𝐼𝑘 + 0.088416𝐺𝑘 +  0.1804𝑀𝑘 

 :استر یت به صورت زیم. محدودیسینوت مدل كنترل مییستم معادلات محدودیرا تحت سن مدل یا

𝑢k = [
𝐺𝑘

𝑀𝑘
] 𝑥k = [

𝐶𝑘

𝐼𝑘
] 𝑋𝑘+1 = 𝐴𝑘 𝑋𝑘 + 𝐵𝑘  𝑢𝑘 + 𝑐𝑘 

 د.شوبا توجه به برآورد معادلات بالا، ضرایب برآوردی در سیستم معادلات محدودیت مدل کنترل جایگزین می

𝑐 =  [
2831931.85
55389.101

] 𝐵 =  [
− 0.2946 0.09048
 0.088416 0.1804

] 𝐴 = [
0.81432 0.08832

−  0.30713  0.58594
] 

ن ی. بنابراباشدمی  1011سال  یبرا یه گذاریر مشاهده شده مصرف و سرمایه مدل در اصل همان مقادیشرط اول
 م:یدار

𝑥0 = [
31017011.54
2326278.24

] 
 رد:یگیر در نظر میرا به صورت ز )k𝑢̃(و بردار كنترل مطلوب )k𝑥̃(ت مطلوب یبردار وضع (1986a)ك یكندر

𝑢̃ = (1.03)𝑘 [
9880265.32

34271132.24
] 𝑥̃ = (1.03)𝑘 [

31017011.54
2326278.24

] 
را  یحدود سه درصد یت و كنترل، رشدیر وضعیهر دو متغ یمطلوب برا یرهایدارد كه مسیان مین دو معادله بیا

. شدبامیر یها به صورت زس وزنیك ماتریبر اساس كندر همچنیندهد.  یم له مدل پوششیمساله بوس یدر افق زمان
و  10ر یهدف و از مقاد یاصل یرهایمتغ یبعنوان وزنها 10ا یو  100، 1000ر یمعمولا مقاد هامدلنگونه یا یدر طراح

 اند. هدف استفاده نموده یفرع یرهایمتغ یبه عنوان وزنها 1
Λ̂𝑘 =  [

1 

 1
] Ŵ𝑘 =  [

1 

 1
] 𝑊̂𝑁 =  [

1 

 1
] 

 یبرا ریت و كنترل به صورت زیوضع یرهاینه متغیر بهیحل شده است. بعد از حل مدل مقاد متلبمدل در نرم افزار 
 د.یآیهر دوره بدست م

 ال(ی)اعداد به میلیارد ر  هدفهای سال یت و كنترل طیوضع یرهاینه متغیر بهیمقاد( 1جدول ) 

  یافق زمان
 ر كنترلیمتغ تیر وضعیمتغ

 عرضه پول یمخارج دولت یخصوص یه گذاریسرما یشخصمصرف 
 نهیمقدار به نهیمقدار به نهیمقدار به نهیمقدار به

1401 31017011.54 23262778.24 9970236.235 34521718.84 
1402 33933455.27 23436016.21 10938595.6 44284981.62 
1403 33412446.26 24850468.36 10414168.41 35773202.44 
1404 34946039.36 25880702.58 10750099.39 38908618.01 
1405 36476342.23 27501490.31 ------ ------ 

 متلبحقق در برنامه تمنبع : محاسبات 
فظ رشد ن حیبر توازن ب یمیر مستقیها و اهداف مطلوب تأثدهد كه انتخاب وزنینشان مایج ن نتیل ایه و تحلیتجز

از ه ات كیها با مطالعات مشابه در ادبافتهین یدارد. ا یو پول یمال یهااستیجادشده توسط سیو كنترل نوسانات ا
QLP راستا استاند هماستفاده كرده یاقتصاد یهااستیل سیتحل یبرا. (Chow, 1۳31; NBER policy studies, 

۰11۳.) 
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سازی بر سرعت  های بهینه بررسی جامع تأثیر الگوریتم 
   های یادگیری عمیق همگرایی و تعمیم مدل 

 نور،  پیام، دانشگاه  مهندسی کامپیوتر و فناوری اطلاعاتگروه  یعلم ئتیه عضو  ،1مهدی نصرتی 
 nosrati@pnu.ac.ir ، تهران، ایران19396-3697صندوق پستی 

مدل   سالهایدر    چکیده: رشد  آناخیر  آموزش  برای  بزرگ  محاسباتیِ  تقاضای  و  عمیق  یادگیری  به  های  نیاز  ها، 
سازی  بهینههای  در این مقاله، نقش و تأثیر الگوریتم  .اعتماد را افزایش داده استسازی سریع و قابلهای بهینهالگوریتم

مطالعه روش    شده است.بررسی    سرعت همگرایی و توان تعمیم   معیار   اساس دوهای یادگیری عمیق بر  در آموزش مدل 
،    L-BFGSهای شبه نیوتنی مانند  و خانواده روش  AdamWو    Adamو مشتقات تطبیقی مانند    SGDهای گرادیانی  

K-FAC   و نسخه هایKronecker-factored و نیز الگوریتم SAM ،با اینکه  های تطبیقی  دهد که روشنتایج نشان می
کمتر است.   SGD ها نسبت بهدر بسیاری از موارد، دقت تعمیم آندارند، ولی  معمولاً سرعت همگرایی اولیهٔ بالاتری  

توانند تعادلی مطلوب بین  میبا مدیریت بهینهٔ هزینهٔ محاسباتی و حافظه    2ساختارآگاه نیوتنی  های شبهدر مقابل، روش
ارائه دهند. همچنین، روش با کنترل هندسه  به SAM مانند   هاییسرعت و دقت  برای بهبود تعمیم  ابزارهایی  عنوان 

 . گیرندمورد استفاده قرار میفضای خطا 
 نیوتنی سازی، یادگیری عمیق، گرادیان کاهشی، شبهبهینه  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
های  ها باعث شده است که چالشها و مدل های عصبی عمیق و افزایش مقیاس دادهطراحی شبکهپیشرفت سریع در  

تبدیل شود. آموزش مدل بهینه از محورهای اساسی در هوش مصنوعی  به یکی  تا میلیاردها  هایی با میلیونسازی  ها 
الگوریتم در عین حاپارامتر مستلزم  و  بوده  نظر محاسباتی کارا  از  است که  ارائه دهندهایی  تعمیم مطلوبی  توان    .ل 

سال  در  دارد.  نهایی  مدل  و کیفیت  پایداری،  آموزش،  زمان  بر  مستقیمی  تأثیر  مناسب  الگوریتم  اولیهٔ  انتخاب  های 
مانند  های گرادیانیادگیری عمیق، روش با رشد مدل  3SGDپایه  اما  داشتند؛  رواج  مومنتوم  با  های  ها، روشهمراه 

از حدود سال  محبوبیت یافت  AdaGradو   4Adam  ،RMSPropتطبیقی نظیر   با این حال،  به بعد شواهد    2۰2۰ند. 

 
 نويسنده مسئول  . 1

2 Structure-Aware Quasi-Newton 
3 Stochastic Gradient Descent 
4 Adaptive Moment Estimation 
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 دارند SGDتری نسبت به  شوند، ولی تعمیم ضعیفتر همگرا میهای تطبیقی گرچه سریعاند که روشتجربی نشان داده
از اطلاعات مرتبهٔ دوم استفاده می K-FACیا   L-BFGSنیوتنی مانند  های شبهاز سوی دیگر، روش.[3–1] کنند،  که 

های جدیدی  [. همچنین روش4,5همگرایی بالاتری دارند ولی نیازمند حافظه و توان محاسباتی بیشتری هستند ]سرعت  
تیزی مینیمم  5SAM   مانند   بهبود بخشنداند تعمیم را بهها توانستهبا کنترل  های نظری  ابتدا پایه.   [6,7]طور مؤثری 
  ،L-BFGS  مانند  نیوتنیهای شبهو خانوادهٔ روش AdamW و Adam و مشتقات تطبیقی مانند SGD) )های گرادیانیروش

شوند. سپس شواهد تجربی  تشریح می Kronecker-factored   های و نسخه  (  K-FAC) تقریب انحنا با فاکتور کرونکر
هایی عملی  توصیهگیرد. در پایان،  های هر رویکرد مورد نقد قرار میو تحلیلی گردآوری شده و نقاط قوت و محدودیت

 .شودسازها در سناریوهای واقعی و مسیرهای تحقیقاتی آینده ارائه میبرای انتخاب بهینه
 

   ها و اصول پایهالگوریتم. ۲
 (SGD) پایههای گرادیان روش . ۲-1
یب آن با  کند. ترکروزرسانی میهای تصادفی، پارامترها را در جهت منفی گرادیان بهبا استفاده از نمونه   SGDروش  

شود. این روش به دلیل تمایل به یافتن  تر میبندی نرخ یادگیری باعث پایداری بیشتر و همگرایی سریعمومنتوم و زمان
 .[2,3] ها داردهای تخت، اغلب تعمیم بهتری نسبت به سایر روشمینیمم
  سازهای تطبیقیبهینه. ۲-۲

نسخه AdaGrad  ،RMSProp  ،Adamهای  الگوریتم اصلاحو  مانند  های  آن  نرخ   AdamWشدهٔ  خودکار  تنظیم  با 
های تیز قرار بخشند. با این حال، ممکن است مدل در مینیممیادگیری برای هر پارامتر، همگرایی اولیه را سرعت می

 .[1,7] شودگیرد که موجب افت تعمیم می
   نیوتنیهای شبه روش . ۲-3
مانند  های شبهروش برداشتن گام   L-BFGSو   BFGSنیوتنی  برای  ماتریس هسین  تقریب  در فضای  از  مؤثرتر  های 

می استفاده  نسخهپارامتر  مدرنکنند.  نظیر  های  اطلاعات  K-FACتر  بهینه  6فاکتورسازی کرونکری،  برای  سازی  را 
 .[4,5] گیرندقبول به کار میهای بزرگ با هزینهٔ قابلشبکه

 محور های هندسه روش . ۲-4

های  دهد، به یافتن مینیممای که حساسیت تابع هزینه به تغییرات پارامترها را کاهش میبا افزودن مؤلفهSAM 7روش  
میتخت کمک  نسخهتر  پیشرفتهکند.  مانند  های  در   Surrogate Gap Minimizationو   GSAMتر  بهتری  عملکرد 
 .[8–6] اندهای بزرگ نشان دادهشبکه

 

 
5 Sharpness-Aware Minimization 
6 Kronecker factorization 
7 Sharpness-Aware Minimization 
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   تحلیل تأثیر بر سرعت و دقت. 3
 

 سرعت همگرایی  .3-1
کنند. با  صورت پویا تنظیم میتر هستند، زیرا نرخ یادگیری را بههای تطبیقی در مراحل اولیهٔ آموزش معمولاً سریعروش

تر و  های بزرگتوانند گامدر شرایطی که منابع کافی موجود است، می K-FACنیوتنی مانند  های شبهاین حال، روش
 .[4] تری داردنمؤثرتری بردارند، هرچند هر گام محاسبات سنگی

 دقت و توان تعمیم  .3-۲
کند و در نتیجه تعمیم  تر را کشف میهای تختهای تطبیقی، مینیممنسبت به روش   SGDاند که  مطالعات نشان داده

[. ترکیب 1های تیزتر گیر کند ]تر است، اما ممکن است در مینیممگرچه سریع Adam[. در مقابل،  2,3بهتری دارد ]
و نیز  .  [8–6] تواند این ضعف را تا حدی برطرف کندمی   SAMمحور مانند  کارگیری اصلاحات هندسهها یا بهروش

مسائل نامتعادل، به ویژه در زمینه های پزشکی و بیوانفورماتیک، نشان    در مدیریت الگوریتم های فرگشتی ازاستفاده  
دهد ولی هزینه محاسباتی  ولی گرچه این روش دقت را افزایش می  دهنده کارایی و قابلیت های این روش ها است

  .[10]دارد  زاییتصویر نقش بسساز مناسب در بهبود کیفیت همچنین انتخاب بهینه.   [9]بالایی دارد
 

 گیری یجه. نت4
شود از  سازی نهایی توصیه میمنطقی است، اما برای بهینه   AdamWیا     Adamها، استفاده از  مدل   یدر فاز آموزش

SGD   نیوتنی مانند  های شبهای، روشهایی با ساختار کرونکر یا لایهدر معماری .ها استفاده شودیا ترکیب روشK-

FAC   محور مانند  های هندسهروش .انتخاب مناسبی هستندSAM توانند شکاف میان تعمیم و سرعت را کاهش  می
 .رداختپتر هزینهٔ زمانی، مصرف حافظه و هندسهٔ فضای خطا  های آتی باید به تحلیل دقیقپژوهش. در دهند
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 ،سازی معادلات ساختاری در تحقیقات علوم رفتاریمدل
 شناختیهای روشبررسی مزایا و چالش

 
 مهسا مختاری*   

 گروه معماری، دانشگاه پیام نور، تهران، ایران
 Mokhtari.m@pnu.ac.ir 

 

ای طور فزایندهعنوان یک رویکرد آماری چندمتغیره قدرتمند، بهبه (SEM) سازی معادلات ساختاریمدل چکیده:
های سازهای همچون معماری برای بررسی روابط پیچیده بین رشتههای میاندر تحقیقات علوم رفتاری و حوزه

ختی شناهای روشگیرد. هدف این مقاله، ارائه یک بررسی از مزایا و چالشناپذیر )پنهان( مورد استفاده قرار میمشاهده
سازی صریح متغیرهای پنهان با در نظر شامل قابلیت مدل SEM ها است. مزایای کلیدیدر این حوزه SEM کارگیریبه

های نظری پیچیده شامل روابط مستقیم و غیرمستقیم، انجام تحلیل مون مدلگیری، توانایی آزگرفتن خطای اندازه
 هایپذیر برای مقایسه مدلگیری، و ارائه چارچوبی انعطافبرای اعتبارسنجی ابزارهای اندازه (CFA) عاملی تأییدی

 اریمعم فضاهای در انانس تجربه جمله از –های رفتاری و ادراکی تری از پدیدهها درک عمیقرقیب است. این ویژگی
توان به نیاز ها میهای مهمی نیز همراه است که از جمله آنبا چالش SEM از استفاده حال، این با. آورندمی فراهم –

برازش به حجم نمونه بزرگ، پیچیدگی ذاتی و لزوم دانش آماری بالا، حساسیت به نقض فرضیات آماری، و خطر بیش
های غیرقابل قبول نیز از دیگر حلقوع اشاره کرد. علاوه بر این، پتانسیل بروز راهمدل در صورت اصلاحات پس از و

شناختی است که نیازمند دقت و تجربه محقق است. این مقاله با برجسته کردن اهمیت درک کامل معایب روش
رعایت دقیق اصول  کند تا با، به پژوهشگران در علوم رفتاری و معماری توصیه میSEM هایها و محدودیتقابلیت
شناختی و در نظر گرفتن ملاحظات عملی، از این ابزار برای اعتباربخشی و پیشبرد دانش در رشته خود روش
 .برداری کنندبهره

 .شناسیمعایب، روش ا وسازی معادلات ساختاری،علوم رفتاری، معماری، مزایدلم کلمات کلیدی:
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 مقدمه .1
 

هایی نظیر روانشناسی و علوم رفتاری، اغلب با مفاهیم انتزاعی و ویژه در شاخهانسانی، بهمطالعات در حوزه علوم 
این مفاهیم که  .(Hair et al., 2021) گیری نیستندطور مستقیم قابل مشاهده یا اندازهچندوجهی سروکار دارند که به

 پذیرهای مشاهدهای از شاخصطریق مجموعهشوند، از شناخته می (Latent Variables) «نمتغیرهای پنها»تحت عنوان 
(Observed Variables) یکیفیت زندگ»، «رضایت شغلی»شوند. برای مثال، در روانشناسی مفاهیمی چون ارزیابی می »

طور ، به«حس مکان»یا « ادراک از فضای معماری»و در رشته معماری، مفاهیمی همچون « شدهاسترس ادراک»یا 
های متعدد سنجیده گیری نیستند، بلکه باید با استفاده از ابزارهایی نظیر پرسشنامه و تحلیل شاخصمستقیم قابل اندازه

 .شوند
کند که پژوهشگران بخواهند روابط پیچیده و همزمان بین این متغیرهای پنهان را تحلیل چالش اصلی زمانی بروز می

ها های جدی دارند؛ این روشواریانس، محدودیت های آماری سنتی همچون رگرسیون چندگانه یا تحلیلکنند. روش
ستی لحاظ درگیری را بهتوانند خطای اندازهپذیر هستند و نمیمعمولاً تنها قادر به تحلیل روابط بین متغیرهای مشاهده

 .های نظری وجود داردهای جانبدارانه و کاهش دقت مدلر نتیجه، احتمال تخمیند  .(Ullman, 2006) کنند
عنوان رویکردی قدرتمند به (Structural Equation Modeling – SEM) سازی معادلات ساختاریراستا، مدل در این

ن روش امکان تحلیل . ای (Yuan & Bentler, 2006)دهدها ارائه میپذیر، پاسخی جامع به این محدودیتو انعطاف
ها از طریق تحلیل عاملی ری، اعتبارسنجی سازهگیهمزمان روابط پیچیده میان متغیرهای پنهان، لحاظ خطای اندازه

 ,Abd-El-Fattah)د آورهای برازش متنوع را فراهم میهای پیچیده با شاخص، و آزمون تجربی نظریه(CFA)ی تأیید
2010; Hair et al., 2021; Kline, 2023)همین دلیل،  . بهSEM  ه تنها در روانشناسی و علوم رفتاری، بلکه در ن

 به – دارد حیاتی اهمیت فضا در انسانی تجربه و ادراک مطالعه که جایی –ای مانند معماری رشتههایی میانحوزه
 .است شده تبدیل پژوهش علمی هایبنیان تقویت برای کارآمد ابزاری

های آن است. نیاز به حجم نمونه بزرگ، ها و محدودیتمستلزم درک عمیق از قابلیت SEM با وجود این، کاربرد
برازش در اصلاح مدل، و احتمال بروز مفروضات آماری، خطر بیشسازی و تفسیر، حساسیت به پیچیدگی در مدل

شوند. بنابراین، پژوهش حاضر با تأکید های جدی این رویکرد محسوب میهای غیرقابل قبول، از جمله چالشحلراه
ادلات سازی معهای مدلهایی مانند روانشناسی و معماری، به بررسی مزایا و چالشبر اهمیت علوم رفتاری در حوزه

 را تبیین کند.گیری صحیح از این ابزار بهره، روشمند به صورتتا  پرداخته استساختاری 
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 SEMساختاری روش معادلات 

SEM هیمشاهده شده با تجز یاز داده ها یبا مجموعه ا یمدل نظر کیتناسب  زانیم شیآزما یبرا یروش آمار کی 
 ,Abd-El-Fattah) است ونیمعادلات رگرس ستمیس کی قیپنهان و مشاهده شده از طر یرهایمتغ نیروابط ب لیو تحل
ها سازه ایپنهان، که به عنوان عوامل  یرهایهنگام برخورد با متغ ژهیو( بهSEM) یمعادلات ساختار یسازمدل. (2010

 یریگازهاند ایمشاهده  ماًیقتوان مستیهستند که نم ینظر میپنهان مفاه یرهایاست. متغ دیمف شوند،یشناخته م زین
 کرد.
های ساختاری پیچیده سازی معادلات ساختاری یک روش آماری پیشرفته است که برای تحلیل و آزمون نظریهمدل

بررسی فرآیندهای علی  :کاربرد داردمانند این شود. این روش به ویژه در موارد های مختلف استفاده میدر مورد پدیده
ه تحقیقات غیرتجربی ک،  آزمون روابط پیچیده بین متغیرهای وابسته و مستقل متعدد، چندمتغیرهدر مشاهدات 

مواردی که ملاحظات ، (Hair et al., 2021, pp. 3-4)ت های آزمون نظریه در آنها به خوبی توسعه نیافته اسروش
 .(Abd-El-Fattah, 2010, p. 4) کنداخلاقی امکان طراحی آزمایشی را محدود می

 SEM  1ر مدل معادلات ساختاریانواع متغیرها د
 2متغیرهای پنهان

رتند هایی از این متغیرها عباهای نظری هستند که مستقیماً قابل مشاهده نیستند. مثالرهای پنهان یا عوامل، سازهمتغی
 ,Yuan & Bentler, 2006)و ...  اقتصادی-وضعیت اجتماعی، های شخصیتیویژگی، ضریب هوشی، هانگرش :از

p. 297) .د شونهای قابل مشاهده تعریف میاین متغیرها به صورت عملیاتی و از طریق رفتارها یا شاخص.(Abd-
El-Fattah, 2010, p. 4) 

 3متغیرهای آشکار
. این متغیرها (Hair et al., 2021, p. 4)د تقیم هستنگیری مسهای خام قابل اندازهشده، دادهمتغیرهای آشکار یا مشاهده

های پاسخ :موارد باشنداین توانند شامل کنند و میی عمل میهای زیربنایهایی برای سازهبه عنوان شاخص
 ,Abd-El-Fattah, 2010) های کدگذاری شده به سؤالات مصاحبهپاسخ، های پیشرفتنمرات آزمون، خودگزارشی

p. 4). 
غیر، از گیری این متاندازه تواند یک متغیر پنهان باشد. برایمی «توانایی ریاضی»در یک مطالعه عملکرد تحصیلی، 

، نمرات کلاسی ریاضی، های ریاضینمرات آزمون :شودبه عنوان متغیرهای آشکار استفاده می گفته شده هایشاخص
 .(Abd-El-Fattah, 2010, p. 11)ز آموهای ریاضی دانشارزیابی معلمان از مهارت

متغیرهای پنهان  -1ر معادلات ساختاری تقسیم بندی انواع متغیرهاست که به دو قسمت مفاهیم کلیدی دیگر د
 -2.شوندمعادل متغیرهای مستقل هستند و باعث تغییر در سایر متغیرهای پنهان مدل می یمتغیرهاا شامل زبرون

غیرهای قیم یا غیرمستقیم متاین متغیرها معادل متغیرهای وابسته هستند و تحت تأثیر مست: زامتغیرهای پنهان درون
همچنین امکان بررسی روابط بین مدل معادلات ساختاری  (Abd-El-Fattah, 2010, p. 11).زا قرار دارندبرون

 ,.Hair et al) کندهای پیچیده کمک میکند، که به درک بهتر پدیدهمتغیرهای پنهان در یک مدل ساختاری را فراهم می
2021, p. 5). 

 متغیرهای وابسته و مستقل در مدل معادلات ساختاری
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 دو نوع اصلی متغیر وجود دارد: متغیرهای آشکار و متغیرهای پنهان ،(SEM) ی سازی معادلات ساختاردر مدل
(Hair et al., 2021, pp. 4-5)های خام قابل شوند، داده. متغیرهای آشکار، که با مستطیل یا مربع نمایش داده می

. در (Abd-El-Fattah, 2010, p. 4) دهندهای نظرسنجی را ارائه میگیری مستقیم مانند نمرات آزمون یا پاسخاندازه
های نظری ، سازه(Hair et al., 2021, pp. 4-5) شونداده میمقابل، متغیرهای پنهان، که با دایره یا بیضی نشان د

و  (Abd-El-Fattah, 2010, p. 4)شوند گیری میه از طریق چندین شاخص اندازهغیرقابل مشاهده مستقیم هستند ک
 .Ullman, 2006, p) دهندها را نشان میهای شخصیتی یا نگرشمفاهیم زیربنایی مورد علاقه محقق مانند ویژگی

دهنده تأثیر یک متغیر بر متغیر دیگر هستند، در حالی که سر نشانهای تک، فلشSEM ر مسی . در نمودارهای(35
 .(Abd-El-Fattah, 2010, p. 9) دهندهای دوسر همبستگی یا کوواریانس بین متغیرها را نشان میفلش

 یریاست که نحوه اندازه گ یریاز مدل اندازه گ یپنهان و آشکار بخش یرهایمتغ نیرابطه ب ر،یمدل مس کی نهیر زمد
 یری. مدل اندازه گ(Hair et al., 2021, pp. 5-6) کند یمشاهده شده را مشخص م یرهایپنهان توسط متغ یرهایمتغ

. (Abd-El-Fattah, 2010, p. 7) کشد یم ریمشاهده شده آنها را به تصو یارهایپنهان و مع یرهایمتغ نیب یوندهایپ
مشاهده شده(  ری)متغ یاضیآزمون ر کیت تواند نشان دهد که چگونه نمرا یم یریمدل اندازه گ کیمثال،  نبه عنوا
  SEM. مدل کامل (Abd-El-Fattah, 2010, pp. 9-10) پنهان( مرتبط است ریدانش آموز )متغ یاضیر ییبا توانا

 ,Abd-El-Fattah) کشدیم ریپنهان را به تصو یرهایخود متغ نیاست که روابط ب یمدل ساختار کیشامل  نیمچنه
2010, pp. 6-7). 

 مدل معادلات ساختاری 
 هینظر کی لیو تحل هیتجز یبرا یدییتا یکردیاست که رو یروش آمار کی( SEM) یمعادلات ساختار یمدل ساز

 Hair) استفاده کرد ریمتغ نیچند نیب دهیچیروابط پ یسازمدل یتوان از آن برا یدارد. م دهیپد کیدر مورد  یساختار
et al., 2021, p. 3)ایآ نکهی. ا SEM ر،یخ ایمناسب است  تی فضااحساس امنیت یا ادراک فرد از راح یریگاندازه یبرا 

 نیدر ا SEMنحوه استفاده از  با مثال  قسمت نیا در آن رفتارها دارد. یریگو اندازه یسازبه نحوه مفهوم یبستگ
 بر اساس اطلاعات منابع آمده است: نه،یزم

 مثال مدل معادلات ساختاری در علوم رفتاری و معماری
نظر  پنهان( در یرهایمشاهده )متغ رقابلیو غ ییربنایز یبه عنوان ساختارها تیپنهان: اگر انتخاب و اولو یرهایمتغ

 «احساس امنیت در فضاهای عمومی» مثال ی. برا(Hair et al., 2021, p. 4) استفاده کرد SEMتوان از  یشوند، م گرفته
توان ن میسنجش این سازه پنها ولی برای گیری نیستطور مستقیم قابل مشاهده یا اندازهیک متغیر پنهان است، زیرا به

استفاده افراد از یک پارک یا میدان در ساعات  تعداد دفعات:های واقعی و قابل مشاهده استفاده کرد، ماننداز شاخص
ا آمار ی شده،های نظارتی نصبتعداد دوربین شده در فضا،میزان روشنایی )لوکس نوری( ثبت روز،مختلف شبانه

طور مستقیم قابل مشاهده، ها آشکار هستند زیرا بهاین داده .واقعی حضور افراد در فضاهای عمومی در ساعات شب
به طور  .عمل کنند SEM عنوان اندیکاتورهایی برای احساس امنیت در مدلتوانند بهاند و میگیریندازهشمارش یا ا

. (Hair et al., 2021, p. 4) آشکار خواهند بود ایمشاهده شده  یرهای، متغیواقع یهاانتخاب ،آشکار یرهایمتغکلی 
 .(Hair et al., 2021, p. 4) شود یگفته م زین 4کاتوریآشکار اند یرهایبه متغ

 یرهایپنهان توسط متغ یرهایکند که چگونه متغیمشخص م SEMدر  یریگمدل اندازه کی: 5یریگاندازه مدل
مشاهده شده مرتبط  یهایبندرتبه ایها را به انتخاب یاساس حاتیمدل ترج نیشوند. ایم یریگمشاهده شده اندازه

 .(Hair et al., 2021, pp. 4-5) کندیم
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 6یساختار مدل
های شهری )متغیر تواند این فرضیه را بررسی کند که احساس امنیت در پارکبرای مثال، یک مدل ساختاری می

لت، گذارد. در این حاپنهان( چگونه بر میزان استفاده شهروندان از پارک یا رضایت کلی از فضاهای عمومی تأثیر می
، یا شدهروز، شدت روشنایی ثبتساعات مختلف شبانه های آشکار مانند تعداد دفعات حضور افراد در پارک درداده

 Hair et)کنند عمل می« احساس امنیت»هایی برای سنجش متغیر پنهان عنوان شاخصآمار واقعی استفاده از فضا به
al., 2021, pp. 7-8).  

 یاصل یج. نتا2
 

 (:SEMسازی معادلات ساختاری )مزایای مدل
 SEM ل نس»های است که بر چندین محدودیت کلیدی روش« نسل دوم»های چند متغیره یک تکنیک تحلیل داده

های نظری کند. نقاط قوت اصلی آن در توانایی آن در مدیریت مدلغلبه می ANOVAمانند رگرسیون چندگانه و « اول
 پیچیده شامل مفاهیم غیرقابل مشاهده نهفته است.

SEM های نسل اول مانند رگرسیون چندگانه یا تمند است که مزایای متعددی نسبت به تکنیکیک روش آماری قدر
 .(Yuan & Bentler, 2006, p. 365)دهد ( ارائه میANOVAتحلیل واریانس )

 ن: مزیت اصلی سازی متغیرهای پنهاتوانایی مدلSEM سازی متغیرهای پنهان )که سازه ظرفیت آن برای مدل
گیری توان آنها را مستقیماً مشاهده یا اندازهشوند( است که مفاهیم نظری هستند که نمییا عامل نیز نامیده می

غیر ین متها، خودپنداره یا انگیزه. این متغیرهای پنهان به طور غیرمستقیم از طریق چندکرد، مانند نگرش
 & Yuan)شوند شوند، ارزیابی میها یا متغیرهای آشکار شناخته میمشاهده شده، که به عنوان شاخص

Bentler, 2006, p. 365)شاهده نیستند و به طور م. این روش زمانی مناسب است که مفاهیم مورد علاقه قابل
   .(Hair et al., 2021, p. 4)غیرمستقیم توسط چندین شاخص اندازه گیری می شوند 

 کنند که متغیرها بدون خطا های چند متغیره سنتی فرض میگیرد: رویهگیری را در نظر میخطای اندازه
به صراحت  SEMشوند، که در عمل به ندرت صادق است، به خصوص در علوم رفتاری. گیری میاندازه

تر گیری دقیقیرد، که امکان اندازهگها در نظر میگیری را با جدا کردن آن از نمرات واقعی ویژگیخطای اندازه
گیری ممکن است ایجاد شود، هایی که هنگام نادیده گرفتن خطای اندازهکند و از عدم دقترا فراهم می
گیری تصادفی و هم منحصر به کند. خطای مرتبط با متغیرهای مشاهده شده، هم خطای اندازهجلوگیری می

 ,Hair et al., 2021; Ullman)کند ص( را منعکس میفرد بودن خطا )واریانس مختص یک شاخص خا
2006) .SEM تریگیری دقیقگیری را در متغیرهای مشاهده شده محاسبه کند و اندازهتواند خطای اندازهمی 

. این مسئله امکان تخمین و حذف خطای (Hair et al., 2021, p. 4)از مفاهیم نظری مورد علاقه ارائه دهد 
 .(Ullman, 2006, p. 37)کند گیری را فراهم میاندازه

  :تحلیل همزمان روابط پیچیدهSEM همزمان یک سیستم کامل از روابط  دهد تا به طوربه محققان اجازه می
هایی سازی و تخمین بزنند. این روش نسبت به روشپیچیده بین متغیرهای مستقل و وابسته متعدد را مدل

القوه ای تخمین بزنند و به طور بهای علی را به صورت تکهتوانند زنجیرهمانند رگرسیون چندگانه که فقط می
های پیچیده بسیار مؤثر را برای آزمایش نظریه SEMتر است. این ویژگی، بر کیفیت نتایج تأثیر بگذارند، بر
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به ویژه زمانی مفید است که پدیده ها  SEM. (Byrne, 2001; Hair et al., 2021; Ullman, 2006)کند می
 .Ullman, 2006, p)پیچیده و چند بعدی باشند و امکان آزمایش کامل و همزمان همه روابط را فراهم کنند

 Hair). این روش همچنین امکان بررسی روابط پیچیده بین چند متغیر وابسته و مستقل را فراهم می کند (37
et al., 2021, p. 4). 

 پذیری: چارچوب کلی پذیری و تطبیقانعطافSEM های آماری پرکاربرد، از جمله ای از مدلطیف گسترده
های منحنی های معادلات همزمان و مدلهای خطا در متغیرها، مدل(، مدلCFAتحلیل عاملی تأییدی )

های توان از آن برای آزمایش تغییرناپذیری چندگروهی، تجزیه و تحلیل دادهدهد. میپنهان را پوشش می رشد
 ,Byrne)( استفاده کرد MTMMچندروشی )-های چندصفتیطولی و ارزیابی اعتبار سازه از طریق طرح

2001; Yuan & Bentler, 2006). 
 (: SEMسازی معادلات ساختاری )های مدلمعایب و محدودیت

ای است که محققان باید آنها را در نظر ها و مشکلات بالقوهدارای محدودیت SEMعلیرغم نقاط قوت فراوان، 
 بگیرند.

 معایب کلیدی عبارتند از:
  :نیاز به حجم نمونه بزرگSEM  ،یک تکنیک با حجم نمونه بزرگ است. خواص آماری آن مجانبی هستند

نجر توانند مهای کوچک میشود. نمونههای بزرگ درست بودن آنها ثابت میبه این معنی که فقط برای نمونه
د توان آماری شوند. برخی های خطای منفی( و کمبوهای نامناسب )مثلاً واریانسحلبه عدم همگرایی، راه

نیاز  1۵۱های پارامتر پایدار، اغلب به حجم نمونه حداقل کنند که برای دستیابی به تخمینمنابع پیشنهاد می
ی هایهای تخمین ممکن است به نمونهکنند که برخی از روشاست، در حالی که برخی دیگر خاطرنشان می

به حجم نمونه کافی نیاز  SEM. (Byrne, 2001; Ullman, 2006)نیاز داشته باشند  ۵۱۱یا  ۰۱۱به بزرگی 
 (Hair et al., 2021, p. 20)ل های پیچیده سروکار است دارد، به ویژه زمانی که با مد

 خطر اشتباه در تعیین مدل: از آنجا که SEM  مستلزم آن است که محقق مدل را از قبل مشخص کند، خطر
تواند منجر به تخمین پارامترهای قابل توجهی در تعیین مدل وجود دارد. یک مدل اشتباه مشخص می

های نادرست شود. حتی گیریهای خطای منفی( و نتیجههای نامناسب )مانند واریانسحلمغرضانه، راه
 .(Byrne, 2001)تواند به اشتباه مشخص شود دهد، هنوز هم مینشان میمدلی که برازش خوبی را 

  :پیچیدگی و احتمال سوءاستفادهSEM تواند منجر به شناسی پیچیده است. پیچیدگی آن مییک روش
هان، بندی صحیح متغیرهای پنویژه توسط مبتدیان، شود. اشتباهات رایج شامل عدم مقیاسسوءاستفاده، به

های نیکویی برازش است. این فرآیند شامل مراحل عدم درک شناسایی مدل و تفسیر نادرست شاخص
که باید توسط نظریه هدایت  متعددی از جمله تعیین مشخصات مدل، تخمین، ارزیابی و اغلب اصلاح است

. محقق در ابتدا باید مدل را بر اساس تئوری (Djafri et al., 2020; Hair et al., 2021; Ullman, 2006)شود 
 . (Hair et al., 2021, p. 8)یا دانش قبلی مشخص کند 

 زمون کای دو )مشکلات مربوط به ارزیابی نیکویی برازش: آزمون آماری اصلی برای برازش مدل، آχ (، به ²
دار خواهد بود و حتی برای های بزرگ، تقریباً همیشه معنیاندازه نمونه بسیار حساس است. با نمونه

های نیکویی برازش جایگزین شود. این امر منجر به توسعه شاخصاختلافات جزئی منجر به رد مدل می
، هیچ شاخص قطعی واحدی وجود ندارد (. با این حالCFI ،RMSEAمتعددی شده است )به عنوان مثال، 

های مختلف ارزیابی شوند که چندین شاخص را گزارش کرده و برازش را از دیدگاهو محققان تشویق می
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ل ساز باشد و باید با احتیاط اعماتواند مشکلها نیز میکنند. استفاده از مقادیر حد آستانه برای این شاخص
 شود.

ی تواند روابط علی را پیشنهاد کند، مهم است که به یاد داشته باشید که همبستگی م SEMتفسیر علی: در حالی که 
 .(Abd-El-Fattah, 2010, p. 3)برابر با علیت نیست 

SEM د کنهای سطح سازه را فراهم میگیری و آزمایش فرضیهسازی روابط پیچیده، مدیریت خطای اندازهامکان مدل
(Ullman, 2006, p. 37)ها و. با این حال، استفاده مناسب از آن مستلزم بررسی دقیق زیربنای نظری، الزامات داده 

 های بالقوه است.محدودیت
 بندی:جمع
محققان در علوم رفتاری  پذیر است که بهیک روش آماری قدرتمند و انعطاف (SEM) سازی معادلات ساختاریمدل

سازی و آزمون کنند. این روش، با توانایی دهد تا روابط پیچیده بین متغیرها را به طور همزمان مدلاین امکان را می
سنتی  هایگیری، مزیت قابل توجهی نسبت به روشتحلیل مفاهیم انتزاعی یا پنهان و در نظر گرفتن خطای اندازه

گاهی کامل از محدودیت SEM ن حال، استفاده ازمانند رگرسیون دارد. با ای های آن است؛ از جمله نیاز به نیازمند آ
برد، حساسیت به فرضیات آماری و شناختی که احتمال سوءاستفاده را بالا میحجم نمونه بزرگ، پیچیدگی روش

قات پیچیده است، اما بزاری ارزشمند برای تحقیا  SEMهای مربوط به ارزیابی نیکویی برازش. در نتیجه، چالش
ی شود و کننده جلوگیرکارگیری آن مستلزم دانش تخصصی، دقت نظری و آماری است تا از نتایج گمراهموفقیت در به
 .های رفتاری دست یافتتری از پدیدهبه درک دقیق
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تکین مقادیر مجموعەی روش در هندسͬ تعبیرهای
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تحلیل در کاربرد پر و ناپارامتری روش ͷی که ،(SSA) تکین مقادیر مجموعەی روش در مرحله اولین چͺیده:
نقش ماتریس این است. مسیر ماتریس نام به ماتریسͬ به شده مشاهده زمانͬ سری تبدیل است، زمانͬ سری های
چپ تکین بردارهای ،(SVD) تکین مقدار تجزیەی از استفاده با ابتدا مقاله، این در ͬ کند. م ایفا SSA در مهمͬ بسیار
روی را مسیر ماتریس ستون های عمودی تصویر سپس، و آورده دست به را مسیر ماتریس تکین مقادیر و راست و
را ضرایب ماتریس نام به ماتریسͬ ادامه در ͬ آوریم. م دست به چپ تکین بردارهای توسط شده تولید برداری فضای
نیز پایان در ͬ دهیم. م ارائه ماتریس این ستون های و سطرها اقلیدسͬ نرم برای هندسͬ تعبیر سپس و کرده تعریف

داد. خواهیم ارائه ضرایب ماتریس و مسیر ماتریس فروبنیوس نرم برای هندسͬ تعبیر ͷی
فروبنیوس. نرم برداری، فضای تکین، مقدار تجزیەی تکین، مقادیر مجموعەی زمانͬ، سری های کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

زمانͬ سری های تحلیل حوزەی در قدرتمند و ناپارامتری روش ͷی (SSA) تکین۱ مقادیر مجموعەی تحلیل روش
پردازش تصویر، پردازش بیمه، ،ͬͺپزش هواشناسͬ، ،ͷفیزی مالͬ، ریاضیات جمله از مختلف علوم در که است
مولفەهای روند۲، نظیر آن دهندەی تشͺیل اجزای به زمانͬ سری روش، این در دارد. کاربرد مهندسͬ علوم و سیͽنال
تجزیەی مقدار روش از تجزیەای چنین انجام برای ͬ شود. م تجزیه نوفه۳ و مختلف) تناوب های دوره (با فصلͬ
خارج و زمانͬ سری تجزیەی از پس ͬ شود. م استفاده است، خطͬ جبر در پرکاربرد بسیار روشͬ که (SVD) تکین۴
روش چارچوب در که پیش بینͬ روش های از استفاده با نهایت، در و شده بازسازی آن مولفەهای آن، از نوفه ساختن

ͬ شود. م انجام زمانͬ سری آیندەی مورد در ͬ هایی پیش بین یافتەاند، توسعه SSA
گروەبندی تکین، تجزیەی مقدار نشانیدن۵، از: عبارتند ترتیب به که است شده تشͺیل مرحله چهار از SSA روش

مسئول *نویسنده
1Singular Spectrum Analysis
2Trend
3Noise
4Singular Value Decomposition
5Embedding

۱
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تبدیل سری زیر K به را {y1, . . . , yN} مشاهدەی N با زمانͬ سری ابتدا نشانیدن، مرحلەی در قطری. میانگین گیری و
سری زیر .(1 < L < N) ͬ شود م نامیده پنجره۶ طول و بوده طبیعͬ عددی L و K = N − L+ 1 که وقتͬ ͬ کنیم، م
سری زیر که کنید دقت ͬ شود. م تعریف x0j = (yj , . . . , yj+L−1)

T ∈ RL صورت به ،j = 1, 2, . . . ,K ازای به jام
به را L⁃تأخیری بردارهای این سپس ͬ شود. م نامیده L⁃تأخیری بردار jامین و است مولفه L با ستونͬ بردار ͷی jام
ͬ شود، م داده نشان X با که ماتریس این دهند. L×K ماتریس ͷی تشͺیل تا ͬ نشانیم م هم کنار در ستونͬ صورت

داریم: ͬ نامیم. م مسیر۷ ماتریس

X = [x01| · · · |x0K ] =


y1 y2 y3 . . . yK

y2 y3 y4 . . . yK+1

... ... ... . . . ...
yL yL+1 yL+2 . . . yN

 .

ͬ شود؛ م تجزیه X = UΣVT صورت به X مسیر ماتریس ،SVD از استفاده با تکین، تجزیەی مقدار مرحلەی در
قطری عناصر است. d × d قطری ماتریس ͷی نیز Σ و K × d ماتریس ͷی V ،L × d ماتریس  ͷی U که وقتͬ
است برابر d که وقتͬ ͬ شوند، م داده نشان σ1, . . . , σd با و شده نامیده X مسیر ماتریس تکین۸ مقادیر ،Σ ماتریس
ͬ شوند. م نامیده چپ۹ تکین بردارهای هستند، یͺامتعامد که U ماتریس ستون های صفر. غیر تکین مقادیر تعداد با
تکین بردارهای و تکین مقادیر ͬ شوند. م نامیده راست۱۰ تکین بردارهای و بوده یͺامتعامد نیز V ماتریس ستون های
بررسͬ مقاله، این هدف ͬ کنند. م ایفا زمانͬ سری بازسازی نتیجه در و X مسیر ماتریس برآورد در مهمͬ بسیار نقش

است. آنها برای هندسͬ تفسیرهای ارائەی و مسیر ماتریس برآورد در تکین بردارهای و تکین مقادیر نقش

ضرایب ماتریس ۲

X مسیر ماتریس ستونͬ فضای برای یͺامتعامد پایەی ͷی تشͺیل (U ماتریس (ستون های چپ تکین بردارهای
بردار iامین دهندەی نشان Ui کنید فرض ͬ دهد[۲]. م (X ماتریس ستون های وسیلەی به شده تولید برداری (فضای
مسیر ماتریس ستون (jامین x0j عمودی تصویر دهندەی نشان x̂0j اگر باشد. (U ماتریس ستون (iامین چپ تکین

بود: خواهد زیر صورت به x̂0j ،Ui بودن یͺه به توجه با آنگاه باشد، Ui بردار روی (X

x̂0j =
⟨Ui, x0j⟩
∥Ui∥2

Ui = UT
i x0jUi = UiU

T
i x0j . (۱)

مشارکت میزان برای معیاری ͬ توان م را آن و است Ui بردار ضریب ،(۱) رابطەی در UT
i x0j عدد که کنید توجه

نشان باشد بیشتر ضریب این مطلق قدر چقدر هر گرفت. نظر در (x0j بردار تقریب (یا x̂0j بردار ساختن در Ui بردار
است. x0j بردار تقریب در Ui بردار بیشتر تاثیر دهندەی

،{α1, α2, . . . , αd} پایەی با برداری فضای ͷی روی x مثل برداری عمودی تصویر آوردن دست به برای که ͬ دانیم م
خطͬ مستقل بردارهای از A ماتریس ستون های که وقتͬ ͬ شود، م استفاده Π = A

(
ATA

)−1
AT تصویر ماتریس از

6Window Length
7Trajectory Matrix
8Singular Values
9Left Singular Vectors
10Right Singular Vectors

۲
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بنابراین .UTU = I داریم: U ماتریس ستون های بودن یͺامتعامد به توجه با .[۱] است شده تشͺیل α1, α2, . . . , αd

ماتریس (ستون های U1, U2, . . . , Ud بردارهای وسیلەی به شده تولید برداری فضای روی x0j بردار عمودی تصویر
بود: خواهد زیر صورت به (U

x̂0j = UUTx0j . (۲)

از ͷی هر تاثیر میزان و بوده Ud تا U1 به مربوط ضرایب بردار ،(۲) رابطەی در UTx0j بردار که کنید توجه
زیرا: ͬ دهد. م نشان (x̂0j) x0j بردار تقریب در را U1, U2, . . . , Ud بردارهای

U1تاثیر میزان
U2تاثیر میزان

...
Udتاثیر میزان

 =


UT
1 x0j

UT
2 x0j

...
UT
d x0j

 =


UT
1

UT
2

...
UT
d

x0j = UTx0j

روی را (x0jها) X مسیر ماتریس ستون های همەی عمودی تصویر ،(۲) رابطەی از استفاده با ͬ خواهیم م حال
ماتریسͬ X̂ کنید فرض آوریم. دست به U1, U2, . . . , Ud یͺامتعامد بردارهای وسیلەی به شده تولید برداری فضای

داریم: .X̂ = [x̂01, x̂02, . . . , x̂0K ] یعنͬ است، شده تشͺیل تصویر بردارهای از آن ستون های که است

X̂ = [x̂01|x̂02| · · · |x̂0K ] =
[
UUTx01|UUTx02| · · · |UUTx0K

]
= UUT [x01|x02| · · · |x0K ] = UUTX. (۳)

jام ستون و iام سطر درایەی .(C = UTX) داد خواهیم نشان C با را آن و بوده ضرایب ماتریس ،UTX ماتریس
از: است عبارت C ماتریس

cij = ⟨Ui, x0j⟩ = UT
i x0j , i = 1, . . . , d, j = 1, . . . ,K, (۴)

cij مطلق قدر چقدر هر ͬ دهد. م نشان سری زیر jامین تقریب در را چپ تکین بردار iامین تاثیر میزان cij واقع در
اینکه دلیل به آورد. دست به ͬ توان م نیز دیͽری روش به را C ماتریس بود. خواهد بیشتر نیز تاثیر میزان باشد، بیشتر

که ͬ گیریم م نتیجه X مسیر ماتریس SVD از ،UTU = I

C = UTX = ΣVT =


σ1v11 σ1v21 . . . σ1vK1

σ2v12 σ2v22 . . . σ2vK2

... ... . . . ...
σdv1d σdv2d . . . σdvKd

 ,

داریم: بنابراین

cij = σivji, i = 1, . . . , d, j = 1, . . . ,K, (۵)

ارزشͬ با اطلاعات حاوی C ضرایب ماتریس است. VT ماتریس jام ستون و iام سطر دهندەی نشان vji که وقتͬ
بررسͬ را آنها ۳ بخش در که هستند جالبی هندسͬ تعبیر دارای آن ستون های و سطرها اقلیدسͬ نرم ویژه به است؛

کرد. خواهیم

۳
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هندسͬ تعابیر ۳

ͬ تواند م CT
i0 اقلیدسͬ نرم باشند. C ماتریس jام ستون و iام سطر دهندەی نشان ترتیب به C0j و CT

i0 کنید فرض
نشان ۱ گزارەی باشد. سری  ها زیر همەی تقریب در (Ui) چپ تکین بردار iامین تاثیر میزان اندازەگیری برای معیاری
iامین تاثیر میزان تکین، مقدار iامین دیͽر، عبارت به تکین. مقدار iامین با است برابر CT

i0 اقلیدسͬ نرم که ͬ دهد م
ͬ دهد. م نشان سری  ها زیر همەی تقریب در را چپ تکین CT∥∥بردار

i0

∥∥ = σi .۱ گزاره

داریم: هستند، یͺه V ماتریس ستون های اینکه به توجه با و (۵) رابطەی از استفاده با اثبات.

∥∥CT
i0

∥∥2 =

K∑
j=1

c2ij =

K∑
j=1

σ2
i v

2
ji = σ2

i

K∑
j=1

v2ji = σ2
i ∥v0i∥

2
= σ2

i × 1 = σ2
i ,

■ است. V ماتریس iام ستون دهندەی نشان v0i که وقتͬ

فروبنیوس نرم تعریف ابتدا آورد. دست به را C ضرایب ماتریس فروبنیوس۱۱ نرم ͬ توان م ۱ گزارەی از استفاده با
ͬ کنیم. م یادآوری را ماتریس ͷی

تعریف زیر صورت به ͬ شود، م داده نشان ∥A∥F نماد با که A = (aij)
m,n
i,j=1 ماتریس فروبنیوس نرم .۱ تعریف

ͬ گردد: م

∥A∥F =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

a2ij .

به لازم است. ماتریس ͷی برای بردار ͷی اقلیدسͬ نرم تعمیم فروبنیوس، نرم گفت ͬ توان م ۱ تعریف به توجه با
محاسبه ماتریس آن ستون های یا و سطرها اقلیدسͬ نرم حسب بر مͬ توان را ماتریس ͷی فروبنیوس نرم که است ذکر
ستون و iام سطر ترتیب به a0j و aTi0 که وقتͬ ،∥A∥2F =

∑m
i=1

∥∥aTi0∥∥2 =
∑n

j=1 ∥a0j∥
2 داریم: دیͽر عبارت به کرد.

ͬ آید: م دست به زیر صورت به C ضرایب ماتریس فروبنیوس نرم ،۱ گزارەی از استفاده با حال هستند. A ماتریس jام

∥C∥F =

√√√√ d∑
i=1

∥∥CT
i0

∥∥2 =

√√√√ d∑
i=1

σ2
i = ∥s∥ , (۶)

از که برداری طول با است برابر C ضرایب ماتریس فروبنیوس نرم دیͽر عبارت به .s = (σ1, σ2, . . . , σd)
T که وقتͬ

است. شده تشͺیل تکین مقادیر
jامین عمودی تصویر اقلیدسͬ نرم با برابر (C0j) C ماتریس jام ستون اقلیدسͬ نرم که ͬ کنیم م ثابت ۲ گزارە ی در

است. U1, . . . , Ud بردارهای وسیلەی به شده تولید برداری فضای روی سری زیر

∥x̂0j∥ = ∥C0j∥ .۲ گزاره

داریم: اثبات.

UUT = [U1| · · · |Ud]


UT
1

...
UT
d

 =

d∑
i=1

UiU
T
i

11Frobenius

۴

645



داشت: خواهیم هستند، حقیقͬ اعداد UT
k x0j و UT

i x0j اینکه به توجه با و ۲ رابطەی از استفاده با حال

∥x̂0j∥2 =
∥∥UUTx0j

∥∥2 =
〈
UUTx0j ,UUTx0j

〉
=

〈
d∑

i=1

UiU
T
i x0j ,

d∑
k=1

UkU
T
k x0j

〉

=

d∑
i=1

d∑
k=1

〈
UiU

T
i x0j , UkU

T
k x0j

〉
=

d∑
i=1

d∑
k=1

(
UT
i x0j

) (
UT
k x0j

)
⟨Ui, Uk⟩

داریم: ۴ رابطەی از استفاده با و U1, . . . , Ud بردارهای بودن یͺامتعامد گرفتن نظر در با

∥x̂0j∥2 =

d∑
i=1
i ̸=k

d∑
k=1

(
UT
i x0j

) (
UT
k x0j

) =0︷ ︸︸ ︷
⟨Ui, Uk⟩+

d∑
i=1
i=k

d∑
k=1

(
UT
i x0j

) (
UT
k x0j

) =1︷ ︸︸ ︷
⟨Ui, Uk⟩

=

d∑
i=1

(
UT
i x0j

)2
=

d∑
i=1

c2ij = ∥C0j∥2 ,

■ .∥x̂0j∥ = ∥C0j∥ داریم: نتیجه در

آورد: دست به زیر صورت به را X̂ ماتریس فروبنیوس نرم ͬ توان م ۲ گزارەی از استفاده با

∥∥∥X̂∥∥∥
F
=

√√√√ K∑
j=1

∥x̂0j∥2 =

√√√√ K∑
j=1

∥C0j∥2 = ∥C∥F . (۷)

.[۱] ∥X∥F =
√∑d

i=1 σ
2
i = ∥s∥ آنگاه: باشند X مسیر ماتریس تکین مقادیر σ1, σ2, . . . , σd اگر که ͬ دانیم م
.∥X∥F =

∥∥∥X̂∥∥∥
F
= ∥C∥F = ∥s∥ که: ͬ گیریم م نتیجه ۷ و ۶ روابط از استفاده با بنابراین

نتیجەگیری ۴

ماتریس تکین مقادیر و راست و چپ تکین بردارهای ،(SVD) تکین مقدار تجزیەی از استفاده با ابتدا مقاله، این در
بردارهای توسط شده تولید برداری فضای روی مسیر ماتریس ستون های عمودی تصویر سپس، و شد محاسبه مسیر
در شد. ارائه ضرایب ماتریس ستون های و سطرها اقلیدسͬ نرم برای هندسͬ تعبیر ادامه، در آمد. دست به چپ تکین

شد. بیان ضرایب ماتریس و مسیر ماتریس فروبنیوس نرم هندسͬ تعبیر نیز پایان

مراجع

مشهد، فردوسͬ دانشͽاه دوم، جلد کاربردها، و عددی خطͬ جبر توتونیان، فائزه ترجمەی نات؛ بیسوا داتا، [۱]
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درآمد نابرابری سنجش در منعطف احتمال مدل ͷی

ایران تهران، ،٣۶١٩٣٩‐ ٩٧۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه آمار، گروه  علمͬ هيأت عضو ،* میرزایی شهریار
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ایران تهران، ،٣۶١٩٣٩‐ ٩٧۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه آمار، گروه  علمͬ هيأت عضو ، کلانتری مهدی
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ͬ شود م بررسͬ درآمد منعطف احتمالِ مدل ͷی بعنوان (GB٢) دوم نوع یافته تعمیم بتای توزیع مطالعه، این در چͺیده:
مدل سپس ͬ گردد. م ارائه آن چارچوب در لورنتس منحنͬ نیز و زنگا و جینͬ نابرابری شاخص های فرم̧ تحلیلͬ روابط و
برآورد ماکزیمم درستنمایی روش به مدل پارامترهای و شده داده برازش ایرانͬ خانوارهای درآمد داده های به پیشنهادی
داده به برازش در مدل کارایی از حاکͬ یافته ها شود. مͬ بررسͬ درآمد نابرابری در توزیع پارامترهای نقش ͬ شوند. م
است. درآمد نابرابری حوزه در مطالعات برای آن کاربردپذیری نیز و اقتصادی نابرابری اندازه گیری و خانوار درآمد های

لورنتس. منحنͬ نابرابری، های شاخص خانوار، درآمد دوم، نوع یافته تعمیم بتای توزیع کلیدی: کلمات

مقدمه ١

مدل سازی در بالا انعطاف پذیری دلیل به که است پیوسته احتمال توزیع ͷی (GB٢) دوم نوع یافته تعمیم بتای مدل
دارد. زیادی اهمیت هستند، سنگین دم و نامتقارن توزیع دارای که پدیده هایی سایر و درآمدی اقتصادی، داده های

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به GB٢ توزیع برای احتمال چͽالͬ تابع

fGB2(x; a, b, p, q) =
axa p−1

ba pB(p, q)
[
1 + (xb )

a]p+q , x, a, b, p, q > 0,

هستند. q و p پارامترهای با بتا تابع B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q) و مقیاس پارامتر b توزیع، شͺل پارامترهای q ،p ،a آن که در

مشابه، پدیده های و درآمدی توزیع های دقیق مدل سازی در توانایی اش دلیل به GB٢ آمار، و اقتصادسنجͬ حوزه در
است. توجه مورد بسیار

آمریͺایی خانوارهای درآمد داده های به را (GB) یافته تعمیم بتای پارامتری ۵ توزیع [٢] (١٩٩۵) زو و مͷ دونالد
داده های به بهتری برازش ،GB توزیع از مدل زیر ͷی به عنوان ،GB٢ توزیع که بردند پی و دادند برازش ١٩٨۵ سال در
و توزیع این پارامترهای روی خاص مقادیر جایͽذاری با ͬ  توان م را درآمد توزیع های از بسیاری ͬ دهد. م ارایه درآمد
لوماکس ،(Par) پارتو ،(GA) گاما ،(W) وایبول ،(Exp) نمایی توزیع های آورد. به دست آن حدی حالت های یا
مادالا سینگ ،(B٢) دوم نوع بتای ،(B١) اول نوع بتای ،(Fisk) ͷفیس ،(ILom) معکوس لوماکس ،(Lom)

Author Corresponding*
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خاص حالت های (GB٢) دوم نوع یافته تعمیم بتای و ،(GB١) اول نوع یافته تعمیم بتای ،(DA) داگوم ،(SM)
است. شده داده نشان آن شده مشتق درآمد توزیع های با GB توزیع بین ارتباط ١ شͺل در هستند. GB توزیع

GB

GB٢GB١

DASMB٢GGB١

ILomFiskLomWGALNPar

Exp

c =
1c =

0

q
=
1

p
=

1

a
=

1

q
→

∞

b
=
q
1
a

q →
∞

b
=
β(p

+
q)

a
=

1

a
=

1,
q
=

1

a
=

1

q
=

1

a
=

1q
→

∞

q
=

1 q
=
1

q
→

∞

p
=

1

a
=

1

a
→

0
q
→

∞

a
=

1p
=

1

GB مدل در درآمد توزیع های بین ارتباط :١ شͺل

و اقتصادسنجͬ در ͬͺگرافی ابزار ͷی شد، معرفͬ ١٩٠۵ سال در لورنتس ماکس توسط که لورنتس تابع GB٢
برابر در عمودی) محور روی (بر دریافتͬ درآمد تجمعͬ نسبت رسم با منحنͬ این ͬ شود. م محسوب نابرابری مطالعات
ارائه جامعه در ثروت یا درآمد توزیع از قدرتمند بصری نمایش ͷی افقͬ)، محور روی (بر جمعیت تجمعͬ نسبت
بود. خواهد کامل) برابری (خط درجه ۴۵ خط بر منطبق دقیقاً منحنͬ این درآمد، کامل برابری شرایط در ͬ دهد. م
است. درآمد توزیع در نابرابری از بالاتری سطح نشان دهنده ی باشد، بیشتر برابری خط از منحنͬ این انحراف هرچه
است عبارت آن لورنتس منحنͬ صورت این در باشد. FX احتمال توزیع تابع دارای X درآمد نامنفͬ متغیر کنید فرض

از:

L(p) =

p∫
0

F−1
X (u)du

1∫
0

F−1
X (u)du,

, p ∈ [0, 1],

داریم: GB2 توزیع در بنابراین است. F احتمال توزیع تابع معکوس تابع F−1 آن در که

L(p) =

p∫
0

F−1
X (u)du

1∫
0

F−1
X (u)du,

= Iz(p+
1

a
, q − 1

a
)

٢
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. Iz(p, q) =
z∫
0

tp−1(1−t)q−1dt

1∫
0

tp−1(1−t)q−1dt

و z = 1− (1− p)
1
q آن در که

بعنوان است، p ∈ [0, 1] ازای به G(p) = 2[p−L(p)] با جینͬ منحنͬ G(p) آن در که ،G =
1∫
0

G(p)dp جینͬ، ضریب

اساس بر زنگا شاخص همچنین ببینید). را [١] (٢٠٠٩) (دیویدسون شود مͬ تعریف درآمد نابرابری متداول شاخص
منحنͬ با آن ارتباط و شاخص این مطالعه (برای شود مͬ تعریف جامعه ثروتمندتر به فقیر درآمد های میانگین نسبت
توزیع برای زنگا و جینͬ نابرابری های شاخص و منحنͬ فرم ١ جدول در کنید). مطالعه را [٣] (٢٠٠٧) زنگا لورنتس

است. شده ارائه GB2 درآمد

GB٢ توزیع در زنگا و جینͬ درآمد نابرابری های شاخص فرم :١ جدول
نابرابری شاخص نابرابری منحنͬ

B(2p, 2q− 1
a )

B(p,q)B(p+ 1
a , q− 1

a )
2[p− Iz(p+

1
a , q −

1
a )] جینͬ

1∫
0

p−Iz(p+
1
a ,q− 1

a )

p[1−Iz(p+
1
a ,q− 1

a )]
dp

p−Iz(p+
1
a ,q− 1

a )

p[1−Iz(p+
1
a ,q− 1

a )]
زنگا

داده تحلیل ٢

قرار بررسͬ مورد ١٣٩۴ سال در را روستایی و شهری خانوارهای درآمد نابرابری، ͬ های منحن اساس بر تحلیل برای
دادها به را GB2 توزیع سپس ͬ کنیم. م ترسیم ٢ شͺل مطابق را خانوار درآمد داده های هیستوگرام نخست ͬ دهیم. م

دهیم. مͬ برازش

٩٢ سال در ایرانͬ خانوارهای درآمد داده های به شده داده برازش توزیع :٢ شͺل

٣
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توزیع از مشخصه هایی ٢ جدول در است. درآمد های داده به GB2 توزیع خوب برازش از حاکͬ برازش نتایج
است. آمده روستائͬ و شهری مناطق ͷتفکی به ١٣٩۴ درسال درآمد

روستائͬ و شهری ͷتفکی به ١٣٩۴ درسال درآمد توزیع از مشخصه هایی :٢ جدول
برجستگͬ ͬͽچول زنگا جینͬ
٨٠/٨٧٠ ۵/١۴٢٩ ٠/۶٧١ ٠/٣٢٨ شهری
٨٩/١١٨ ۵/١۴۴٨ ٠/٧١۵ ٠/٣۶١ روستائͬ

در و بودن نامتقارن بیانگر صفر با برجستگͬ و ͬͽچول ضریب زیاد بسیار اختلاف میزان که ͬ دهند م نشان یافته ها
همچنین ͬ کند. م تایید را راست سمت به شدید ͬͽچول معیارها، این مقادیر است. داده ها توزیع نبودن نرمال نتیجه
را شهری نقاط در درآمد نابرابری بودن کمتر از نشان شاخص دو هر و بوده همسو زنگا و جینͬ شاخص دو مقادیر
و شهری مناطق برای ١٣٩۴ درسال GB2 برازشͬ توزیع پارامترهای ماکزیمم درستنمایی برآورد ٣ جدول در دارند.
معکوس نقش درآمد نابرابری در p و a پارامترهای که است آن از حاکͬ نتایج است. شده گزارش ͷتفکی به روستایی

١٣٩۴ درسال GB2 برازشͬ توزیع پارامترهای ماکزیمم درستنمایی برآورد :٣ جدول
q p b a

١/٠٧ ٠/٧١ ٢۵٠۶٧ ٣/٢۵ شهری
١/۴۶ ٠/۶۶ ٢٠۶١٧ ٢/٧٠ روستائͬ

ندارد. درآمد نابرابری در نقشͬ b مقیاس پارامتر همچنین است. داشته درآمد نابرابری در مستقیم نقش q پارامتر و
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 داده کاویدر  یبندخوشه یهاروش

، تهران، 685486911علامه طباطبائی، صندوق پستی دانشگاه  گروه آمار دانشجوی کارشناسی ،1مونا ساداتیان
  ایران

 
 چکیده

 
پنهان  یساختارها ییاست که هدف آن شناسا یکاوو داده یآمار یهاروش نیاز پرکاربردتر یکی  2یاخوشه لیتحل 
در علوم  یلادیم 15۹۱ در دهه بارنیروش نخست نی. اباشدیمشاهدات مشابه م یبندگروه قیها از طرداده انیم
گسترش  یو علوم اجتماع رهیدر آمار چندمتغ یصورت رسمبه 159۱ مطرح شد و از دهه یشناسو روان یستیز
 یدرون یهادر استخراج الگوها و شباهت یاکنندهنیینقش تع ،یاخوشه لیعنوان قلب تحلبه یبند. خوشهتافی

 نواعا یقدرتمند، امکان اجرا یلیو تحل یکیگراف یهاتیساده و قابل یبا رابط کاربر SPSSافزار ها دارد. نرمداده
را فراهم  Two-Step Clusterو  K-Means Cluster ،Hierarchical Clusterاز جمله  یبندخوشه یهاتمیالگور

 یها، سه روش اصلداده لینقش آن در تحل یو بررس یبندخوشه مفهوم، ضمن مرور پژوهش نی. در اکندیم
 .شوندیم سهیمقا یافزارنرمو  یکاربرد ،ینظر یهاو از جنبه بررسی یبندخوشه

 
 

 SPSS ،K-Means ،Two-Step ،Hierarchical ،بندی خوشه :کلمات کلیدی
 

 مقدمه-1
از مشاهدات  یامجموعه یبنددر آمار و علم داده است که با هدف گروه یادیبن یهااز جمله روش یاخوشه لیتحل

 یلادیم 15۹۱ بار در دهه نیروش نخست نی. ارودیها به کار مآن انیفاصله م ایشباهت  زانیبر اساس م رهایمتغ ای
مورد استفاده قرار گرفت و سپس در علوم  یشناسستیمشابه در ز یهایژگیو جانوران با و اهانیگ یبندطبقه یبرا
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و توسعه  هاانهیرا شرفتیبا پ ،یلادیم 159۱ . در دههافتیگسترش  زین یابیو بازار یشناسروان ،یاجتماع
 شد. لیتبد رهیچندمتغ لیتحل یاصل یاز ابزارها یکیبه  یبندخوشه ،یآمار یافزارهانرم
پنهان  یکرده و الگوها میتقس یمنطق ییهاخام را به گروه یهاتا داده کندیبه پژوهشگران کمک م یبندخوشه ندیفرآ

 یبنددسته ان،یرفتار مشتر لیبازار، تحل یبندمیتقس یبرا تواندیم یبندطور خاص، خوشهرا آشکار سازند. به
 ،یکیگراف یطیمح یسازبا فراهم SPSSافزار . نرمردیگ قرارتفاده مورد اس یستیز یالگوها ییشناسا ای ان،یدانشجو

 شیچون نما ییهایژگی. وکندیفراهم م یاو حرفه یکاربران مبتد یرا برا یاخوشه لیساده تحل یامکان اجرا
 یکارآمد برا یرا به ابزار SPSS ،یکیگراف یگزارش خودکار و خروج دیها، تولخوشه یآمار سهیدندروگرام، مقا

 کرده است. لیتبد لینوع تحل نیا یاجرا

 SPSSدر  یبندخوشه یهاروش یبررس-2
 
 
 K-Means Clusterروش 2-1

 دیروش، پژوهشگر با نیاست. در ا یبندخوشه یهاتمیالگور نیترعیو سر نیاز پرکاربردتر یکی K-Meansروش 
و  شودیها آغاز مخوشه هیعنوان مراکز اولنقطه به Kبا انتخاب  تمیکند. الگور نییتع شی( را از پKها )تعداد خوشه

ها دوباره . پس از آن مراکز خوشهشودیداده م صیمرکز تخص نیترکیسپس در هر مرحله، هر مشاهده به نزد
 ها به حداقل برسد.خوشه نیب ییکه جابجا یتا زمان شوندیمحاسبه م

دارد.  تیبزرگ مناسب است، اما نسبت به نقاط پرت حساس یهادادهمجموعه یسرعت بالا، برا لیدلروش به نیا
. در پنجره شودیانجام م Analyze → Classify → K-Means Cluster ریروش از مس نیا ی، اجراSPSSافزار در نرم

، ANOVA Tableمانند  یخروج یهانهیو گز دهمورد استفا یرهایها، متغتعداد خوشه تواندیمربوطه، کاربر م
در هر خوشه و رسم  رهایمتغ نیانگیمشاهده م تیها را انتخاب کند. قابلها و نمودار مراکز خوشهوشهفواصل خ
 .سازدیکاربرپسند م اریبس K-Means جینتا لیتحل یرا برا SPSS ،یاسهیگراف مقا

 
 Hierarchical Clusterروش 2-2
 

به  یازین تمیالگور نی. اکندیم یبندخوشه یو با ساختار درخت یجیها را به صورت تدرداده یمراتبروش سلسله
ها را انتخاب خوشه نهی، تعداد به Dendrogramبا مشاهده تواندیها از ابتدا ندارد و پژوهشگر متعداد خوشه نییتع

 روش وجود دارد: نیاز ا یکند. دو نوع اصل
ادغام  گریکدیمشابه به  یهاخوشه مجزا است و در مراحل بعد، خوشه کی: در ابتدا هر مشاهده ۹یعیتجم روش

 .رندیتر شکل گبزرگ یهاتا خوشه شوندیم
 .شوندیم میتقس جیو سپس به تدر رندیگیخوشه قرار م کیها ابتدا در : برعکس روش قبل، کل داده4یمیتقس روش

مانند انتخاب  یقابل اجراست. امکانات Analyze → Classify → Hierarchical Cluster ریروش از مس نی، اSPSS در
، Single ،Complete ،Average) وندیو روش پ…( و  Euclidean ،Squared Euclidean ،Manhattanنوع فاصله )

                                                        
3 Agglomerative 
4 Divisive 
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Ward’s Method .روش در  نیا یایاز مزا یکی( وجود داردSPSSها و ادغام خوشه ندیگام فرآبهمشاهده گام مکان، ا
به  ازیکوچک تا متوسط که ن یهاداده مجموعه یروش برا نیاست. ا جینتا یبصر ریتفس یبرا یرسم نمودار درخت

 مؤثر است. اریدارند، بس یدرون یساختارها ییشناسا
 
 Two-Step Clusterروش 2-3
 

 یبرا ژهیواست که به SPSSدر  یبندخوشه یهاروش نیترشرفتهیو پ نیدتریاز جد یکی Two-Step Cluster تمیالگور
ها در مرحله روش، ابتدا داده نیشده است. در ا ی( طراحیفیو ک یعدد یرهایمتغ ی)دارا یبیبزرگ و ترک یهاداده

 5BICمانند  یآمار یارهایها با استفاده از معخوشه نیو در مرحله دوم، ا شوندیم میتقس هیاول به چند خوشه اول
 .دیدست آها بهخوشه ییتا ساختار نها شوندیم کیتفک ای بیترک
 اریو با مع کندیم شنهادیصورت خودکار پها را بهخوشه نهیآن است که تعداد به SPSSدر  Two-Stepبزرگ  تیمز

Silhouette Measure of Cohesion and Separation تواندیم نی. کاربر همچنکندیم یابیرا ارز یبندخوشه تیفیک 
روش در  نیا یاجرا ریمشاهده کند. مس یفیتوص یاو نموداره یاسهیمقا یهاهر خوشه را با جدول یهایژگیو

SPSS  :عبارت است ازAnalyze → Classify → Two-Step Cluster. 
 یهاروش در پژوهش نیا ،یو کم یفیک یرهایزمان متغهم لیداده و تحل یپردازش حجم بالا ییتوانا لیدلبه

 دارد. یاکاربرد گسترده یابیو بازار یاقتصاد ،یاجتماع
 

 
 
 

 
 یاخوشه لیدر تحل SPSS یهاتیقابل-3
 

SPSS پژوهشگران قرار  اریرا در اخت ریز یهاتیاست که مز یاخوشه لیتحل ینهیقدرتمند در زم یافزارهااز نرم یکی
 :دهدیم
 .سازدیممکن م یسینوبه برنامه ازیرا بدون ن هاتمیالگور یکاربرپسند که اجرا یکیگراف طی. مح1

                                                        
5 Bayesian Information Criterion 

 spssمختلف خوشه بندی در نرم افزار  های. مسیر دسترسی به روش 1شکل
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 .ترقیدق یبندخوشه یبرا وندیپ یهافاصله و روش یها. تنوع در انتخاب شاخص2
 .یاسهیمقا یها و نمودارهاخوشه نیانگیمتنوع مانند دندروگرام، جدول م یکیگراف یهای. خروج۹
 .Two-Stepها در روش خودکار تعداد خوشه صی. تشخ6
 .ونیرگرس ای ANOVAمانند  یبعد یهالیاستفاده در تحل یها برابرچسب خوشه رهی. امکان ذخ9
ها در دانشگاه یاخوشه لیتحل یآموزش و اجرا یابزارها برا نیتراز محبوب یکی SPSSاند باعث شده هایژگیو نیا

 باشد. یو موسسات پژوهش
 

 گیرییجهنت-4
 

 نیا یعنوان بخش اصلبه یبندشده است. خوشه لیها تبدداده لیدر تحل یدیکل یاز ابزارها یکیبه  یاخوشه لیتحل
، K-Means یارائه سه روش اصل با SPSSافزار . نرمسازدیرا فراهم م ترقیدق یریگمیامکان تصم ل،یتحل

Hierarchical  و Two-Stepپژوهشگران در سطوح  یبرا را لیتحل نیا یاجرا ،یکیو گراف یمتنوع آمار یهاتیو قابل
بر اساس نوع داده و هدف  SPSSدر  یبندمختلف ساده و قابل اعتماد ساخته است. انتخاب روش مناسب خوشه

 .ها فراهم آورداز داده یکاربرد یهانشیب تواندیپژوهش، م
 

 منابع
 
 امی. انتشارات دانشگاه پSPSS Statisticsو  SPSS Modelerبا استفاده از  یکاو(. داده1۹5۱. )نینسر ،یهاشم -1

 نور.
 

2. Jain, A. K., Murty, M. N., & Flynn, P. J. (1999). Data Clustering: A Review. ACM 

Computing Surveys, 31(3), 264–323. 

3. IBM Corporation. (2011). IBM SPSS Statistics Algorithms: TwoStep Cluster Analysis. IBM 

Corp. 
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 معرفی توزیع وارون ریلی تبدیل یافته
 ، تهران، ایرانملی مهارت، دانشگاه علوم پایهگروه  یعلمئتیهعضو  ،1حسین کریمی

 hkarimist@gmail.com 

ریلی بر مبنای توزیع وارون لوماکس معرفی شده است. وارون  -در این مقاله، توزیع جدید وارون لوماکس :یدهچک
 -توزیع وارون لوماکس ،در گام نخست، خانواده تولیدی وارون لوماکس توزیع ها را تعریف می کنیم و در ادامه

تابع مخاطره، تابع چندک و آماره های ترتیبی را برای توزیع وارون  وارون ریلی را معرفی می کنیم. قابلیت اعتماد، 
وارون ریلی بدست می آوریم. برآوردگرهای ماکزیمم درستنمایی، حداقل مربعات و حداقل مربعات وزنی  -ماکسلو
 محاسبه کرده ایم. را 

وارون ریلی، خانواده تولیدی  -توزیع وارون لوماکس، توزیع وارون ریلی، توزیع وارون لوماکس کلمات کلیدی:
 وارون لوماکس توزیع ها.

 . مقدمه1
عملی مانند پزشکی، علوم بیمه، مهندسی  دهایهای طول عمر در بسیاری از کاربرو تفسیر داده سازیمدل

های های توزیعتوسعه خانواده روی . این موضوع باعث شده است که محققان براستفاده می شودو مالی 
 تولیدی زوبایر ،]6[ یتولید کوماراسوامی پواسن ، هاهای جدید توزیعاز خانواده تعدادی .کنند تحقیقاحتمال 

لگاریتم لجستیک  ،]9[تولیدی  وارون لوماکس ،]4[  یتولید نمایی تعمیم یافته ،]01[ تولیدی بتا پواسن، ]2[
خانواده وارون  ، ]8[ ریلی تولیدی کوماراسوامی، ]0[ ویبول مارشال الکین لیندلی تولیدی، ]3[ تولیدی لیندلی

های احتمال یک رویه معمول در نظریه آمار توزیع توسعه. می باشندو غیره  ]7[تولیدی  لوماکس نمایی شده
           .است وارون لوماکس تولیدی خانواده بر مبنای وارون ریلی توزیع بسط ،ما در این مقاله هدفاست. 

 ریلی وارون توزیع . 1-1
قابلیت اطمینان و بقا  هایعنوان یک مدل برای تحلیل داده ریلی را به وارونتوزیع  ]04[، ترایر نخست

مشاهده کرد توزیع  به طوری که مورد بررسی بیشتری قرار گرفت ]05[معرفی کرد. این مدل بعداً توسط وودا 
تابع توزیع و تابع ریلی تقریب زده شود.  وارونتواند با توزیع طول عمر واحدهای آزمایشی مختلف می

 .چگالی احتمال وارون ریلی بصورت زیر است

(1) 𝐹(𝑥|𝛼) = 𝑒𝑥𝑝 (−
𝛼

𝑥2)     ,   𝑓(𝑥|𝛼) =
2𝛼

𝑥3 𝑒𝑥𝑝 (−
𝛼

𝑥2)    ;    𝑥, 𝛼 ≥ 0.    

 

 توزیع وارون لوماکس. 2-1

ول وایب وارون های مشهور مانند گاما،جایگزینی مناسب برای توزیع وارون لوماکس در برخی شرایط، توزیع
از جمله در اقتصاد و علوم  ،هادادهسازی انواع مختلف و وایبول است. این توزیع کاربردهای متنوعی در مدل
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 .]2[کاربرد مهمی دارد نیز در تحلیل قابلیت اطمینان  دارد و ]02[های داده ژئوفیزیکی پایگاهو  ]00[ای بیمه
 تابع توزیع و تابع چگالی احتمال وارون لوماکس بصورت زیر است.

(2)  𝐹(𝑥|𝛽, 𝜆) = (1 +
𝛽

𝑥
)

−𝜆

   ,   𝑓(𝑥|𝛽, 𝜆) =
𝛽𝜆

𝑥2 (1 +
𝛽

𝑥
)

−(𝜆+1)

   ;   𝑥, 𝜆, 𝛽 > 0.      
 

 خانواده تولیدی وارون لوماکس توزیع ها .1-3
[ معرفی کردند. 5] T-X را با استفاده از روش تولیدی وارون لوماکس توزیع هاخانواده  ]9[فالگور و دوگووا 

 .این خانواده به صورت زیر است تابع توزیع و تابع چگالی احتمال
  

(3) 𝐹(𝑥|𝜆, 𝛼, 𝛹) = ∫
𝛽𝜆

𝑡2
(1 +

𝛽

𝑡
)

−(𝜆+1)

𝑑𝑡

𝐺(𝑥|𝛹)

𝐺̅(𝑥|𝛹)

0

= (1 +
𝛽𝐺̅(𝑥|𝛹)

𝐺(𝑥|𝛹)
)

−𝜆

; 𝑥, 𝜆, 𝛽 > 0. 

 

    𝜆  پارامتر شکل و𝛽 و   پارامتر مقیاس است𝐺(𝑥;𝛹)  تابع توزیع مبنا با بردار پارامتر𝛹  و 
𝐺̅(𝑥|𝛹) = 1 − 𝐺(𝑥|𝛹)  می باشد . 

 وارون ریلی -توزیع وارون لوماکس. 2
( قرار می دهیم و در نتیجه تابع توزیع 3( را به عنوان تابع توزیع مبنا در )1در ) تابع توزیع وارون ریلی

 وارون ریلی بدست می آید. -وارون لوماکس
 

(4) 𝐹(𝑥|𝛼, 𝛽, 𝜆) = (1 + 𝛽(𝑒
𝛼

𝑥2 − 1))
−𝜆

;  𝑥, 𝛼, 𝜆, 𝛽 > 0.             

 .به صورت زیر استوارون ریلی  -تابع چگالی احتمال وارون لوماکس

 

(5) 𝑓(𝑥|𝛼, 𝛽, 𝜆) =
2𝛼𝛽𝜆

𝑥3 𝑒
𝛼

𝑥2 (1 + 𝛽(𝑒
𝛼

𝑥2 − 1))
−(𝜆+1)

;  𝑥, 𝛼, 𝜆, 𝛽 > 0.         
 

 وارون ریلی -تعدادی از ویژگی های توزیع وارون لوماکس. 3
 قابلیت اطمینان .3-1

 وارون ریلی عبارتند از -تابع قابلیت اطمینان و تابع مخاطره برای توزیع وارون لوماکس

𝑅(𝑥|𝛼, 𝛽, 𝜆) = 1 − (1 + 𝛽 (𝑒
𝛼

𝑥2 − 1))

−𝜆

, 

ℎ(𝑥|𝛼, 𝛽, 𝜆) =
2𝛼𝛽𝜆𝑒

𝛼

𝑥2

𝑥3 (1 + 𝛽 (𝑒
𝛼

𝑥2 − 1))
[
 
 
 
 

1

1 − (1 + 𝛽 (𝑒
𝛼

𝑥2 − 1))

−𝜆
− 1

]
 
 
 
 

. 

 تابع چندک .3-2
دامنه بین (، می توان تابع چندک و در نتیجه میانه و 11وارون ریلی ) -وارون لوماکستابع توزیع با استفاده از 
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𝑄(𝑝; 𝛼, 𝛽, 𝜆) =
√

𝛼

𝑙𝑛(
𝑝
−

1
𝜆−1

𝛽
+1)

,     𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 =
√

𝛼

𝑙𝑛(
(0.5)

−
1
𝜆−1

𝛽
+1)

, 

𝐼𝑄𝑅 =
√

𝛼

𝑙𝑛(
(0.75)

−
1
𝜆−1

𝛽
+1)

−
√

𝛼

𝑙𝑛(
(0.25)

−
1
𝜆−1

𝛽
+1)

. 

 آماره ترتیبی. 3-3
,𝑋1امین آماره ترتیبی برای نمونه تصادفی  rتابع چگالی احتمال  𝑋2, … , 𝑋𝑛  وارون ریلی  -وارون لوماکستوزیع از

 ( عبارت است از5( و )1با استفاده از )

𝑓(𝑟)(𝑥) =
2𝑟𝛼𝛽𝜆

𝑥3
𝑒

𝛼

𝑥2 ∑ (
𝑛

𝑟, 𝑗, 𝑛 − 𝑟 − 𝑗)

𝑛−𝑟

𝑗=0

(−1)𝑗 (1 + 𝛽 (𝑒
𝛼

𝑥2 − 1))

−1−𝜆(𝑟+𝑗)

. 

 

 برآورد پارامترها  .4

 برآورد ماکزیمم درستنمایی .4-1
,𝑋1اگر  𝑋2, … , 𝑋𝑛  یک نمونه تصادفیn وارون ریلی باشد، تابع لگاریتم  -تایی از توزیع وارون لوماکس

 .درستنمایی بصورت زیر یدست می آید

𝑙(𝛼, 𝛽, 𝜆) = 𝑛 𝑙𝑛(2𝛼𝛽𝜆) +∑[
𝛼

𝑥𝑖
2
− 3 𝑙𝑛 𝑥𝑖 − (𝜆 + 1)

𝑛

𝑖=1

𝑙𝑛(1 + 𝛽 (𝑒
𝛼

𝑥𝑖
2
− 1))]. 

,𝛼)برآوردگرهای ماکزیمم درستنمایی پارامترهای  𝛽, 𝜆) با حل معادلات غیر خطی زیر یدست می آیند ،. 

𝜕𝑙

𝜕𝛼
=

𝑛

𝛼
+ ∑[

1

𝑥𝑖
2
−

𝛽

𝑥𝑖
2
𝑒

𝛼

𝑥𝑖
2 (𝜆 + 1)

1 + 𝛽 (𝑒
𝛼

𝑥𝑖
2
− 1)

𝑛

𝑖=1

] = 0, 

𝜕𝑙

𝜕𝛽
=

𝑛

𝛽
− (𝜆 + 1)∑

𝑒
𝛼

𝑥𝑖
2
− 1

1 + 𝛽 (𝑒
𝛼

𝑥𝑖
2
− 1)

𝑛

𝑖=1

= 0, 

𝜕𝑙

𝜕𝜆
=

𝑛

𝜆
− ∑ 𝑙𝑛(1 + 𝛽 (𝑒

𝛼

𝑥𝑖
2
− 1)) = 0.

𝑛

𝑖=1

 

 رافسن حل کرد.-این معادلات را می توان با روشهای عددی مانند روش نیوتن
 برآورد حداقل مربعات و حداقل مربعات وزنی .4-2

وارون ریلی، بر اساس  -لوماکس برآورد حداقل مربعات و حداقل مربعات وزنی پارامترهای نامعلوم توزیع وارون
,𝑋1بدست می آیند. فرض کنید  ]03[روش پیشنهادی توسط سواین و همکاران  𝑋2, … , 𝑋𝑛  یک نمونه تصادفیn  تایی

𝑋(1) و F(x)از تابع توزیع  ≤ 𝑋(2) ≤ ⋯ ≤ 𝑋(𝑛) آماره های ترتیبی آنها باشند، آنگاه داریم 
𝐸 (𝐹(𝑋(𝑖))) =

𝑖

𝑛 + 1
         ,         𝑉𝑎𝑟 (𝐹(𝑋(𝑖))) =

𝑖(𝑛 + 1 − 𝑖)

(𝑛 + 1)2(𝑛 + 2)
. 

 
∑با مینیمم کردن  [𝐹(𝑋(𝑖)) − 𝐸 (𝐹(𝑋(𝑖)))]

2𝑛
𝑖=1 .برآورد حداقل مربعات پارامترهای نامعلوم بدست می آیند ، 
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∑بنابراین،  [(1 + 𝛽(𝑒

𝛼

𝑥(𝑖)
2
− 1))

−𝜆

−
𝑖

𝑛+1
]2𝑛

𝑖=1  را نسبت به پارامترهای(𝛼, 𝛽, 𝜆)  مینیمم می کنیم تا برآورد حداقل
 م بدست آیند.مربعات پارامترهای نامعلو

∑با مینیمم کردن  𝑣𝑖[𝐹(𝑋(𝑖)) − 𝐸 (𝐹(𝑋(𝑖)))]
2𝑛

𝑖=1   که در آن𝑣𝑖 = [𝑉𝑎𝑟 (𝐹(𝑋(𝑖)))]
، برآورد حداقل مربعات  1−

 وزنی پارامترهای نامعلوم بدست می آیند.

 گیرییجه. نت5
 -وارون لوماکستوزیع در این مقاله،  .استرشد بوده به رو  در نظریه آمار، همواره های احتمالتوزیعبسط و گسترش 

معرفی شد و تابع توزیع و تابع چگالی احتمال آن را بدست آوردیم. با توجه به محدودیت حجم مقاله،  وارون ریلی
را بدست آوردیم و برای برآورد پارامترها صرفا روش های برآورد بیان شده اند  ی توزیعاز ویژگی ها محدودی تعداد

   صورت نگرفت. و مقایسه روش ها و شبیه سازی داده ها 
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