
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ديفرانسيل معادلات



به آن تبدیل و اسپͺترال روش به ریمان کوشͬ‐ معادله حل
انتگرالͬ معادلات دستگاه

ایران تهران، ،١٩٣٩۶-٣۶٩٧ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، علمͬ هيأت عضو ،* گلنبر عبادپور جواد

ebadpour.j@gmail.com(ebadpourgolanbar@pnu.ac.ir)

( دكتري التحصيل فارغ ، علمͯ هيأت عضو )

دست به را ریمان – کوشͬ معادله به مربوط اسپͺترال مساله لاپلاس، تبدیلات از استفاده با مقاله این .در چͺیده:
ͬ کنیم. م تبدیل دوم فردهلم انتگرالͬ معادله دستگاه ͷی به را معادله ، ریاضͬ خاص روش ͷی از استفاده با و ͬ آوریم م
سازی منظم ، دوم نوع فردهلم انتگرالͬ معادلات دستگاه ، اسپͺترال روش ، ریمان – کوشͬ معادله کلیدی: کلمات

مقدمه ١

توابع از جزیی دیقرانسیل معادلات در تحقیقاتش در سوبولف لوویج سرگͬ روسͬ ریاضیدان ١٩٣۵میلادی سال در
و ͬ آمدند. م حساب به معادلات ضعیف حل های راه که کرد. استفاده هویساید تابع و دیراک دلتای یافته تعمیم
ریاضیدانان توسط پیشرفته ای های روش مقدارمرزی‐اولیه مسایل حل برای یافت. توسعه شوارتز لوران توسط سپس
شده استفاده کانتروویچ و گالرکین روش مانند عددی روشهای و فوریه‐بیرکف روش و انتگرال تبدیلات ازجمله
مرزی شرایط و ͬ گیرد. م قرار بیضوی معادلات بندی دسته در و بوده مختلط مقاله این در ما بحث مورد معادله است.
سازگاری شرایط ͬͺآستروگرادس قضیه از استفاده با و اساسͬ جواب ͷکم به ابتدا ͬ باشد. م عمومͬ غیرموضعͬ آن
معادلات دستگاه مرزی، شرایط به توجه با و سازگاری شرایط منظم سازی با سپس و ͬ آوریم م دست به را مساله
معادله حل از معادله جواب نتیجه در و ͬ آوریم م دست به را شده سازی منظم های هسته با دوم نوع فردهلم انتگرالͬ

ͬ شود. م بررسͬ راحتͬ به معادله جواب یͽانگͬ انتگرال معادلات نظریه از استفاده با و ͬ آید م دست به انتگرالͬ

مساله بیان ٢

که را D مرز و است محدب و کراندار که ͬ گیریم م نظر در است R2 از مجموعه ای زیر x1x2که صفحه در را D ناحیه
ͬ شود م فرض همچنین و نامیم. D ناحیه بالای مرز را Γ2 و پایین مرز را Γ1 است. Γ2 و Γ1 شامل ͬ دهیم م نشان Γ با

Author Corresponding*
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قطع نقطه ͷی در فقط را مرز این قائم، محور با موازی خط هر که است لیاپانوف خطوط بصورت D ناحیه مرز که
[۴] ͬ دهیم م نشان ذیل روابط با و ͬ کند. م

Γ1 : x2 = γ1(x1); Γ2 : x2 = γ2(x1); x1 ∈ [a1, b1]

γ1(a1) = γ2(a1), γ1(b1) = γ2(b1)

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را معادله مقاله این در

∂u(x)

∂x2
+ i

∂u(x)

∂x1
+ a(x)u(x) = f(x), x ∈ D, i =

√
−1, ξ = (ξ1, ξ2), x = (x1, x2) (١)

ͬ باشد: م زیر صورت به و غیرموضعͬ و سراسری آن مرزی شرط که

ℓu ≡ α1(x)u(x1, γ1(x1)) + α2(x)u(x1, γ2(x1)) +

∫ b1
a1

[
K1(x1, ξ1)u(ξ1, γ1(ξ1)) +K2(x1, ξ1)u(ξ1, γ2(ξ1))

]
dξ1 = α(x1), (٢)

.که ͬ باشند م [a, b] روی پیوسته وتوابع معلوم α(x1) و ،αi(x1) i = 1, 2 α(x) توابع و نامعلوم تابع u(x) که
ͬ باشد. م x1 ∈ [a1, b1] و ͬ باشند. م ضعیف تکینͬ با انتگرال هسته های Ki(x1, ξ1), i = 1, 2

معادله حل و سازگاری شرایط آوردن دست به ٣

معادله اساسͬ جواب که ͬ دانیم م

∂u(x)

∂x2
+ i

∂u(x)

∂x1
= f(x)

صورت به

U(x− ξ) =
1

2π
· 1

(x2 − ξ2) + i(x1 − ξ1)
(٣)

قضیه از استفاده با ͬ گیریم م انتگرال D ناحیه در و کرده ضرب U(x − ξ) در را (١) معادله حال ͬ باشد[٢]. م
(k = 1, 2) ͬ رسیم م زیر سازگاری شرایط به کردن ساده از پس و گرین دوم قضیه و ͬͺآستروگرادس

1

2
u(ξ1, γk(ξ1)) = −

∫ b1

a1

u(x1, γ1(x1))U(x1 − ξ1, γ1(x1)− γk(ξ1))(1− iγ′
1(x1)) dx1

+

∫ b1

a1

u(x1, γ2(x1))U(x1 − ξ1, γ2(x1)− γk(ξ1))(1− iγ′
2(x1)) dx1

+

∫
D

a(x)u(x)U(x1 − ξ1, x2 − γk(ξ1)) dx

−
∫
D

f(x)U(x1 − ξ1, x2 − γk(ξ1)) dx, (۴)

رابطه از استفاده با باشند. Γ2 و Γ1 مرزهای مماس بردار های ترتیب به τ2 و τ1 اگر

γ′
i(x1) = tan(x1, τi) =

sin(x1, τi)

cos(x1, τi)
, i = 1, 2,

٢
257



دست به زیر صورت به خطͬ ترکیب ͷی انتگرالͬ جملات منظم سازی و (١) سازگاری شرایط در جایͽذاری و
ͬ آوریم: م

α1(ξ1)u(ξ1, γ1(ξ1))− α2(ξ1)u(ξ1, γ2(ξ1)) = −
∫ b1

a1

ln|x1 − ξ1|α′(x1) dx1 + Λ(ξ1) (۵)

مرزی مقادیر جبری، دستگاه این حل با که ͬ آید م دست به جبری دستگاه ͷی (۵) و (٢) روابط از که کنید توجه
ͬ آید: م دست به زیر صورت به ,u(ξ1را γ2(ξ1)) و u(ξ1, γ1(ξ1)) نامعلوم توابع

u(ξ1, γ1(ξ1)) =
α(ξ1)

2α1(ξ1)
+

1

2α1(ξ1)

(
− i

π

∫ b1
a1

ln|x1 − ξ1|α′(x1)dx1 + Λ(ξ1)
)

u(ξ1, γ2(ξ1)) =
α(ξ1)

2α2(ξ1)
− 1

2α2(ξ1)

(
− i

π

∫ b1
a1

ln|x1 − ξ1|α′(x1)dx1 + Λ(ξ1)
)

(۶)

با ( ضعیف تکینͬ (با شده سازی منظم هسته های با دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات از دستگاه ͷی (۶) رابطه
کرد بازنویسͬ زیر فشرده فرم به ͬ توان م را (۶) رابطه سادگͬ برای هستند. نامعلوم توابع از مرزی مقادیر

u(ξ1, γ1(ξ1)) =
∫ b1
a1
[H11(ξ1, η1)u(η1, γ1(η1)) +H12(ξ1, η1)u(η1, γ2(η1))]dη1 + f1(ξ1)

u(ξ1, γ1(ξ1)) =
∫ b1
a1
[H21(ξ1, η1)u(η1, γ1(η1)) +H22(ξ1, η1)u(η1, γ2(η1))]dη1 + f2(ξ1)

به معلوم توابعͬ f2(ξ1) و f1(ξ1) و [a1, b1] فاصله در انتگرالͬ جملات با هسته هایی H22و H21،H12 ، H11 که
ͬ باشند م انتگرالͬ عبارات صورت

نوشت: زیر ماتریسͬ فرم به ͬ توان م را (٧) رابطه که کنید توجه

u(ξ) = F (ξ) +

∫ b1

a1

H(ξ1, η1)u(η)dη1

صورت به فوق انتگرال معادله جواب که ͬ دانیم م انتگرال معادلات نظریه از و

u(ξ) = F (ξ) +

∫ b1

a1

R(ξ1, η1)F (η)dη1

ͬ باشد. م

قضیه بیان ۴

کنیم: مͬ بیان زیر قضیه قالب در را فوق نتایج
ͬ شود م تبدیل زیر دوم نوع فردهلم انتگرال معادله به (٢) و (١) مرزی مقدار مساله از u(ξ1, ξ2) مرزی مقادیر

u(ξ1) = F (ξ1) +

∫ b1

a1

H(ξ1, η1)u(η1)dη1

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را آن جواب که

u(ξ1) = F (ξ1) +

∫ b1

a1

R(ξ1, η1)F (η1)dη1

است. منظم سازی شده هسته H(ξ1, η1) و دوم نوع فردهلم انتگرال معادله حلال هسته R(ξ1, η1)که
٣
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نتایج ۵

سزایی به نقش عددی روشهای و است جزیی دیفرانسیل معادلات از راحتر مراتب به انتگرالͬ معادلات حل و بررسͬ
دارند. معادلات جواب در

مراجع ۶

جواب، یͽانگͬ اثبات و یافته تعمیم ریمان ‐ کوشͬ معادله سازگاری شرایط آوردن دست به گلنبر، عبادپور جواد
زنجان. دانشͽاه ١۴٠٢ شهریور ٣-١، ایران ریاضͬ کنفرانس چهارمین و پنجاه

M.Jahanshahi and M.Darabadi, An analytic solution for a non-local initial-boundary value problem including a

partial differential equation with variable coefficients,,Bulletin of the IranianMathematical Society, ( 2016), Vol.42,

no.2, 315–326.

J. Ebadpour Golanbar, F. Farzanfar, Investigation of the Fredholm of the elliptic Cauchy - Riemann equations in-

cluding parameters in local and nonlocal bounded conditions.,

51stAnnual Iranian Mathematics Conference University of Kashan., 16− 20 February(2021)

Javad Ebadpour Golanbar, Investigation and solving boundary value problems including first order elliptic equations

with integral terms. , A Thesis Presented to the Department ofMathematics in Partial Fulfilment of the Requirements

for the Degree of Doctor of Science in Pure Mathematics,Azarbaijan Shahid Madani University, August 2020.
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فازی رياضيات



R×M از ͬ فازی ت مدول های زیر

ایران تهران، ،۳۶۹۷ −۱۹۳۹۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، علمͬ هيأت عضو رسولͬ، رسول

rasuli@pnu.ac.ir

ایران تهران، ،۳۶۹۷ −۱۹۳۹۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، علمͬ هيأت عضو ،* قادری ر به سͯ

ghaderi_s@pnu.ac.ir

از توسیع مفاهیم ͬ دهیم ، م قرار مطالعه مورد را R×M از فازی مدول های زیر ͬ نرم ها ت ͷکم به مقاله این در چͺیده:
بررسͬ R⁃مدول ها از همریختͬ تحت را آنها نهایت در ͬ   كنیم. م ثابت و بیان را مهمͬ نتایج و ͬ کنیم م تعریف را آنها

ͬ  کنیم. م
نرم ها. فازی، مجموعەهای نظریه ͬ ها، همریخت توسیع، مدول ها، نظریه کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

سولاراجو ۲۰۰۹ سال در کردند. بیان را فازی مجموعەهای زیر مفهوم بار اولین برای [۶] زاده پروفسور ۱۹۶۵ سال از
روی را تͬ⁃نرم ها اثر مقاله این اول نویسنده .[۵] کردند مطرح را ۳ کیو⁃فازی زیر گروەهای مفهوم ۲ ناگاراجان و ۱

مدول های زیر روی را تͬ⁃نرم ها تأثیر مقاله این در .[۳–۱] کردەاست بررسͬ ͷکلاسی جبر در فازی جبری ساختاری
تحت را آنها سپس ͬ کنیم. م ثابت را مهمͬ بسیار نتایج و ͬ کنيم م بیان را آنها از ۵ توسیع مفهوم و R×M از ۴ فازی

ͬ آوریم. م بدست را جدیدی نتایج و ͬ دهیم م قرار مطالعه مورد ͬ ها همریخت

(Preliminaries) نيازها پيش ۲
. ͬ آوریم م را داریم لازم مقاله این برای که قضایایی و تعاریف بخش این در

[۵] تعریف ۱ .۲

تمامͬ مجموعه ͬ گوییم. م X از فازی مجموعه زیر ͷی را µ : X → [0, 1] تابع باشد. مجموعه ͷی X ̸= ∅ کنید فرض
۶ تͬ⁃نرم ͷی T : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] تابع ͬ  گوییم م ͬ  دهيم. م نشان [0, 1]X نماد با را X روی فازی مجموعەهای

Author Ⅽorresponⅾing*
1Solairaju
2Nagarajan
3Q-fuzzy subgroups
4submodules fuzzy
5extension
6t-norm
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T (x, 1) = x الف) باشند: برقرار زیر شرایط x, y, z ∈ [0, 1] هر برای اگر است
T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) د) T (x, y) = T (y, x) ج) T (x, y) ≤ T (x, z) آنگاه y ≤ z اگر ب)

باشد. برقرار T (x, x) = x شرط x ∈ X هر برای اگر است ۷ توان خود T ͬ گوییم م

[۴] لم ۲ .۲

.T (T (x, y), T (w, z)) = T (T (x,w), T (y, z)) ،x, y, z, w ∈ [0, هر[1 برای باشد. t⁃نرم ͷی T کنید فرض

اصلͬ نتایج ۳

تعریف ۱ .۳

ومجموعه ͬ گوییم م R از M⁃فازی زیرمجموعه ͷی را µ : R×M → [0, 1] تابع باشد. R⁃مدول ͷی M کنید فرض
تابع .a ∈ [0, 1] و باشد R حلقه از زیرمجموعه ͷی S ̸= ∅ کنید فرض ͬ دهیم. م نمایش [0, 1]R×M با را آن ها تمامͬ

ͬ کنیم. م تعریف aS×M (r,m) =

a اگر r ∈ S,m ∈ M

0 اگر r ∈ R− S,m ∈ M

ضابطەی با را aS×M : R×M → [0, 1]

تعریف ۲ .۳

اگر: است T با متناسب فازی مدول زیر ͷی µ ͬ گوییم م باشد. t⁃نرم ͷی T و µ ∈ [0, 1]R×M کنید فرض
µ(r, x+ y) ≥ T (µ(r, x), µ(r, y)) ج) µ(r, sx) ≥ µ(r, x) ب) µ(r, 0M ) = 1 الف)

TF (R×M) نماد با را R×M از T با متناسب فازی زیرمدول های تمامͬ مجموعه .x, y ∈ M s, r ∈ R که بطوری
ͬ آوریم. م بدست را µ(r,−x) ≥ µ(r, x) نتیجه تعریف دوم شرط طبق پس −1x = −x ͬ دانیم م ͬ دهیم. م نشان

تعریف ۳ .۳

(−µ)(r, x) = µ(r,−x) ،(µ∩ v)(r, x) = T (µ(r, x), v(r, x)) آنگاه µ, v ∈ TF (R×M) و x ∈ M, r ∈ R کنید فرض
تعمیم هم دلخواه تعداد به را جمع ͬ توان م که شود توجه .(µ+ v)(r, x) = sup {T (µ(r, y), v(r, z)) : x = y + z} و
است جابجایی و شرکت پذیر عملͽر ͷی + چون ،n ∈ N که 1 ≤ i ≤ n و µi ∈ TF (R × M) کنید فرض داد.
فرض با حال داد. قرار بحث مورد ͬ دهیم م نشان ∑n

i=1 µi نماد با که را µ1 + µ2 + · · · + µn جمع ͬ توان م لذا
که داریم را (∑

i∈I µi

)
(r, x) = sup {Ti∈I (µi(r, xi)) : xi ∈ M,

∑
xi = x} تعریف i ∈ I و µi ∈ TF (R × M)

هستند. 0M مساوی xiها بقیه xiها از متناهͬ تعداد جز به که ∑
xi =

∑
i∈I xi

در µi ∈ TF (R ×M) اگر داد. تعمیم را مفهوم این ͬ توان م که ،(µ ∪ v)(r, x) = sup {µ(r, x), v(r, x)} همچنین
.(∪i∈I µi

)
(r, x) = sup {µi(r, x) : i ∈ I}:داریمx ∈ M و r ∈ R و i ∈ I هر برای صورت این

کنید فرض ͯ کنیم. م ذکر صورت این به TF (R ×M) از عضوی در را R از عضوی ضرب مفهوم تعریف این در
(sµ)(r, x) = sup{µ(r, y)|y ∈ M, sy = x} صورت به را sµ صورت این در .µ ∈ TF (R×M) و x ∈ M و r, s ∈ R

ͬ باشد. م sµ : R×M → [0, 1] که ͬ کنیم م تعریف
7idempotent

۲

261



قضیه ۴ .۳

برقرار x, y ∈ M هر برای زیر موارد اینصورت در .i ∈ I که µ, v, ε, µi ∈ TF (R × M) و r, s, t ∈ R کنید فرض
(ts)µ = t(sµ) د) sµ ≤ sv آنگاه µ ≤ v اگر ج) s1R×0M = 1R×0M ب) (−1)µ = −µ و 1µ = µ الف) هستند.
ε(r, sx) ≥ µ(r, x) ⇔ sµ ≤ ε ح) (sµ)(r, sx) ≥ µ(r, x) ز) s (∪i∈Iµi) = ∪i∈Isµi و) s(µ+ v) = sµ+ sv ه)

ε(r, sx+ ty) ≥ T (µ(r, x), v(r, y)) ⇔ sµ+ tv ≤ ε ی) (sµ+ tv) (r, sx+ ty) ≥ T (µ(r, x), v(r, y)) ط)

نتیجه ۵ .۳

sµ+ tµ ≤ µ ⇔ µ(r, sx+ ty) ≥ T (µ(r, x), µ(r, y)) الف) اینصورت: در µ ∈ TF (R×M) و r, s, t ∈ R کنید فرض
.µ+ µ ≤ µ و 1R×0M ≤ µ , sµ ≤ µ آنگاه µ ∈ [0, 1]R×M اگر ج) sµ ≤ µ ⇔ µ(r, sx) ≥ µ(r, x) ب)

قضیه ۶ .۳

و µ(r, 0M ) = 1 اگر فقط و اگر µ ∈ TF (R × M) اینصورت در .µ ∈ [0, 1]R×M و r, s, t ∈ R کنید فرض
.rµ+ sµ ≤ µ و 1{R×0M} ≤ µ اگر فقط و اگر µ(r, sx+ ty) ≥ T (µ(r, x), µ(r, y))

قضیه ۷ .۳

.µ ∩ v ∈ TF (R×M) اینصورت در µ, v ∈ TF (R×M) کنید فرض الف)
.µ+ v ∈ TF (R×M) اینصورت در باشد. خودتوان t⁃نرم ͷی T و µ, v ∈ TF (R×M) کنید فرض ب)

.∑i µi ∈ TF (R×M) و ∩iµi ∈ TF (R×M) آنگاه {µi : i = 1, 2, . . . } ⊆ TF (R×M) اگر کلͬ، حالت در

تعریف ۸ .۳

ͬ کنيم م تعریف ⟨s, µ⟩(r, y) = µ(r, sy) را ⟨s, µ⟩ : R×M → [0, 1] اینصورت در s ∈ R و µ ∈ [0, 1]R×M کنید فرض
ͬ کنیم. م تعریف را suppµ = {(r, x) ∈ R×M : µ(r, x) > 0} و ͬ گویيم م s ∈ R توسط µ تابع ۸ توسیع و

قضیه ۹ .۳

⟨s, µ⟩ ∈ TF (R×M) الف) هستند: برقرار زیر موارد اینصورت در s ∈ R و µ ∈ TF (R×M) کنید فرض
آنگاه µ(r, x) > 0 و x ∈ M اگر د) ⟨sn, µ⟩ ⊆ ⟨sn+1, µ⟩ داریم: n ∈ N هر برای ج) µ ⊆ ⟨s, µ⟩ ب)

.⟨s,∩iµi⟩ ∈ TF (R×M) آنگاه {µi : i = 1, 2, . . . } ⊆ TF (R×M) اگر ه) supp⟨s, µ⟩ = R×M

تعریف ۱۰ .۳

و µ ∈ TF (R ×M) کنید فرض باشد. R⁃همریختͬ ͷی f : M → N و باشند R⁃مدول دو M و N کنید فرض
f(µ)(r, y) = sup{µ(r, x) : x ∈ M, f(x) = y} ضابطەی با f(µ) : R×N → [0, 1] صورت آن در v ∈ TF (R×N)

8extension

۳
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f−1(v)(rx) = ضابطه با را f−1(v) : R×M → [0, 1] همچنین ͬ گوییم. م f تحت µ تصویر را آن و ͬ کنیم م تعریف را
ͬ گوییم. م f تحت v تصویر پیش را آن و ͬ کنیم م تعریف v(r, f(x))

قضیه ۱۱ .۳

v, v1, v2 ∈ و µ, µ1, µ2 ∈ TF (R ×M) باشد، N و M R⁃مدول های بین همریختͬ ͷی f : M → N کنید فرض
f−1(v1) ≤ f−1(v2) آنگاه v1 ≤ v2 اگر ب) f(µ1) ≤ f(µ2) آنگاه µ1 ≤ µ2 اگر الف) : صورت این در TF (R×N)

µ ≤ f−1(f(µ)) اینصورت غیر در µ = f−1(f(µ)) آنگاه باشد ͷی به ͷی f اگر د) µ ≤ f−1(v) ⇔ f(µ) ≤ v ج)
.v ≥ f(f−1(v)) غیراینصورت در v = f(f−1(v)) آنگاه باشد پوشا f اگر ه)

قضیه ۱۲ .۳

اینصورت در µ, v ∈ TF (R × M) و r, s, t ∈ R کنید فرض باشد. پوشا همریختͬ ͷی f : M → N کنید فرض
v ∈ TF (R×N) کنید فرض اگر حال .f(sµ+ tv) = sf(µ) + tf(v) و f(sµ) = sf(µ) ،f(µ+ v) = f(µ) + f(v)

است. برقرار f−1(v) ∈ TF (R×M) همواره و f(µ) ∈ TF (R×N) آنگاه

علاقەمندان براي باز مسأله و نتيجەگیری ۴

و کردیم بیان را آنها توسیع و اجتماع اشتراک، جمع، مفاهیم و t⁃نرم ها با متناسب فازی مدول های زیر مقاله این در
R⁃مدول های انژکتیو، R⁃مدول های مانند مفاهیمͬ ͷکلاسی جبر در کردیم. بررسͬ R⁃مدول ها بین همریختͬ تحت
زیر مورد در را مفاهیم این ͬ توانند م علاقەمندان دارد. وجود مسطح R⁃مدول های و آزاد R⁃مدول های پروژکتیو،
فازی مدول های زیر مورد در را ͷکلاسی جبر در موجود نتایج و کنند مطرح را t⁃نرم ها با مناسب فازی مدول های

باشد. بعدی تحقیقات برای خوبی شروع نقطه و باز مسأله ͷی ͬ تواند م این و آورند بدست را t⁃نرم ها با متناسب
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های آموزشی: مروری بر مبانی، منطق فازی در ارزیابی مهارت
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آزاد اسلامی، صندوق پستی دانشگاه واحد علوم و تحقیقات،، گروه ریاضی یعلمئتیهعضو  حمید رسولی،
 ، تهران، ایران۴۱۱۴۱/۷۷۱

آزاد اسلامی، صندوق پستی دانشگاه واحد علوم و تحقیقات،، گروه ریاضی یعلمئتیهعضو  مهدی آژینی،
 ، تهران، ایران۴۱۱۴۱/۷۷۱

تواند های دوارزشی )قبول/رد( نمیبندیهای آموزشی با استفاده از نمرات خام یا دستهارزیابی مهارت چکیده:
دهد معرفی شد، اجازه می ۴۶۹۱زاده در سال جزئیات ظریف یادگیری را بازتاب دهد. منطق فازی که توسط لطفی

، توابع های فازین تشریح مبانی مجموعهصورت پیوسته و نسبی سنجیده شوند. این مقاله ضمهای آموزشی بهپدیده
کند و چارچوبی برای طراحی های پیشین در حوزهٔ آموزش را مرور میهای استنتاج ممدانی، پژوهشعضویت و سیستم

« دقت»های سازی شاخصدهد. سپس یک مثال عملی برای دو دانشجو ارائه و نحوهٔ فازیهای فازی ارائه میارزیابی
 .شودسازی نتایج تشریح میفازیقواعد زبانی و دی، تعریف «سرعت»و 

  ارزیابی آموزشی ،توابع عضویت مثلثی و گاوسی ،سیستم استنتاج ممدانی ،منطق فازی کلمات کلیدی:
 

 . مقدمه1
 های سنتی معمولا های آموزش ریاضی و علوم، ارزیابی دقیق میزان درک و تسلط فراگیران است. روشیکی از چالش

ان کنند و قادر به نشطور گسسته ارزیابی میهای آموزشی را بهبا اختصاص یک نمرهٔ عددی یا تصمیم قبول/رد، داده
 ۴۶۹۱وسیلهٔ پروفسور لطفی عسگرزاده در سال فازی که به هایدادن درجهٔ پیشرفت دانشجو نیستند. نظریهٔ مجموعه

کند. در این نظریه، هر عنصر عضو یک مجموعه سازی مفاهیم مبهم و پیوسته ارائه میمعرفی شد، راهکاری برای مدل
بندی ریاضی بخشید. هایی با عدم اطمینان را صورتتوان پدیدهشود و میای بین صفر و یک مشخص میبا درجه

ها، از جمله کنترل صنعتی، هوش مصنوعی و نیز ارزیابی ن ویژگی باعث شده است منطق فازی در بسیاری از حوزهای
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هدف این مقاله،  .(۰۲۰۱؛ گلوشکووا و همکاران، ۴۶۷۱ ان،یلیو آس ی)ممدانآموزشی، کاربردهای متعددی پیدا کند
پیشنهاد یک چارچوب مفهومی برای طراحی سیستم  ارائهٔ مروری بر مبانی نظری و تحقیقاتی منطق فازی در آموزش،

 ارزیابی فازی و ارائهٔ یک مثال کاربردی است تا نحوهٔ کار سیستم روشن شود. 
 

 مبانی نظری منطق فازی. ۲
شود. این درجهٔ عضویت در نظریهٔ فازی، هر عنصر عضو یک مجموعه با درجهٔ معینی بین صفر و یک مشخص می

گردد. برای هر متغیر ورودی، باید محدودهٔ تغییرات و نوع تابع عضویت انتخاب شود. می توسط تابع عضویت تعیین
سیستم . ]3 [ای و گاوسی هستندهای استنتاج فازی شامل مثلثی، ذوزنقهانواع پرکاربرد توابع عضویت در سیستم

گیرد. این مبهم به کار می چارچوبی محاسباتی است که منطق فازی را برای پردازش اطلاعات (FIS) استنتاج فازی
دهد. فرآیند کار گیری را مشابه استدلل انسانی انجام میتصمیم« آنگاه–اگر»ای از قواعد سیستم با مجموعه

در  .سازیفازیسازی، ارزیابی قوانین، ترکیب نتایج و دیهای ممدانی معمولا شامل چهار مرحله است: فازیسیستم
یکی از ( ۴۶۶۱) ۰اند. بیسواسیاری به کاربرد منطق فازی در ارزیابی آموزشی پرداختهدو دههٔ اخیر، پژوهشگران بس

دهی سنتی، انعطاف و دقت بیشتری های نمرههای فازی نسبت به سیستماولین پژوهشگران بود که نشان داد مدل
های امتحانی بر پایهٔ برگهاین رویکرد را توسعه دادند و دو روش نوآورانه برای ارزیابی ( ۴۶۶۶)3دارند. چن و لی 

 .های فازی ارائه کردندمجموعه

 چارچوب پیشنهادی برای ارزیابی یادگیری با منطق فازی .1-۲

های پیشین، چارچوب زیر برای طراحی یک سیستم ارزیابی آموزشی بر با توجه به بررسی مبانی نظری و پژوهش
برای هر مهارت یا موضوع درسی، چند  :های عملکردشاخصتعریف (۴: ]۱ [دشومبنای منطق فازی پیشنهاد می

انتخاب توابع (۰. شود )مثلاً سرعت حل مسئله، دقت محاسبات، درک مفهوم(گیری تعیین میشاخص قابل اندازه
ود شتعریف می«( عالی»، «خوب»، «متوسط»، «ضعیف»برای هر شاخص، سه یا چهار برچسب زبانی )مثل  :عضویت

خبرگان موضوع )اساتید درس(  :تدوین قواعد زبانی(3 .شونداوسی با پارامترهای مناسب تعیین میو توابع عضویت گ
استنتاج و (4 .کنندبیان می« آنگاه–اگر»ها و سطح کلی مهارت را به صورت قواعد روابط میان ترکیب شاخص

ل روش مرکز ثقل به عدد نهایی تبدی خروجی فازی با استفاده از موتور استنتاج ممدانی محاسبه شده و با :سازیدفازی
 :تحلیل و بازخورد(5. .عنوان نمره یا شاخص عملکرد دانشجو مورد استفاده قرار گیردتواند بهاین عدد می . شودمی

شود تا نقاط قوت و ضعف دانشجو خروجی سیستم به صورت بردار عضویت در چند سطح نیز نمایش داده می
برای نشان دادن نحوهٔ  .تواند راهنمای طراحی مداخلات آموزشی باشدطلاعات میطور دقیق مشخص شود. این ابه

 یراب شود.ارائه می« سرعت»و « دقت»استفاده از چارچوب پیشنهادی، در این بخش یک مثال با دو شاخص عملکرد 
 یها)درصد پاسخ: دقت شودیدر نظر گرفته م یدو شاخص اصل ،یمهارت دو دانشجو در حل معادلت خط یابیارز

                                                        
2 Biswas 
3 Chen & Lee 
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 فیتعر تیهر شاخص، توابع عضو ی(. براقهیو سرعت )زمان حل سؤالت بر حسب دق( ۴۲۲تا  ۲از  حیصح
و  دقت هایبرای متغیر. کنندیل میتبد یمتوسط و قو ف،یمانند ضع یفیرا به سطوح ک یکمّ ریکه مقاد شوندیم

 .ینید( رابب۴-۰، جدول )کنیمسه تابع عضویت مثلثی تعریف می سرعت

  و سرعت دقت هایسه تابع عضویت مثلثی متغیر ۴-۰جدول 

 توضیح (a,b,c) پارامترهای تابع مثلثی برچسب

 =۲ (حداکثر است و در =b) 3۲ (مقدار عضویت در (۲،3۲،۹۲) ضعیف
 (a و) ۹۲ (c= شودصفر می. 

 .و کاهش تدریجی در طرفین (b=60) اوج عضویت در (۱۲،۹۲،8۲) متوسط

 .و دامنهٔ بالی محدودهٔ دقت (b=85) اوج در (۷۲،8۱،۴۲۲)  خوب

، جدول نیمکبرای متغیر سرعت )هر چه زمان بیشتر باشد سرعت کمتر است( سه تابع عضویت مثلثی انتخاب می
 ( راببینید.۰-۰)

 سرعتسه تابع عضویت مثلثی متغیر ۰-۰جدول 
 توضیح (a,b,c) پارامترهای تابع مثلثی برچسب

 .( دقیقه۰۲های کوتاه، اوج عضویت در )زمان (۲،۰۲،۱۲) سریع
 .( دقیقه5۲اوج عضویت در ) (3۲،۱۲،۷۲) متوسط

 .( دقیقه8۲های بلند، اوج عضویت در )زمان (6۲،8۲،۴۲۲) کند
« سطمتو»، «ضعیف»های شود و سه تابع عضویت مثلثی برای برچسبتعریف می ۴۲تا  ۲متغیر خروجی مهارت بین 

ها صرفاً مقادیر عددی این برچسب. (۹،8،۴۲) و (۷،3،5)، (۲،۰،۱) شود، به ترتیبدر نظر گرفته می« خوب»و 
 .توانند بنا بر نظر کارشناس تغییر کننداند و میصورت نمونه انتخاب شدهبه
 هادادهقواعد و  .۲-۲
 «ای»ملگر و ع ممینیبه صورت م« و»شده است که در آن عملگر  یطراح ریز یبر قواعد فاز یمبتن ستمیدانش س گاهیپا

 یواند: دانشجمشخص اعمال شده یهادو دانشجو با داده یابیارز یقواعد برا نی. اشوندیم ریتفس ممیبه صورت ماکز
A  یو دانشجو قه،یدق ۱۲درصد و زمان  ۷۱با دقت B  صورت  نی. قواعد به اقهیدق 8۲درصد و زمان  ۱۱ دقتبا

متوسط باشد، مهارت خوب است؛ اگر دقت خوب و سرعت  ای عی: اگر دقت خوب و سرعت سرشوندیم فیتعر
باشد، مهارت متوسط است؛ اگر دقت متوسط و  عیکند باشد، مهارت متوسط است؛ اگر دقت متوسط و سرعت سر

 است؛ و اگر دقت فیاگر دقت متوسط و سرعت کند باشد، مهارت ضع است؛شد، مهارت متوسط سرعت متوسط با
 است. فیباشد، بدون در نظر گرفتن سرعت، مهارت ضع فیضع

 محاسبهٔ درجات عضویت 3 
 قهیدق ۱۲است و زمان « خوب»در  ۲٫33و « متوسط»در  ۲٫۰۱ تیدرجات عضو یدارا ۷۱، دقت A یدانشجو یبرا

و  «فیضع»در  ۲٫۴۷ تیدرجات عضو یدارا ۱۱، دقت B یدانشجو یدارد. برا ۲٫۱ تیعضو« متوسط»تنها در 
 .ردیگیقرار م« کند»طور کامل در به قهیدق 8۲است و زمان « متوسط»در  ۲٫۷۱
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 اعمال قواعد و ترکیب نتایج 3-1  
 ۲٫33را با درجهٔ « خوب»شود و مهارت فعال می)min) ۲٫33,۲٫5۲ =))۲٫33 با مقادیر ۴ ، قاعدهAٔ برای دانشجوی

 ۲٫۰۱را با درجهٔ « متوسط»شود و مهارت فعال می)min) ۲٫5۲,۲٫۰5 =))۲٫۰5نیز با مقدار ۱ کند. قاعدهٔایجاد می
فعال و )min) ۴,۲٫۷5 =))۲٫۷5با مقدار ۱ ، قاعدهBٔ کند. سایر قواعد مقدار صفر دارند. برای دانشجویتولید می
کند که با ( مهارت ضعیف تولید می۲٫۴۷نیز با مقدار ) ۹ کند؛ علاوه بر آن قاعدهٔرا ایجاد می« ضعیف»مهارت 

 .شودحفظ می ۲٫۷۱ترکیب ماکزیمم مقدار 
 سازیفازیدی 3-۲

، «ضعیف»های کنیم. به برچسبدهی به مراکز استفاده میبرای تبدیل نتایج فازی به مقدار عددی، از روش وزن
، نمرهٔ مهارت A دهیم. برای دانشجویاختصاص می 8و  ۱، ۰های عددی به ترتیب نماینده« خوب»و « متوسط»

فعال است؛ بنابراین  ۲٫۷۱با درجهٔ « عیفض»، تنها برچسب B برای دانشجوی، 6٫۷≈ نمره مهارت   :بابرابر است
 .۰نمرهٔ او برابر است با

 تحلیل نتایج 3-3
قرار دارد، در « متوسط»و « خوب»، در مرز سطوح ۴۲از  ۷با مهارت حدود  A یاز آن است که دانشجو یحاک جینتا

 ،تیبر بردار عضو یمبتن یابیارز نی. اردیگیم یجا «فیضع»کاملاً در سطح  ۴۲از  ۰با نمره  B یکه دانشجو یحال
 یمداخلات آموزش یطراح یبرا یمناسب یراهنماو  دهدیاز نقاط قوت و ضعف هر دانشجو ارائه م ایگو یریتصو

 خواهد بود. دیهدفمند توسط اسات

  گیرینتیجه .4
 یآموزش یبایارز یبرا یابزار مناسب وسته،یپ تیدرجات عضو فیو تعر تیعدم قطع یسازمدل تیبا قابل یمنطق فاز

و  یکم یهایرا به خروج یفیک یهاداده ،یاستنتاج ممدان ستمیو س تیچارچوب با استفاده از توابع عضو نیاست. ا
 یسطوح مهارت نیب زیقادر به تما یبه خوب یشنهادیپ ستمیسکه  دهدیشده نشان م. مثال ارائهکندیم لیتبد ریرپذیتفس

 یابیارز یهاتوسعه مدل یبرا ییمبنا تواندیم کردیرو نیدقت و سرعت است. ا یهابر اساس شاخص انیدانشجو
 باشد. ندهیهدفمند در آ یمداخلات آموزش یو طراح ترقیدق
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 روش نوین حل معادلات دیفرانسیل خاص

 دانشجوی گروه علوم پایه، دانشکده شیمی، دانشگاه آزاد اسلامی واحد اسلامشهر، تهران، ایران ،1سعید مصیبی 
saeedmosayebi2498@gmail.com 

ترین مباحث ریاضی است. با استفاده از معادلات ترین و البته کاربردیمعادلات دیفرانسیل یکی از مهم چکیده:
های مختلف طبیعت را مورد بررسی قرار داد. در این مقاله توان بسیاری از قوانین حاکم بر پدیدهدیفرانسیل می

اله از ی اصلی در این مقی دارد. با این حال ایدهمعادلات دیفرانسیل مرتبط با علومی چون موسیقی، نیز کاربرد وسیع
( در زمینه معادلات  1111سپتامبر  11درگذشته  –در بازل سوئیس 1171آوریل  11های لئونارد اویلر )زاده پژوهش

دیفرانسیل، گرفته شده است. ساده ترین انواع معادلات دیفرانسیل معادلات جداشدنی، معادلات مرتبه اول و 
ها معادلات فربنیوس است. از معادلات گن خطی مرتبه دوم است و شاید بتوان گفت دشوارترین آنمعادلات هم

ای توان قانون دوم نیوتن دردینامیک، معادلات همیلتون درمکانیک کلاسیک، واپاشی هستهدیفرانسیل مشهور می
پواسن، معادله لاپلاس در توابع  ی موج، معادلات ماکسول در الکترومغناطیس، معادلاتای، معادلهدرفیزیک هسته

ک ی شرودینگر در مکانیترین زمان، فرمول انیشتین، قانون گرانش نیوتن، معادلههارمونیک، مسئله منحنی کوتاه
 -ریمان در آنالیز مختلط، معادله پواسن -ها، معادلات کوشیاستوکس در دینامیک شاره-کوانتوم، معادلات ناویه

و...  ی پتانسیل، معادله برنولیی تار مرتعش، نوسانگر همساز در مکانیک کونتومی، نظریهبولتزمن، معادله موج برا
تقات گیرند که مشای نوین نسبت به معادلات سابق قرار می[  معادلات قابل بررسی در این مقاله، در دسته1نام برد. ]

 شوند.را شامل می yو  xهای دلخواه بالا از دلخواه مراتب بالا و توان
 

 مصیبی، معادلات -ضربی، معادلات اویلرمعادلات دیفرانسیل با مشتقات بالا، معادلات حاصل کلمات کلیدی:
 مصیبی، روش جایگذاری -مصیبی، معادلات لاگرانژ -لژاندر

 مقدمه 1
ر ول از یک تا چند متغیی ریاضی است که دارای یک یا چند تابع مجهی دیفرانسیل نوعی معادلهدر ریاضیات معادله

 های مختلف است. های آن توابع با مرتبهمستقل و مشتق
های طبیعی کاربرد دارند. بسیاری از پدیده های عمومی طبیعت سازی ریاضیاتی بسیاری از پدیدهاین معادلات در مدل

سیل معادلات دیفراندر فیزیک، شیمی، زیست شناسی و ستاره شناسی طبیعی ترین بیان ریاضی خود را در زبان 
 یابند.می

های الکتریکی، سرعت حدی، غلظت مواد شیمیایی و رشد جمعیت اشاره کرد. توان به مدارهای آن میاز جمله کاربرد
 های دیگر کاربرد فراوانی دارند. معادلات دیفرانسیل همچنین در هندسه و نیز در مهندسی و بسیاری از حوزه

ای با خود یا متغییرهای خود داشته باشد، آن پدیده با معادلات یا چند تابع، رابطههر زمان که نرخ تغییرات یک 
 شود.سازی میدیفرانسیل مدل

                                                        
 نويسنده مسئول . 1

269



 

 
 

 شود و معادلاتی سرعت و مکان آن در زمان مختلف توصیف میبه عنوان مثال در مکانیک، حرکت جسم به وسیله
دهند. در چنین شرایطی ناگون وارده بر جسم را میی بین مکان، سرعت و شتاب و نیروهای گونیوتن به ما رابطه

ان ی جسم تابعی از زمان است بیی دیفرانسیلی که در آن مکان ناشناختهتوانیم حرکت جسم را در قالب یک معادلهمی
 [1] کنیم.

 تعریف عمومی معادله دیفرانسیل معمولی به شرح زیر است:
ی دیفرانسیل ای به فرم زیر یک معادلهباشد، در این صورت معادله و مشتقات آن  yو  xتابعی معین از  Fفرض کنید 

 [2]  شود.نامیده می nی معمولی صریح از مرتبه
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦,́ … 𝑦(𝑛−1)) = 𝑦(𝑛) 

 

 دهیم:برای معرفی معادلات دیفرانسیل یک مثال عملی و مشهود و البته جالب از این معادلات را مورد بررسی قرار می

اس کند که شیب خط ممای از یک نورافکن قرار گرفته است. دزد به صورتی از نور نورافکن فرار میفاصلهدزدی در 
 ی مسیر حرکتگیرد. معادلهی اولیه و بیشتر از آن قرار میدرجه نسبت به زاویه 51ی بر مسیر حرکتش همواره با زاویه

 دست آورید.دزد بر حسب مختصات قطبی را به

𝑚 = tan(𝜃 +
𝜋

4
) =

tan 𝜃 + tan
𝜋

4

1 − tan 𝜃 tan
𝜋

4

=
1 + tan 𝜃

1 − tan 𝜃
 

tanدانیم می   𝜃  در مختصات دکارتی برابر𝑦

𝑥
𝑥2و   + y2  برابر𝑟2 ،همچنین  است𝑚  یا شیب خط مماس همانý  یا

 است، پس داریم: 𝑦مشتق 

𝜃 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
)  ,   𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 

𝑦 =́
1 +

𝑦

𝑥

1 −
𝑦

𝑥

                  

𝑢با تغییر متغیر  =
𝑦

𝑥
 خواهیم داشت: 

𝑦 = 𝑢𝑥 →  𝑦 =́ 𝑢 𝑥́ + 𝑢   →   𝑢 𝑥́  
→     𝑢 𝑥́ + 𝑢 =

1 + 𝑢

1 − 𝑢
         

=
1 + 𝑢

1 − 𝑢
− 𝑢   →   

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥 =

1 + 𝑢2

1 − 𝑢
 

1 − 𝑢

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
       

→   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑢) −
1

2
ln(1 + 𝑢2) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑐 

𝑢حال  =
𝑦

𝑥
 کنیم:را بازنشانی می 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
) −

1

2
ln (1 +

𝑦2

𝑥2
) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑐    

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
) − (𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙𝑛𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑐 
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 𝑙𝑛𝑥 های مختصات قطبی، شود و با توجه به تبدیلاز دوطرف ساده می 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
𝑥2√و  θهمان  ( + 𝑦2 همان r 

 آید:صورت زیر به دست میاست. پس معادله مکان برحسب مختصات قطبی به
𝜃 − ln(𝑟) = 𝑐   →  ln(𝑟) = 𝜃 − 𝑐    

𝑟 = 𝑒(𝜃−𝑐) 
𝑐توان به شکل زیر نوشت و با فرض البته فرم دکارتی تابع مسیر حرکت دزد را می =  (1,0−) و  (1,0)یعنی این که  0

 توان نمودار را در فرم دکارتی رسم کرد که به صورت زیر است:نقاط روی منحنی هستند می

√𝑥2 + 𝑦2 = 𝑒𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(
𝑦

𝑥
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 روش شناسی 
معادلات دیفرانسیل انواع گوناگونی دارند که به معادلات تفکیک پذیر، معادلات مرتبه اول، معادلات مرتبه دوم و... 

 شوند.تقسیم می
 ی اویلر است که به صورت زیر است: ی اصلی در این مقاله مبتنی برمعادلهایده

a𝑥2y" + b𝑥𝑦 +́ 𝑐𝑦 = 0 
yمعادله به این فرم حتما جوابی به صورت اعتقاد اویلر بر این بود که هر  = xƛ  خواهد داشت و این فرض کاملا

 [3] صحیح بود.
 به مثال زیر توجه کنید:

𝑥2y" + 𝑥𝑦 +́ 𝑦 = 0 
y = xƛ  و   y =́ ƛxƛ−1  و      𝑦" = ƛ(ƛ − 1)𝑥ƛ−2 

 
 با جایگذاری مقادیر فوق در معادله اول خواهیم داشت:

𝑥2(ƛ(ƛ − 1)𝑥ƛ−2) + 𝑥(ƛxƛ−1) + xƛ = 0 
ƛ(ƛ − 1)𝑥ƛ + ƛ𝑥ƛ + 𝑥ƛ = 0 

 به دلیل ناصفر بودن داریم: 𝑥ƛبا فاکتور گیری و حذف 
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θ(ƛ − 1) + ƛ + 1 = 0 
ƛ2 + 1 = 0          ƛ = ±𝑖             𝑦 = 𝑥±𝑖 
های دلخواه تابع ضرب مشتقات و تواندر این معادلات با مجموع مشتقات سر و کار داریم. اما در این مقاله حاصل

 . شوندمیدر معادلات دیفرانسیل بررسی 
 
 
 
 
 

 بحث و تحلیل
عضو همه اعداد    Bو Aو حقیقی و ضرایب  mام دلخواه و توانی دلخواه از nای به فرم زیر، به شکل مشتق معادله

yحقیقی حتما دارای جوابی به فرم  = c xƛ  .است 
𝐴𝑦(𝑛) = 𝐵𝑦𝑚 

 به صورت زیر است: θو  cمقادیر 

𝑐 = √
𝐴

𝐵
(−1)𝑛 

Ʈ(𝑛 − ƛ)

Ʈ(−ƛ)

𝑚−1

 

θ =
𝑛

1 − 𝑚
 

 شرح زیر است:اثبات آن به 
𝑦(𝑛) = 𝑐ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)……(ƛ − 𝑛 + 1)𝑥ƛ−𝑛 

𝑦𝑚 = (𝑐𝑥ƛ)𝑚 = 𝑐𝑚𝑥ƛ𝑚 
𝐴𝑐ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)……(ƛ − 𝑛 + 1)𝑥ƛ−𝑛 = 𝐵𝑐𝑚𝑥ƛ𝑚 

 دانیم که جملاتمی
ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)… (ƛ − 𝑛 +  -1و قدر نسبت  θی حسابی با جمله اول جمله از دنباله nضرب تشکیل حاصل (1

 [6]ی به صورت زیر است: ی حسابضرب جملات دنبالهدهد و فرمول حاصلمی

𝑃𝑛 = 𝑑
𝑛
Ʈ(
𝑎1

𝑑
+ 𝑛)

Ʈ(
𝑎1

𝑑
)

 

باشد. بنابراین ی اعداد حقیقی از جمله اعداد گویا مینماد فاکتوریل همه θجمله اول و  𝑎1قدر نسبت،  dکه در آن 
 داریم: 

Ac {(−1)n
Ʈ(

ƛ

−1
+ n)

Ʈ(
ƛ

−1
)
} 𝑥ƛ−𝑛 = 𝐵𝑐𝑚𝑥ƛ𝑚 

 شود. می و ضرایب دو طرف تساوی فرمول هایی که در ابتدا ذکر شد، حاصل xاز مساوی قرار دادن توان های 
 به مثال زیر توجه کنید:

𝑦" = y3 

θ =
𝑛

1 − 𝑚
=

2

1 − 3
= −1 

𝑐 = √
1

1
(−1)2

Ʈ(2 − (−1))

Ʈ(−(−1))

3−1

 

θ(α)باتوجه به این که  = (α −  برای اعداد طبیعی است، داریم: !(1
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𝑐 = √
Ʈ(3)

Ʈ(1)

2

= √
2!

0!

2

= √2 

𝑦 = 𝑐𝑥ƛ = √2𝑥−1 =
√2

𝑥
 

 کنیم:آمده را چک میحال جواب به دست 
𝑦" = y3 

𝑦 = √2𝑥−1    و    𝑦 =́− √2𝑥−2  و   𝑦" = 2√2𝑥−3 
𝑦3 = (√2𝑥−1)3 = √8𝑥−3 = 2√2𝑥−3 

های دیدیم که دو سوی معادله به برابری رسید، پس جواب به دست آمده صحیح است. اما اگر تعداد مشتقات و توان
ناممکن است؛ پس فرمول های به دست آمده  معادله بالا باشد، روش مشتق گیری و جایگزینی طاقت فرسا و گاهی

 یابد.اهمیت می
 به مثال مرتبط با فیزیک در زیر توجه کنید:

ای که تا حد زیادی نوسان و ای بسیار مهیج را سفارش ساخت بدهند؛ به گونهخواهند وسیلهدر یک شهربازی می
ند، به ای مجذور مکان در نظر گرفتهقرینه هیجان ایجاد کند. مهندسان برای این سیستم جرک)خیز و جهش( را برابر

زمان این  -متری بوده و پس از یک دقیقه متوقف شود. معادله مکان hثانیه اول در ارتفاع  1/7طوری که در زمان 
 وسیله باید چگونه باشد؟

 دانیم که جرک، مشتق شتاب و مشتق سوم مکان است، پس داریم:می
𝐽𝑡 =

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=
𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
 

𝑥(3) = −𝑥2             𝑥 = 𝑡ƛ 
ƛ =

𝑛

1 − 𝑚
=

3

1 − 2
= −3 

𝑐 = √
1

−1
(−1)3

Ʈ(3 − (−3))

Ʈ(−(−3))

2−1

 

𝑐 =
Ʈ(6)

Ʈ(3)
=
5!

2!
= 60 

𝑥(𝑡) = {

ℎ,                       𝑡 < 0/1 
60

𝑡3
,         0/1 < 𝑡 < 60

 

توان ادعا کرد که معادلات متنوعی همچون معادلات به فرم زیر، حتما جوابی به شکل ی قبلی میبا تکیه بر معادله
y = c xƛ  .دارند 

𝐴𝑦(𝑛) = 𝐵𝑥𝛼𝑦𝑚 
𝐴𝑐ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)……(ƛ − 𝑛 + 1)𝑥ƛ−𝑛 = 𝐵𝑥𝛼𝑐𝑚𝑥ƛ𝑚 

 آیند: به صورت زیر به دست می θو  cاز تساوی فوق 

𝑐 = √
𝐴

𝐵
(−1)𝑛 

Ʈ(𝑛 − ƛ)

Ʈ(−ƛ)

𝑚−1

 

ƛ =
n + α

1 − m
 

  کنیم: در ادامه معادله زیر را بررسی می
𝐴𝑦(𝑛) = 𝐵𝑥𝛼𝑦́𝑦𝑚 
𝐴𝑐ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)……(ƛ − 𝑛 + 1)𝑥ƛ−𝑛 = 𝐵𝑥𝛼𝑐ƛ𝑥ƛ−1𝑐𝑚𝑥ƛ𝑚 

 از طرفین معادله داریم: 𝑐ƛبا حذف عبارت 
𝐴(ƛ − 1)(ƛ − 2)……(ƛ − 𝑛 + 1)𝑥ƛ−𝑛 = 𝐵𝑐𝑚𝑥𝑚ƛ+ƛ+𝛼−1 
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 شود: از تساوی توان های دو طرف، حاصل می

θ − 𝑛 = 𝑚ƛ + ƛ + 𝛼 − 1             ƛ =
1 − 𝛼 − 𝑛

𝑚
 

 :شودمی از تساوی ضرایب، حاصل

𝑐 = √
𝐴

𝐵
(−1)𝑛−1 

Ʈ(𝑛 − ƛ)

Ʈ(1 − ƛ)

𝑚

 

 زنیم:ها مثالی میاهمیت فرمولدر ادامه برای درک 
𝑥5y(41) = 𝑦́𝑦30 

 [5]کنیم: تقسیم می 𝑥5طرفین را بر 
y(41) = x−5𝑦́𝑦30 

θ =
1 − (−5) − 41

30
= −

35

30
= −

7

6
 

𝑐 = √(−1)41−1
Ʈ(41 − (−

7

6
)

Ʈ(1 − (−
7

6
)

30

= √5/7529 × 1049
30  

= 45/5683 
𝑦 =

45/5683

√𝑥7
6  

معادله به همراه مشتقات آن که تا مشتق شود که برای حل چنین معادله دیفرانسیلی روش جایگذاری در مشاهده می
توان جواب ها را تا های اخیر میبندیام ادامه دارد، کار بسیار دشواری است؛ این در حالی است که با فرمول 51

 مراتب بالا از مشتق و توان به راحتی محاسبه نمود.
𝐴𝑦(𝑛)برای معادله دیفرانسیل به فرم  = 𝐵𝑥𝛼𝑦(𝑍)𝑦𝑚  که در آنz شتقی دلخواه از تابع است با شرط م𝑛 > 𝑧 :داریم 

ƛ =
𝑧 − 𝑛 − 𝛼

𝑚
 

𝑐 = √
𝐴

𝐵
(−1)𝑛−𝑧 

Ʈ(𝑛 − ƛ)

Ʈ(𝑧 − ƛ)

𝑚

 

  به مثال زیر توجه کنید: 
3𝑦(86) = 4𝑥15𝑦(71)𝑦30 
ƛ =

71 − 86 − 15

30
= −1 

𝑐 = √
3

4
(−1)86−71 

Ʈ(86 − (−1))

Ʈ(71 − (−1))

30

= 8/75 + 0/92𝑖 

𝑦 =
8/75 + 0/92𝑖

𝑥
 

 
𝑦معادلات دیفرانسیل به فرم زیر حتماً جوابی خصوصی به شکل  = 𝑐𝑥ƛ  دارند که𝑐  وƛ اند:در آن معلوم 

𝐴(𝑦(𝑛))𝑎 = 𝐵(𝑦(𝑚))𝑏 

𝑏های دلخواه هستند. اگر شرط توان 𝑏و  𝑎و همچنین  yهای دلخواه از مرتبه 𝑚و  𝑛که در آن  > 𝑎  ،را لحاظ کنیم
 داریم:

𝐴(𝑐ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)… . (ƛ − 𝑛 + 1)𝑥ƛ−𝑛)
𝑎 

= 𝐵(𝑐ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)… . (ƛ − 𝑚 + 1)𝑥ƛ−𝑚)
𝑏 
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𝐴𝑐𝑎(ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)… . (ƛ − 𝑛 + 1))𝑎𝑥𝑎ƛ−𝑎𝑛 
= 𝐵𝑐𝑏(ƛ(ƛ − 1)(ƛ − 2)… . (ƛ − 𝑚 + 1))𝑏𝑥𝑏ƛ−𝑏𝑚 

 دهیم:ها و ضرایب را مساوی قرار میحال توان
𝑎ƛ − 𝑎𝑛 = 𝑏ƛ − 𝑏𝑚            
(𝑎 − 𝑏)ƛ = 𝑎𝑛 − 𝑏𝑚 
ƛ =

𝑎𝑛 − 𝑏𝑚

𝑎 − 𝑏
 

ƛ(ƛدانیم که جملات می − 1)(ƛ − 2)… . (ƛ − 𝑛 + و قدر  θی اول ی حسابی با جملهجمله از دنباله 𝑛ضرب حاصل (1
 صورت زیر است:ضرب بهدهند. فرمول این حاصلرا تشکیل می 1−نسبت 

𝑃𝑛 = 𝑑
𝑛
Ʈ(
𝑎1

𝑑
+ 𝑛)

Ʈ(
𝑎1

𝑑
)

 

باشد.بنابراین ی اعداد حقیقی از جمله اعداد گویا مینماد فاکتوریل همه θجمله اول و  𝑎1قدر نسبت،  dکه در آن 
 :داریم

𝐴𝑐𝑎 {(−1)𝑛
Ʈ(

ƛ

−1
+ 𝑛)

Ʈ(
ƛ

−1
)
}

𝑎

𝑥𝑎ƛ−𝑎𝑛 = 𝐵𝑐𝑏 {(−1)𝑚
Ʈ(

ƛ

−1
+𝑚)

Ʈ(
ƛ

−1
)
}

𝑏

𝑥𝑏ƛ−𝑏𝑚 

 آید:دست میبنابراین به

𝑐 = 𝜏(−ƛ)  √
𝐴

𝐵
(−1)𝑎𝑛−𝑏𝑚

(𝜏(𝑛 − ƛ))𝑎

(𝜏(𝑚 − ƛ))𝑏
𝑏−𝑎

 

θآوردیم، فقط برای دستکه به 𝑐ی ول رابطهاما باید دقت داشت که فرم < مثبت بود،  θبنابراین اگر  .صادق است 0
ها و آورد و درصورتی که تواندسترا با جایگذاری به 𝑐توان های معادله، کوچک بود میها و مرتبهدرصورتی که توان

 [7] ماند.مجهول می 𝑐های مشتق بالا بود مرتبه

 به مثال زیر دقت کنید:
(y(3))2 = (y)́ 4 

ƛ =
𝑎𝑛 − 𝑏𝑚

𝑎 − 𝑏
=
2(3) − 4(1)

2 − 4
= −1 

𝑐 = 𝜏(−ƛ)  √
𝐴

𝐵
(−1)𝑎𝑛−𝑏𝑚

(𝜏(𝑛 − ƛ))𝑎

(𝜏(𝑚 − ƛ))𝑏
𝑏−𝑎

= 𝜏(−(−1))  √(−1)2
(𝜏(3 − (−1)))2

(𝜏(1 − (−1)))4
2

 

θ(α)از آنجا که  = (α −  برای اعداد طبیعی است، داریم: !(1

𝑐 = (0)! √
(3!)2

(1!)4
2

= √36 = 6 
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 آید:دست میترتیب بهاینبه
𝑦 =

6

𝑥
 

 کنید: به مثال زیر توجه
(𝑦")2 = (y(3))3 

ƛ =
𝑎𝑛 − 𝑏𝑚

𝑎 − 𝑏
=
4 − 9

2 − 3
= 5 

𝑦حال مشتقات  = 𝑐𝑥5 کنیم تا در معادله جایگزین کرده و را محاسبه می𝑐 دست آوریم:را به 

𝑦́ = 5𝑐𝑥4     ,   𝑦" = 20𝑐𝑥3  ,   𝑦(3) = 60𝑐𝑥2 

(20𝑐𝑥3)2 = (60𝑐𝑥2)3 

400𝑐2𝑥6 = 216000𝑐3𝑥6   

→  400𝑐2 = 216000𝑐3   

→  216000𝑐3 − 400𝑐2 = 0 → 𝑐 =
1

540
 

𝑦 =
1

540
𝑥5 

 به مثال دیگری دقت کنید:
2(𝑦(21))33 = 3 (𝑦(11))43 

ƛ =
𝑎𝑛 − 𝑏𝑚

𝑎 − 𝑏
=
(33 × 21) − (43 × 11)

33 − 43
=
220

−10
= −22 

𝑐 = 𝜏(−(−22))  √
2

3
(−1)220 

(𝜏(21 − (−22))33

(𝜏(11 − (−22))43
10

≈ 1/48 × 1036 

𝑦 ≈
1/48 × 1036

𝑥22
 

  a,b,dهای مشتق و همچنین مرتبه n,m,zعضو همه اعداد حقیقی،  A,B,Cهایی به فرم  زیر،  که  در  آن معادله
𝑦های دلخواه هستند حتما جوابی به فرم توان = 𝑐 𝑥ƛ دارند 

 
𝐴(𝑦(𝑛))𝑎 ± 𝐵(𝑦(𝑚))𝑏 = 𝐶(𝑦(𝑧))𝑑 

 به صورت زیرند: θو  cمقادیر 
 

𝑎 (θ− 𝑛) = 𝑏 (θ −𝑚) = 𝑑(θ− 𝑧) 

θ =
𝑎𝑛 − 𝑏𝑚

𝑎 − 𝑏
=
𝑎𝑛 − 𝑑𝑧

𝑎 − 𝑑
=
𝑏𝑚 − 𝑑𝑧

𝑏 − 𝑑
 

𝐴𝑐𝑎 {(−1)𝑛
Ʈ(𝑛 − θ)

Ʈ(−θ)
}

𝑎

±𝐵𝑐𝑏 {(−1)𝑚
Ʈ(𝑚 − θ)

Ʈ(−θ)
}

𝑏

−𝐷𝑐𝑑 {(−1)𝑧
Ʈ(𝑧 − θ)

Ʈ(−θ)
}

𝑑

= 0 
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 .آیندبه دست می cمقادیر d یا   a,bی  درجه مجهول است، با حل معادله cاند  و  فقط ی  اعداد معلومچون  همه
[12] 

 ی حاصله را محاسبه کنید:های معادلهی جوابدست آورده و همهرا به mو   zی  زیر ابتدا مقادیر در  معادله
 

105184(𝑦(21))23 + (𝑦(𝑚))39 = (𝑦(𝑧))21 
ƛ =

21 × 23 − 39𝑚

23 − 39
=
21 × 23 − 21𝑧

23 − 21
=
39𝑚 − 21𝑧

39 − 21
 

21 × 23 − 39𝑚

23 − 39
=
21 × 23 − 21𝑧

23 − 21
 

483 − 39𝑚

−16
=
483 − 21z

2
 

966 − 78𝑚 = −7728 + 336𝑧 
336𝑧 + 78𝑚 = 8694 
÷6
⇒ 56𝑧 + 13𝑚 = 1449 

 
 .کنیمی خطی با استفاده از همنهشتی حل میی سیالهمعادله را به روش یک معادله  zو  mدست  آوردن  برای  به

[9] 
 

56𝑧 
13
≡
 1449 →  56𝑧 

13
≡
  6 →  56𝑧 

13
≡
− 7 

÷7
⇒ 8𝑧 

13
≡
− 1 → 8 𝑧 

13
≡
 64 →  𝑧 

13
≡
 8 

𝑧 = 13𝑘 + 8 
56( 13𝑘 + 8) + 13𝑚 = 1449 
728𝑘 + 448 + 13𝑚 = 1449 
13𝑚 = −728𝑘 + 1001 
𝑚 = −56𝑘 + 77 

 :اند، داریمی مشتق هستند و اعدادی طبیعیمرتبه mو   zچون 
 

𝑘 = 0 → {
𝑧 = 8
𝑚 = 77

 
𝑘 = 1 → {

𝑧 = 21
𝑚 = 21

 
K=1 شود. خطی تبدیل میشود و معادله از حالت دیفرانسیلی بهمی 11ها ی عبارتقابل قبول نیست چون مرتبه همه

 کنیم:حال معادله را بازنویسی می
 

105184(𝑦(21))23 + (𝑦(77))39 = (𝑦(8))21 
θ =

𝑎𝑛 − 𝑏𝑚

𝑎 − 𝑏
 

ƛ =  157/5 
105184𝑐23 {(−1)21

Ʈ(21 − 157/5)

Ʈ(−157/5)
}
23

+ 𝑐39 {(−1)77
Ʈ(77 − 157/5)

Ʈ(−157/5)
}
39

− 𝑐21 {(−1)8
Ʈ(8 − 157/5)

Ʈ(−157/5)
}
21

= 0 
2/23 × 106231𝑐23 + 1/09 × 106215𝑐39 − 3/13 × 10367𝑐21 = 0 
10367𝑐21(1/09 × 105848𝑐18 + 2/23 × 105864𝑐2 − 3/13) = 0 
1/09 × 105848𝑐18 + 2/23 × 105864𝑐2 − 3/13 = 0 

𝑐 ≈ −10/26 ± 2/04𝑖 
𝑐 ≈ −8/70 ± 5/81𝑖 
𝑐 ≈ −5/81 − 8/70𝑖 

[10] 
𝑦 = 𝑐𝑥ƛ 

𝑦 ≈ (−10/26 + 2/04𝑖)√𝑥315 
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𝑦 ≈ (−10/26 − 2/04𝑖)√𝑥315 
𝑦 ≈ (−8/70 + 5/81𝑖)√𝑥315 
𝑦 ≈ (−8/70 − 5/81𝑖)√𝑥315 
𝑦 ≈ (−5/81 − 8/70𝑖)√𝑥315 

های  معادله  بالا  باشد،   روش مشتق گیری و اما  اگر تعداد  مشتقات و توان  دست  آمده  صحیح است.جواب  به
 یابد.جایگزینی طاقت فرسا و گاهی  ناممکن است؛ پس فرمول های به دست آمده اهمیت می

 را به دست آورده و توابع غیر مختلط حاصله را بیابید: mو  zدر معادله زیر ابتدا 
 

10−850(𝑦(19))20 − 10−3500(𝑦(𝑚))17 = (𝑦(𝑧))21 
θ =

𝑎𝑛 − 𝑏𝑚

𝑎 − 𝑏
=
𝑎𝑛 − 𝑑𝑧

𝑎 − 𝑑
=
𝑏𝑚 − 𝑑𝑧

𝑏 − 𝑑
 

20 × 19 − 17𝑚

20 − 17
=
20 × 19 − 21𝑧

20 − 21
 

380 − 17𝑚

3
=
380 − 21𝑧

−1
 

17𝑚 − 380 = 1140 − 63𝑧 
17𝑚 + 63𝑧 = 1520 
63𝑧 

17
≡
 1520 

63𝑧 
17
≡
  7 

  63𝑧 
17
≡
  7

÷7
⇒   9𝑧 

17
≡
  1 

9𝑧 
17
≡
18  

÷9
⇒   𝑧 

17
≡
  2 

𝑧 = 17𝑘 + 2 
17𝑚 + 63(17𝑘 + 2) = 1520 
17𝑚 + 1071𝑘 + 126 = 1520 
17𝑚 = −1071𝑘 + 1394 

𝑚 = −63𝑘 + 82 
𝑘 = 0 → {

𝑚 = 82
𝑧 = 2 

 
 

10−850(𝑦(19))20 − 10−3500(𝑦(82))17 = (𝑦")21 
ƛ = −338 

 

10−850𝑐20 {(−1)19
Ʈ(19 + 338)

Ʈ(338)
}

20

− 10−3500𝑐17 {(−1)82
Ʈ(82 + 338)

Ʈ(338)
}

17

− 𝑐21 {(−1)2
Ʈ(2 + 338)

Ʈ(338)
}

21

= 0 
2/02 × 10115𝑐20 − 4/32 × 1092𝑐17 − 1/74 × 10106𝑐21 = 0 
−1092𝑐17(1/74 × 1014𝑐4 − 2/02 × 1023𝑐3 + 4/32) = 0 
1/74 × 1014𝑐4 − 2/02 × 1023𝑐3 + 4/32 = 0 

 آید:با حل معادله دو جواب غیر مختلط به دست می
𝑐 ≈ 2/77 × 10−8     ,     𝑐 ≈ 1/16 × 109 

 
𝑦 ≈

2/77 × 10−8 

𝑥338
       ,          𝑦 ≈

1/16 × 109

𝑥338
 

𝑎به شرطی که  nو  aبرای   ریی زیر ابتدا مقادیدرمعادله ∈ 𝑁  و دو مجهول مجموعا کمترین مقدار ممکن را داشته
 دست آورید، سپس تمام توابع ممکن، اعم از حقیقی و مختلط را بیابید:باشند، به

(𝑦(𝑛))𝑎 + 10−900(𝑦(27))21 = 10−600(𝑦(18))23 
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ƛ =
𝑎𝑛 − 21 × 27

𝑎 − 21
=
𝑎𝑛 − 23 × 18

𝑎 − 23
 

ƛ =
21 × 27 − 23 × 18

(21 − 23)
 

ƛ = −
153

2
= −76/5 

 آید:دو حالت پیش می
𝑎𝑛 − 567

𝑎 − 21
= −

153

2
          ,       

𝑎𝑛 − 414

𝑎 − 23
= −

153

2
 

 حالت اول:
𝑎𝑛 − 414

𝑎 − 23
= −

153

2
 

2𝑎𝑛 − 828 = −153𝑎 + 3519 
2𝑎𝑛 + 153𝑎 = 4347 
𝑎(2𝑛 + 153) = 4347 

𝑎(2𝑛 + 153) = 7 × 33 × 23 
2𝑛)و  𝑎حال باید حاصل ضرب دو عدد  + مرتبه مشتق و الزاما عددی طبیعی است  nدست بیاوریم. چون را به (153

2𝑛) بنابراین  + باشد. اگر بخواهیم دو عدد مجموعا کمترین مقدار ممکن را داشته باشند  155باید بزرگتر از  (153
2𝑛)نسبت دهیم طوری که ضرایب باقیمانده که برابر با  aباید بزرگترین عدد ممکن را به  +  111هستند به  (153

 [13] توان در نظر گرفت:میترین باشد. پس نزدیک
𝑎(2𝑛 + 153) = 27 × 161 

𝑎 = 27 
2𝑛 + 153 = 161 

2𝑛 = 8 
𝑛 = 4 

 حالت دوم:
𝑎𝑛 − 567

𝑎 − 21
= −

153

2
 

2𝑎𝑛 − 1134 = −153𝑎 + 3213 
2𝑎𝑛 + 153𝑎 = 4347 

 شود.که حالت دوم هم به حالت اول منتهی می
 کنیم:حال معادله را بازنویسی می

 
(𝑦(4))27 + 10−900(𝑦(27))21 = 10−600(𝑦(18))23 

𝑐27 {(−1)4
Ʈ(4 + 76/5)

Ʈ(76/5)
}

27

+ 10−900𝑐21 {(−1)21
Ʈ(27 + 76/5)

Ʈ(76/5)
}

21

− 10−600𝑐23 {(−1)18
Ʈ(18 + 76/5)

Ʈ(76/5)
}

23

= 0 
2/19 × 10204𝑐27 − 5/55 × 10205𝑐21 − 2/77 × 10198𝑐23 = 0 
10198𝑐21(2/19 × 106𝑐6 − 2/77𝑐2 − 5/55 × 107) = 0 

2/19 × 106𝑐6 − 2/77𝑐2 − 5/55 × 107 = 0 
 [14] داریم که به صورت زیر هستند: cاست، مجموعا شش جواب برای  6چون معادله درجه 

 
𝑐 ≈ ±1/71 

𝑐 ≈ ±./86 ± 1/48𝑖 
 

𝑦 ≈
+1/71

√𝑥153
 

𝑦 ≈
−1/71

√𝑥153
 

279



 

 
 

𝑦 ≈
+./86 + 1/48𝑖

√𝑥153
 

𝑦 ≈
+./86 − 1/48𝑖

√𝑥153
 

𝑦 ≈
−./86 + 1/48𝑖

√𝑥153
 

𝑦 ≈
−./86 − 1/48𝑖

√𝑥153
 

های مهم که بعدا ایی اصلی در بخش دوم مبتنی بر معادلات لژاندر است. در واقع لژاندر یک سری از چند جملهایده
ها یک خانواده از معادلات دیفرانسیل را های لژاندر معروف شدند را نوشت و بعد سعی کرد برای آنایبه چند جمله

 کرد بلکه باعث شد معادلات دیفرانسیلها را توجیه میتنها جواب ی به دست آمده نهپیدا کند. به این ترتیب معادله
𝑛به این فرم برایشان جواب پیدا شود. هر معادله به فرم زیر که در آن   ∈ 𝑁  باشد. دارای یک پایه جواب به فرم زیر

 [16] است:

(1 − 𝑥2)𝑦" − 2𝑥ý + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 0 

𝑦 =
1

2𝑛𝑛!
[(𝑥2 − 1)𝑛](𝑛) 

کنیم از ام است. روش کار به این صورت است که سعی میnبیرون کروشه مشتق   n داخل کروشه توان و nکه در آن 
 شود.جواب به معادله برسیم در این صورت قضیه اثبات می

𝑢 = (𝑥2 − 1)𝑛    →     𝑢 ́ = 2𝑛𝑥(𝑥2 − 1)𝑛−1    

→  𝑢 ́ = 2𝑛𝑥
𝑢

𝑥2 − 1
    

  →    (𝑥2 − 1)𝑢 ́ = 2𝑛𝑥𝑢    

 کنیم.را ارائه می ضرب دو تابع استام nدر ادامه، اول یک قضیه مشتق که مشتق 

 [15] ها به صورت زیر است:ضرب آنام حاصلnدو تابع دلخواه باشند، مشتق   v و uاگر  

   (𝑢𝑣)(𝑛) = 𝑢(𝑛)𝑣 + (𝑛
1
)𝑢(𝑛−1)𝑣 ́ + (𝑛

2
)𝑢(𝑛−2)𝑣′′ +⋯+ 𝑢𝑣(𝑛) 

𝑛با توجه به این قضیه، از طرفین   +  گیریم:بار مشتق می 1

   (𝑥2 − 1)𝑢(𝑛+2) + (𝑛+1
1
)2𝑥𝑢(𝑛+1) + (𝑛+1

2
)2𝑢(𝑛) = 2𝑛𝑥𝑢(𝑛+1) + (𝑛+1

1
)2𝑛𝑢(𝑛) 

𝑦اگر  = [(𝑥2 − 1)𝑛](𝑛)  ،باشد𝑦" = 𝑢(𝑛+2)  و𝑦′ = 𝑢(𝑛+1)   و همچنین𝑦 = 𝑢(𝑛) :خواهد بود. پس داریم 

(𝑥2 − 1)𝑦" + (𝑛 + 1)2𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 2𝑛𝑥𝑦′ + 2𝑛(𝑛 + 1)𝑦 

 

(𝑥2 − 1)𝑦" + 2𝑛𝑥𝑦′ + 2𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 

= 2𝑛𝑥𝑦′ + 2𝑛(𝑛 + 1)𝑦 
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(1 − 𝑥2)𝑦" − 2𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 0 

 آید.ی دوم به دست میی مرتبهکند، پس یک جواب اساسی این معادلهبینیم که جواب، معادله را توجیه میمی

های در نظر گرفته شده به دست آوریم. این دسته از خواهیم مثل روش لژاندر، معادلاتی برای جوابحالا ما می
 نامیم.مصیبی می -معادلات را معادلات لژاندر

کنیم که جواب معادله در معادله مصیبی به صورت زیر است که مثل لژاندر اثبات می -دسته از معادلات لژاندر یک
 کند:صدق می

(𝑥3 + 𝑛)𝑦" + 3𝑥2𝑦′ − 3𝑛(𝑛 + 1)𝑥𝑦 − (2𝑛3 + 3𝑛2 + 𝑛)∫𝑦 𝑑𝑥 = 0 

𝑦𝑛 = [(𝑥
3 + 𝑛)𝑛](𝑛) 

داریم.  nها را به ازای آید ولی ما جوابدیفرانسیلی است. این معادله به نظر پیچیده می -ی انتگرالیاین یک معادله
 کنیم:برای اثبات به صورت زیر عمل می

  
𝑢 = (𝑥3 + 𝑛)𝑛      →         𝑢′ = 3𝑛𝑥2(𝑥3 + 𝑛)𝑛−1  

  →      𝑢′ = 3𝑛𝑥2
𝑢

(𝑥3 + 𝑛)
  

    →   (𝑥3 + 𝑛)𝑢′ = 3𝑛𝑥2𝑢  

𝑛رف تساوی از دو ط +  گیریم:بار مشتق می  1

(𝑥3 + 𝑛)𝑢(𝑛+2) + (
𝑛 + 1

1
)3𝑥2𝑢(𝑛+1) + (

𝑛 + 1

2
) 6𝑥𝑢(𝑛) 

+(
𝑛 + 1

3
)6𝑢(𝑛−1) = 3𝑛𝑥2𝑢(𝑛+1) + (

𝑛 + 1

1
)6𝑛𝑥𝑢(𝑛) 

+(
𝑛 + 1

2
)6𝑛𝑢(𝑛−1) 

= 3𝑛𝑥2𝑢(𝑛+1) + (
𝑛 + 1

1
)6𝑛𝑥𝑢(𝑛) + (

𝑛 + 1

2
)6𝑛𝑢(𝑛−1) 

𝑦اگر  = [(𝑥3 + 𝑛)𝑛](𝑛)  باشد𝑦" = 𝑢(𝑛+2) ، 𝑦′ = 𝑢(𝑛+1)  و𝑦 = 𝑢(𝑛) و همچنین∫𝑦𝑑𝑥 = 𝑢(𝑛−1)  خواهد بود. پس
 داریم:

 

(𝑥3 + 𝑛)𝑦" + 3(𝑛 + 1)𝑥2𝑦′ + 3𝑛(𝑛 + 1)𝑥𝑦 + (𝑛3 − 𝑛)∫𝑦𝑑𝑥 

= 3𝑛𝑥2𝑦′ + 6𝑛(𝑛 + 1)𝑥𝑦 + 3𝑛(𝑛 + 1)𝑛∫𝑦𝑑𝑥 
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(𝑥3 + 𝑛)𝑦" + 3𝑥2𝑦′ − 3𝑛(𝑛 + 1)𝑥𝑦 − (2𝑛3 + 3𝑛2 + 𝑛)∫𝑦 𝑑𝑥 = 0 

𝑀𝑛(𝑥) = [(𝑥
3 + 𝑛)𝑛](𝑛) 

 آید. ی دیفرانسیل به دست میکند، پس یک جواب اساسی معادلهبینیم که جواب، معادله را توجیه میمی

های زیر یک خانواده معادله پیدا کنیم، که جواب در آن صدق کند. خواهیم برای دسته جوابدر ادامه فرض کنید می
 یسیم:نوگیریم و بر حسب مشتقات معادله را میدوبار از تابع مشتق می

   𝑦 = sin (𝑥𝑛) 
𝑦′ = 𝑛𝑥𝑛−1 cos(𝑥𝑛) 

𝑦" = 𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2 cos(𝑥𝑛) − 𝑛𝑥𝑛−1(𝑛𝑥𝑛−1) sin(𝑥𝑛) 

= 𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2 cos(𝑥𝑛) − 𝑛2𝑥2𝑛−2sin (𝑥𝑛) 

 در این صورت اگر بخواهیم طرف راست معادله را برحسب خود تابع و مشتق اول آن بنویسیم، داریم:

𝑦" =
𝑛 − 1

𝑥
𝑦′ − 𝑛2𝑥2𝑛−2𝑦 

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥
𝑛) 

 توان نشان داد جواب دیگر معادله به صورت زیر است:می

𝑦" =
𝑛 − 1

𝑥
𝑦′ − 𝑛2𝑥2𝑛−2𝑦 

𝑄𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥
𝑛) 

𝑦′ = −𝑛𝑥𝑛−1𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑛) 

𝑦" = −𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑛) − 𝑛𝑥𝑛−1(𝑛𝑥𝑛−1) cos(𝑥𝑛)) 

= −𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑛) − 𝑛2𝑥2𝑛−2cos (𝑥𝑛) 

𝑦" =
𝑛 − 1

𝑥
𝑦′ − 𝑛2𝑥2𝑛−2𝑦 

های معادله به صورت ترکیب خطی این دو ی جوابهای اساسی معادله هستند، همهچون این دو جواب، جواب
 آیند:جواب به دست می

  
𝑦" =

𝑛 − 1

𝑥
𝑦′ − 𝑛2𝑥2𝑛−2𝑦 

𝑓𝑛(𝑥) = 𝐶1 cos(𝑥
𝑛) + 𝐶2sin (𝑥

𝑛) 

 ی زیر داریم:مثلا برای معادله
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𝑦" =
4

𝑥
𝑦′ + 25𝑥8𝑦 = 0  →   𝑛 = 5  →   𝑓5(𝑥) = 𝐶1 cos(𝑥

5) + 𝐶2𝑠𝑖𝑛(𝑥
5) 

 

 خواهیم به روش قبل برای جواب زیر یک معادله پیدا کنیم:حال می

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 

𝑦′ = 𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛−1(𝑥)cos (𝑥) 

𝑦" = 𝑛(𝑛 − 1)𝑠𝑖𝑛𝑛−2(𝑥)𝑐𝑜𝑠2(𝑥) − 𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 

𝑦" = (𝑛 − 1)
cos(𝑥)

sin(𝑥)
𝑦′ − 𝑛𝑦    

→    cot(𝑥) = √
1

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)
− 1 

𝑦" = (𝑛 − 1) (√𝑦− 
2

𝑛 − 1) 𝑦′ − 𝑛𝑦 

Or  
𝑦" = (𝑛 − 1)cot(𝑥)𝑦′ − 𝑛𝑦 

𝑆𝑛(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛
𝑛(𝑥) 

 توان برای جواب زیر نیز یک معادله نوشت:به طریق مشابه می

𝑦" = (1 − 𝑛)(√𝑦− 
2

𝑛 − 1)𝑦′ − 𝑛𝑦 

𝑂𝑟  

𝑦" = (1 − 𝑛)tan (𝑥)𝑦′ − 𝑛𝑦 

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠
𝑛(𝑥) 

 خواهیم برای جواب زیر یک معادله دیفرانسیل بیابیم:حال می

𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑛(𝑥) 

𝑦′ = 𝑛 𝑡𝑎𝑛𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥)) 

𝑦" = 𝑛(𝑛 − 1)𝑡𝑎𝑛𝑛−2(𝑥)(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥))2 

+2𝑛 𝑡𝑎𝑛𝑛(𝑥)(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥)) 
𝑦" = (1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥))[𝑛(𝑛 − 1)𝑡𝑎𝑛𝑛−2(𝑥)(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥)) + 2𝑛 𝑡𝑎𝑛𝑛(𝑥)] 
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𝑦" = (1 + 𝑦
2

𝑛) [(𝑛 − 1)𝑦− 
1

𝑛 𝑦′ + 2𝑛𝑦] 

Or 
𝑦" = (𝑠𝑒𝑐2(𝑥))[(𝑛 − 1)cot(𝑥) 𝑦′ + 2𝑛𝑦] 

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛
𝑛(𝑥) 

[8] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ی لاگرانژ است:شکل زیر، یک معادلههر معادله، به
𝑦 = 𝑥𝑓(𝑦)́ + 𝑔(𝑦)́  

𝑦́کنیم صورت است که ابتدا فرض میاینی لاگرانژ، بهروش حل معادله = 𝑝  باشد. بعد از دوسوی معادله، نسبت به
𝑥 گیریم، پس داریممشتق می: 

𝑦́ = 𝑓(𝑝) + 𝑥𝑓́(𝑝)
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑔 (́ 𝑝)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

𝑝 − 𝑓(𝑝) =
𝑑𝑝

𝑑𝑥
(𝑥𝑓́(𝑝) + 𝑔 (́ 𝑝)) 

 صورت زیر است:یک جواب این معادله، به
𝑝 − 𝑓(𝑝) = 0 

 شود:صورت زیر محاسبه میباشد،جواب اول معادله به 𝑝0صورتی بالا، بهاگر جواب معادله
𝑦 = 𝑥𝑓(𝑝0) + 𝑔(𝑝0) 

 

𝑑𝑝 دست آوردن جواب دیگر کافیست فرض کنیمبرای به

𝑑𝑥
=
1

𝑥́
 پس داریم: 

𝑝 − 𝑓(𝑝) =
1

𝑥́
(𝑥 𝑓 ́ (𝑝) + 𝑔 (́ 𝑝)) 

𝑥́ −
𝑓́(𝑝)

𝑝 − 𝑓(𝑝)
𝑥 =

𝑔(𝑝)́

𝑝 − 𝑓(𝑝)
 

بر حسب  𝑥جاست که شود که قابل حل است. اما مشکل اینی اول تبدیل میی خطی مرتبهحال معادله، به یک معادله
𝑝 آید ولی به دست می𝑝  بر حسب𝑥 آید تا دست نمیطور صریح بهبه𝑦  به طور صریح بر حسب𝑥 ت آید.دسبه 
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 به مثال زیر توجه کنید:
𝑦 = 𝑥(𝑦́)2 + (𝑦́)3        𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝3 

 

 گیریم:مشتق می 𝑥حال از طرفین معادله نسبت به 
𝑦́ = 𝑝2 + 2𝑝𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 3𝑝2

𝑑𝑝

𝑑𝑥
       

→       𝑝 − 𝑝2 = (2𝑝𝑥 + 3𝑝2)
1

𝑥́
 

 صورت زیر است:های غیرعادی معادله، بهجواب
𝑝 − 𝑝2 = 0       𝑝 = 0   ,    𝑝 = 1 

𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝3   →      𝑦 = 0  , 𝑦 = 𝑥 + 1 
 صورت زیر است:جواب دیگر معادله به

x′ +
2

𝑝 − 1
𝑥 =

3𝑝

1 − 𝑝
 

𝜇(𝑝) = 𝑒
∫
2

𝑝−1
𝑑𝑝
= 𝑒2ln (𝑝−1) = (𝑝 − 1)2 

𝑥(𝑝) =
1

(𝑝 − 1)2
[∫
3𝑝(𝑝 − 1)2

−(𝑝 − 1)
𝑑𝑝 + 𝑐] 

{𝑥 =

3𝑝2

2
− 𝑝3 + 𝑐

(𝑝 − 1)2

𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝3

 

𝑦 =

3𝑝2

2
− 𝑝3 + 𝑐

(𝑝 − 1)2
𝑝2 + 𝑝3 

 

دست به 𝒙را برحسب  𝒑توان به طور صریح و نمی 𝒙دست آمده است نه بر حسب به 𝒑برحسب  𝒚شود که مشاهده می
 آورد. 

 𝒚طور صریح برای اما ما در این بخش نوع خاصی از دسته معادلات لاگرانژ را حل کرده و یک جواب خصوصی به
 کنیم. بندی میآوریم و آن دسته را فرمولدست میبه 𝒙بر حسب 

 صورت زیر را در نظر بگیرید:ی لاگرانژ از نوع خاص، بهمعادله
 

𝑦 = 𝑎𝑥𝑦́ + 𝑏(𝑦́)𝑛 

𝑦́کنیم که ابتدا فرض می = 𝑝  باشد.بعد از دو سوی معادله، نسبت به𝑥 [17] گیریم:مشتق می  
𝑦 = 𝑎𝑥𝑝 + 𝑏𝑝𝑛 
𝑦́ = 𝑎𝑝 + 𝑎𝑥𝑝́ + 𝑏𝑛𝑝𝑛−1𝑝́ 
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𝑝́با فرض  =
1

𝑥́
 داریم: 

𝑝 − 𝑎𝑝 =
1

𝑥́
(𝑎𝑥 + 𝑏𝑛𝑝𝑛−1) 

𝑝با توجه به  − 𝑎𝑝 = 𝑝و   0 = 𝑦، یک جواب معادله 0 =  است. 0
(𝑝 − 𝑎𝑝)𝑥́ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑛𝑝𝑛−1 

𝑥́ +
𝑎

(𝑎 − 1)𝑝
𝑥 =

𝑏𝑛

1 − 𝑎
𝑝𝑛−2 

𝜇(𝑝) = 𝑒
∫

𝑎

(𝑎−1)𝑝
𝑑𝑝
= 𝑒

𝑎

𝑎−1
𝑙𝑛𝑝 = 𝑝

𝑎

𝑎−1 

𝑥(𝑝) = 𝑝
𝑎

1−𝑎 [∫𝑝
𝑎

𝑎−1 (
𝑏𝑛

1 − 𝑎
𝑝𝑛−2) 𝑑𝑝 + 𝑐] 

𝑥(𝑝) = 𝑝
𝑎

1−𝑎 [
𝑏𝑛

𝑛 − 𝑎𝑛 − 1
𝑝
𝑎𝑛−𝑛+1

𝑎−1 + 𝑐] 

𝑐کنیم دست بیاوریم، فرض میرا به 𝑥برحسب  𝑝که بتوانیم جواب صریح در این مرحله، برای این = است تا یک  0
 آوریم:دستجواب خصوصی به

𝑥 =
𝑏𝑛

𝑛 − 𝑎𝑛 − 1
𝑝
𝑎𝑛−𝑎−𝑛+1

𝑎−1 =
𝑏𝑛

𝑛 − 𝑎𝑛 − 1
𝑝(n−1) 

𝑝 = (
𝑛 − 𝑎𝑛 − 1

𝑏𝑛
𝑥)

1

𝑛−1

 

𝑦ی و رابطه 𝑝و  𝑥حال با توجه به  = 𝑎𝑥𝑝 + 𝑏𝑝𝑛 آید:دست میصورت زیر به، جواب خصوصی به 

𝑦 = (
𝑎𝑏𝑛

𝑛 − 𝑎𝑛 − 1
+ 𝑏) (

𝑛 − 𝑎𝑛 − 1

𝑏𝑛
𝑥)

n

n−1 

 به مثال زیر توجه کنید:
𝑦 = 2𝑥𝑦́ + (𝑦)́ 2 

aکافیست اعداد  = 2 , b = 1 , n =  را در فرمول بالا جایگزین کنیم: 2

𝑦 = (
4

−3
+ 1) (

−3

2
𝑥)
2

=
−3

4
𝑥2 

 
 [18] توان با استفاده از روش دلتا حل کرد:زیر را میمعادلات دیفرانسیل مرتبه اول درجه دوم غیر خطی به فرم 

𝑎(𝑦)́ 2 + 𝑏𝑦́ + 𝑐 = 𝑦 

𝑎(𝑦)́ 2 + 𝑏𝑦́ + 𝑐 − 𝑦 = 0 

∆= ́ 𝑏2 − 4𝑎(𝑐 − 𝑦) 

∆= ́ 𝑏2 − 4𝑎𝑐 + 4𝑎𝑦 = ∆ + 4𝑎𝑦 
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𝒚́ =
−𝑏 ± √∆ + 4𝑎𝑦

2𝑎
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
−𝑏 ± √∆ + 4𝑎𝑦

2𝑎
 

2𝑎

−𝑏 ± √∆ + 4𝑎𝑦
𝑑𝑦 = 𝑑𝑥 

 حالا فقط کافی است از طرفین انتگرال بگیریم:

∫
2𝑎

−𝑏 ± √∆ + 4𝑎𝑦
𝑑𝑦 = ∫𝑑𝑥 

 ی دیفرانسیل وجود دارد:صورت، دو جواب برای معادلهدر این

𝑥 + 𝑐 = ∫
2𝑎

−𝑏 + √∆ + 4𝑎𝑦
𝑑𝑦 

𝑥 + 𝑐 = ∫
2𝑎

−𝑏 − √∆ + 4𝑎𝑦
𝑑𝑦 

 
 
 

∫
2𝑎

−𝑏 + √∆ + 4𝑎𝑦
𝑑𝑦 = 𝑥 + 𝑐 

→ 𝑏 ln(𝑏 − √∆ + 4𝑎𝑦 ) + √∆ + 4𝑎𝑦 = 𝑥 + 𝑐 

∫
2𝑎

−𝑏 − √∆ + 4𝑎𝑦
𝑑𝑦 = 𝒙 + 𝒄 

→ 𝑏 ln(𝑏 + √∆ + 4𝑎𝑦 ) − √∆ + 4𝑎𝑦 = 𝒙 + 𝒄 

 زیر دقت کنید:به مثال 
2 (𝑦)́ 2 + 3 𝑦́ + 1 = 𝑦 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (3)2 − 4(2)(1) = 1 

∫
4

−3 + √1 + 8𝑦
𝑑𝑦 = 𝑥 + 𝑐    

→   3 ln(3 − √1 + 8𝑦) + √1 + 8𝑦 = 𝑥 + 𝑐 
∫

4

−3 − √1 + 8𝑦
𝑑𝑦 = 𝑥 + 𝑐  
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→  3 ln(3 + √1 + 8𝑦) − √1 + 8𝑦 = 𝑥 + 𝑐 

 به مثال دیگری توجه کنید:
(𝑦)́ 2 + 2 𝑦́ + 1 = 𝑦 

∆= 22 − 4(1)(1) = 0 

∫
2

−2 + √4𝑦
𝑑𝑦 = 𝑥 + 𝑐     = 𝑥 + 𝑐 

→ 2 ln(2 − √4y ) + √4𝑦 = 𝑥 + 𝑐 
∫

2

−2 − √4𝑦
𝑑𝑦 = 𝑥 + 𝑐      

→  2 ln(2 + √4y) − √4y = 𝑥 + 𝑐 

 به مثال دیگری توجه کنید:
(𝑦)́ 2 + 2 𝑦́ + 2 = 𝑦 
∆= 22 − 4(1)(2) = −4 
𝑎 = 1 , b = 2  , c = 2 , ∆= −4 
𝑏 ln(𝑏 − √∆ + 4𝑎𝑦 ) + √∆ + 4𝑎𝑦 = 𝑥 + 𝑐 
2 ln(2 − √−4 + 4y ) + √−4 + 4y = x + c 
𝑏 ln(𝑏 + √∆ + 4𝑎𝑦 ) − √∆ + 4𝑎𝑦 = 𝒙 + 𝒄 
2 ln(2 + √−4 + 4y ) − √−4 + 4y = x + c   

و دلتا را در فرمول محاسبه شده، که پاسخ انتگرال است،  cو  bو  aبینیم که فقط کافی است دلتا را محاسبه کرده و می
 جایگزین کنیم. این یعنی حتی انتگرال با وجود چند مجهول درونش از قبل محاسبه شده است.

له از قبل حل شده بودند. اما فرمول اراِئه این نوع معادلات که در بالا ذکر شد بر خلاف معادلات قبلی در این مقا
 شده کار را بسیار آسان کرده است.

 
 

 نتیجه گیری
 معادلات دیفرانسیل انواع متفاوتی دارند که به صورت زیر است:

 وابسته نباشد. xی دیفرانسیلی که به مستقل: معادله
 نوشت: yرا به صورت زیر به عنوان یک ترکیب خطی از مشتقات  Fای که بتوان خطی: معادله

𝑦(𝑛) =∑𝑎𝑖(𝑥)𝑦
(𝑖) + 𝑟(𝑥)

𝑛−1

𝑖=0

 

 هستند. xتوابعی پیوسته از  𝑟(𝑥)و  𝑎i(x)که در آن 
 توان به این فرم نوشت.معادلات غیر خطی را نمی

 دهد:از معادلات شکل می شود که دو دسته بندی مهم را برای این دستهتابع ورودی نامیده می 𝑟(𝑥)تابع 
𝑟(𝑥)همگن: اگر  = 𝑦نامند. برای چنین معادله ای باشد، معادله را همگن می 0 = یک جواب بدیهی به شمار   0

 آید.می
 شود.نمایش داده می 𝑦cشود که با ی خطی همگن، تابع مکمل نامیده میجواب یک معادله
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𝑟(𝑥)ناهمگن:اگر  ≠ ای علاوه بر جواب عمومی، یک پاسخ مند. چنین معادلهناباشد، معادله را ناهمگن می 0
 شود. بیان می ypخصوصی هم دارد که با 

  [4]  توان به فرم زیر نوشت: ی دیفرانسیل معمولی را میدر حالت کلی جواب یک معادله
 𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑦𝑝 

ها جزو هیچ یک از این دسته بندیهای مورد بررسی و تحلیل با این تفاسیر نکته این جاست که در این مقاله معادله
 ها و فرمول های جدید و قابل توسعه عرضه شده است.نیست و فرم
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زیرگروه از استفاده با فازی خارج قسمتͬ گروه ͷی ساختار بررسͬ
آن روی شده تعریف فازی

ایران تهران، ارشد، کارشناسͬ فارغ التحصیل پیام نور، دانشͽاه علمͬ هيأت عضو ،* جباری موسͬ

m.jabbari@pnu.ac.ir

خود از زیرگروه هایی آن، از استفاده با سپس و نموده یادآوری را فازی زیرگروه های تعریف ابتدا مقاله این در چͺیده:
به گروه روی شده تعریف فازی زیرگروه ͬ های ویژگ و زیرگروه ها این از استفاده با ادامه در کرد. خواهیم معرفͬ گروه
اثبات و بیان زمینه این در قضایایی و نتایج و پرداخت خواهیم فازی خارج قسمتͬ گروه های ساختار شناسایی و بررسͬ

نمود. خواهیم
خارج قسمتͬ. فازی گروه های نرمال، فازی زیرگروه های فازی، هم مجموعه های فازی، زیرگروه های کلیدی: کلمات

مقدمه ١

شد. مطرح [١] در ͬ زاده١ لطف پروفسور توسط ١٩۶۵ سال در بار اولین فازی مجموعه های نظریه مفهوم
در مقاله اولین گردید. آغار جبری ساختارهای و ریاضͬ ساختارهای و مفاهیم فازی سازی نظریه، این ارائه از پس
گروه های و فازی گروهوارهای مفاهیم آن در که شد ارائه [٢] در روزنفیلد٢ توسط ١٩٧١ سال در فازی گروه های زمینه
فازی گروه های نظریه در مشابهͬ مفاهیم ،ͷکلاسی گروه های نظریه مفاهیم تمام برای ادامه در بود. شده مطرح فازی

گردید. ارائه و بیان
زیرحلقه های و نرمال فازی زیرگروه های مفهوم کردن مطرح با را فازی جبری ساختارهای لیو٣ ،١٩٨٢ سال در
خارج قسمتͬ فازی گروه های و فازی هم مجموعه های مفهوم ١٩٨۴ سال در ادامه در داد. توسعه و بسط [٣] در فازی
ͷی روی شده تعریف فازی زیرگروه  از استفاده با ابتدا مقاله این در ما شد. ارائه و تعریف [۴] در موخرج۴ͬ توسط
زیرگروه خواص و زیرگروه ها این ͬ های ویژگ به توجه با سپس و ͬ نماییم م معرفͬ گروه خود از زیرگروه هایی گروه،
این هدف دیͽر عبارت به .[۵] پرداخت خواهیم گروه خود ساختار شناسایی و بررسͬ به گروه، روی شده تعریف
پایان در ͬ باشد. م ͷکلاسی گروه های نظریه و فازی گروه های نظریه بین ͷنزدی بسیار ارتباط دادن نشان نوعͬ به مقاله

کرد. خواهیم اثبات و بیان زمینه این در قضایایی و نتایج هم

Author Corresponding*
١L. A. Zadeh
٢A. Rosenfeld
٣W. J. Liu
۴N. P. Mukherjee

١
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نیاز مورد و اولیه قضایای و تعاریف ٢

و فازی زیرمجموعه تعریف ابتدا کرد. خواهیم مطرح را نیاز مورد اساسͬ و اولیه قضایای و مفاهیم ابتدا بخش این در
خواهیم ذکر را داریم نیاز آن ها به اصلͬ قضایای اثبات در که را قضایایی و نتایج سپس و ͬ کنیم م بیان را فازی زیرگروه 

نمود.

را [0, 1] بازه به X از تابع هر این صورت در باشد غیرتهͬ و دلخواه مجموعه ͷی X کنید فرض .([٢] ) ٢ . ١ تعریف
داد. خواهیم نشان FP (X) با را X فازی زیرمجموعه های تمام مجموعه و گوییم X فازی زیرمجموعه ͷی

یعنͬ باشد G فازی زیرمجموعه ͷی µ و بوده دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .([٢] فازی (زیرگروه ٢ . ٢ تعریف
باشد: داشته را زیر شرایط هرگاه گوییم G فازی زیرگروه ͷی را µ این صورت در .µ : G → [0, 1]

باشیم داشته x, y ∈ G هر برای .١

µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)}

.µ(x−1) ≥ µ(x) باشیم داشته x ∈ G هر برای .٢

داد. خواهیم نشان F (G) نماد با را G فازی زیرگروه های تمام مجموعه ،G دلخواه گروه برای نمادگذاری:

گرفت نتیجه ͬ توان م G فازی زیرگروه تعریف (١) قسمت از استفاده با .٢ . ٣ نتیجه

∀x ∈ G, ∀n ∈ N : µ(xn) ≥ µ(x).

داریم: x ∈ G هر برای این صورت در .µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .([۵] ) ۴ . ٢ لم

ͬ باشد. م G گروه همانͬ عنصر e ∈ G جایی که µ(x) ≤ µ(e) .١

.µ(x) = µ(x−1) .٢

ͬ دهیم م قرار .µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G اگر .([۵] ) ۵ . ٢ قضیه

µ∗ ={x ∈ G | µ(x) > 0}

µ∗ ={x ∈ G | µ(x) = µ(e)}.

ͬ باشند. م G از زیرگروه هایی µ∗ و µ∗ این صورت در

دهید قرار .µ ∈ F (G) و دلخواه آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .۶ . ٢ قضیه

µn
∗ ={x ∈ G | µ(xn) > 0}

µ∗
n ={x ∈ G | µ(xn) = µ(e)}.

ͬ باشند. م G از زیرگروه هایی µ∗
n و µn

∗ این صورت در

٢
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نرمال فازی زیرگروه های و فازی هم مجموعه های ٢ . ١

زیرگروه مفهوم لذا ͬ باشد. م ͷکلاسی گروه های نظریه در مفاهیم ͬ ترین اساس و مهم ترین از ͬͺی نرمال زیرگروه مفهوم
برای و ͬ کنیم م بیان آن را تعریف قسمت این در لذا دارد. فازی گروه های نظریه در کلیدی و مهم نقش نیز نرمال فازی

ͬ آوریم. م را زیر تعریف لذا داریم. فازی هم مجموعه های تعریف به نیاز کار این

این صورت در .µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .([٢] راست و چپ فازی (هم مجموعه های ٢ . ٧ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت و داده نشان xµ نماد با را µ چپ فازی هم مجموعه ،x ∈ G هر برای

xµ := µ(x−1z), ∀z ∈ G.

ͬ شود. م تعریف مشابه طریق به نیز راست فازی هم مجموعه

F (G) روی را ◦ دوتایی عمل این صورت در .µ, ν ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .([٢] ) ٢ . ٨ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت

∀µ, ν ∈ F (G) (µ ◦ ν)(x) = max{min{µ(y), µ(z)} | x = yz, y, z ∈ G}

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت F (G) روی را وارون عمل و گوییم. ν و µ ترکیب آن را و

∀µ ∈ F (G), ∀x ∈ G : µ−1(x) = µ(x−1).

گوییم G نرمال فازی زیرگروه ͷی را µ این صورت در ،µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G اگر .([۴] ) ٢ . ٩ تعریف
نشان NF (G) با را G نرمال فازی زیرگروه های تمام مجموعه .µ(xy) = µ(yx) باشیم داشته x, y ∈ G هر برای هرگاه

داد. خواهیم

معادلند: زیر موارد این صورت در ،µ ∈ F (G) کنید فرض .([۵] ) ٢ . ١٠ قضیه

ͬ باشد. م G نرمال فازی زیرگروه ͷی µ .١

.µ(xyx−1) = µ(y) ،∀x, y ∈ G .٢

.µ(xyx−1) ≥ µ(y) ،∀x, y ∈ G .٣

.µ(xyx−1) ≤ µ(y) ،∀x, y ∈ G .۴

.µ ◦ ν = ν ◦ µ ،∀ν ∈ F (G) .۵

در .G/µ := {xµ | x ∈ G} ͬ دهیم م قرار .µ ∈ NF (G) و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .([۵] ) ٢ . ١١ قضیه
معادلند: هم با و بوده برقرار زیر شرایط این صورت

.(xµ) ◦ (yµ) = (xy)µ ,x∀؛ y ∈ G .١

ͬ باشد. م گروه ͷی (G/µ, ◦) .٢

.G/µ ∼= G/µ∗ .٣

٣
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داریم: x, y ∈ G هر برای این صورت در .µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .([۵] ) ٢ . ١٢ قضیه

xµ؛ = yµ ⇔ xµ∗ = yµ∗ .١

.µx = µy ⇔ µ∗x = µ∗y .٢

آن گاه xµ = yµ اگر این صورت در ،x, y ∈ G و µ ∈ NF (G) و دلخواه گروه ͷی G اگر .([۵] ) ٢ . ١٣ قضیه
.µ(x) = µ(y)

m,n ∈ N برخͬ برای فازی زیرگروه ͷی یافته تعمیم ساز ثابت و محمل ٣

اثبات و بیان را جدیدی قضایای و نتایج ،µ ∈ F (G) فازی زیرگروه  و G دلخواه گروه ͷی از استفاده با تا آماده ایم اکنون
برای ∗µها

n بنابراین ͬ باشد. م نرمال آن زیرگروه هر آن گاه باشد آبلͬ گروه ͷی G اگر ͬ دانیم م که همان طور ͬ نماییم. م
داشت. خواهیم را G نرمال زیرگروه های از {µ∗

n}n∈N مجموعه بنابراین ͬ باشند. م G از نرمال زیرگروه های n ∈ N هر
با دیͽر عبارت به باشد. برقرار ͬ تواند م دلخواه m,n ∈ N برای µ∗

n و µ∗
m بین ارتباطͬ چه که است این سؤال حال

دیͽر عبارت به یا µ(xm) ≥ µ(xn) گرفت نتیجه ͬ توان م m ≥ n رابطه از آیا µ(xn) ≥ µ(x); ∀n ∈ N رابطه به توجه
∗µ؟

m ⊇ µ∗
n گرفت نتیجه ͬ توان م آیا m ≥ n اگر

روی شراطͬ تحت بعدی قضیه  در ولͬ است منفͬ کلͬ حالت در سؤال این جواب که ͬ دهد م نشان زیر مثال
آورد. به دست جالبی نتایج ͬ توان م m,n ∈ N

زیرگروه .i2 = −1 و بوده مختلط عدد i جایی که ͬ باشد م ضربی گروه ͷی G = {±1,±i} کنیم فرض .٣ . ١ مثال
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را µ ∈ F (G) فازی

µ(x) =


1 x = 1

1
2 x = −1

0 x = ±i

زیرا µ∗
3 ̸⊇ µ∗

2 ولͬ 3 ≥ 2 که دید n = 1, 2, 3, 4 برای µ∗
n محاسبه با ͬ توان م سادگͬ به

µ∗
1 = µ∗ = {x ∈ G | µ(x) = µ(e) = µ(1) = 1} = {1},

µ∗
2 = {x ∈ G | µ(x2) = µ(e) = µ(1) = 1} = {±1},

µ∗
3 = {x ∈ G | µ(x3) = µ(e) = µ(1) = 1} = {1},

µ∗
4 = {x ∈ G | µ(x4) = µ(e) = µ(1) = 1} = {∓1,∓i} = G

اگر این صورت در m ≥ n کنیم فرض m,n ∈ N برای µ؛ ∈ F (G) و دلخواه آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ٢ قضیه
.µ∗

n ⊆ µ∗
m آن گاه n|m

خواهیم همواره (m,n) = 1 که m ∈ N هر برای این صورت در ،x ∈ µ∗
n و دلخواه آبلͬ گروه ͷی G اگر .٣ . ٣ قضیه

.µ∗
m = µ∗ داشت

ͬ باشند: م برقرار زیر شرایط این صورت در ،µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G اگر .([۵] ) ۴ . ٣ قضیه

۴

293



ͬ شود م نتیجه µ(x) ̸= µ(y) از x, y ∈ G تمام برای .١

µ(xy) = min{µ(x), µ(y)}.

.µ(x) = µ(y) ͬ شود م نتیجه µ(x−1y) = µ(e) از x, y ∈ G تمام برای .٢

اگر فقط و اگر xµ = yµ این صورت در ،µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .([٢] ) ۵ . ٣ قضیه

µ(x−1y) = µ(y−1x) = µ(e).

زیرگروه ͷی µ اگر فقط و اگر µ∗
2 = G این صورت در ،µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .۶ . ٣ قضیه

باشد. مقدماتͬ آبلͬ ٢‐گروه ͷی G/µ و بوده G از نرمال فازی

زیرگروه ͷی µ اگر فقط و اگر µ∗
2 = G این صورت در .µ ∈ F (G) و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ٧ نتیجه

باشد. مقدماتͬ آبلͬ ٢‐گروه ͷی G/µ∗ و بوده G نرمال فازی

نتیجه گیری و بحث ۴

به دست زیرگروه های روی شرایطͬ تحت و گروه ͷی روی شده تعریف فازی زیرگروه داشتن با شد، مشاهده که همان طور
را مربوط خارج قسمتͬ گروه ساختار سپس و فازی خارج قسمتͬ گروه ساختار ͬ توان م فازی زیرگروه این توسط آمده

ͬ رساند. م را ͷکلاسی گروه های نظریه و فازی گروه های نظریه ͷنزدی بسیار ارتباط نوعͬ به این و داد تشخیص
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ریزی خطی چندهدفه فازی برای مدیریت جریان ک مدل برنامهی

مطالعه  :سطحی در شرایط عدم قطعیتکالا در زنجیره تأمین سه

 چینی تقدیس موردی

 pnu.ac.ir@yaghoubi-m ، تهران، ایران19396-3697نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه مریم یعقوبی ،1لنویسنده او

های پویا و نامطمئن است. این پژوهش یک های پیچیده در محیطگیریمدرن نیازمند تصمیم مدیریت زنجیره تأمین چکیده:

ای را برای طراحی شبکه زنجیره تأمین ارائه چندمحصولی و چنددوره(FMOLP)ریزی خطی چندهدفه فازی مدل برنامه

های زنجیره تأمین ، هزینه سازی کلسازی همزمان چهار تابع هدف متضاد است: کمینهکند. هدف اصلی، بهینهمی

و  ،خرده فروشان سازی مجموع کل کمبودهایکمینهسازی میزان کمینه،سازی کیفیت کل محصولات ارسالی بیشینه

کنندگان فعال.از آنجایی که پارامترهای کلیدی نظیر تقاضای مشتریان و ظرفیت مراکز توزیع و تأمینسازی تعداد کمینه

سازی این عدم قطعیت استفاده شده است. برای حل مدل هستند، از اعداد فازی مثلثی برای مدل فروشان ذاتاً نامعینخرده

FMOLP ،مندی فازیسازی درجه رضایتبهینه از روش λ (𝛌 − Maximization)شود. این روش، مدل استفاده می

دهنده کمترین نشان λآن متغیر کند که در هدفه )معادل مدل آرمانی( تبدیل میچندهدفه فازی را به یک مدل خطی تک

سازی توافقی را های فازی است. حل این مدل امکان دستیابی به یک بهینهمندی از توابع هدف و محدودیتدرجه رضایت

اند. نتایج این مدل، ابزاری قدرتمند ها در سطحی از ریسک قابل پذیرش لحاظ شدهکند که در آن عدم قطعیتفراهم می

آورد تا بتوانند در مواجهه با اهداف متضاد و پارامترهای نامطمئن، عملکرد کلی زنجیره فراهم می گیرانبرای تصمیم

به عنوان مطالعه  گناباد های واقعی کارخانه چینی تقدیسکاربرد عملی این مدل بر روی داده تأمین را بهبود بخشند.

 .سازی شده استموردی پیاده

دم ع ، λ -Maximizationروش ،  زنجیره تأمین چندسطحی، (FMOLP) هدفه فازیریزی خطی چندبرنامه کلمات کلیدی: 

 .قطعیت

 مقدمه .1

یی بسیار های تأمین در دنیای امروز به دلیل جهانی شدن، رقابت شدید و کوتاه شدن عمر محصولات، به ساختارهازنجیره

کنندگان تا مشتری ن کارآمد محصولات از تأمینره تأمین، تضمین جریااند. هدف اصلی در مدیریت زنجیپیچیده تبدیل شده

سازی ای روبرو هستند: نخست، ضرورت بهینههای دوگانهها با چالشنهایی است. با این حال، در عمل، این سیستم

های ذاتی در پارامترهای پذیری و پایداری( و دوم، وجود عدم قطعیتچندگانه )مانند توازن میان هزینه، کیفیت، انعطاف

ریزی خطی معمولاً ماهیت های سنتی برنامههای عملیاتی.مدلهای تحویل و ظرفیتاتی مانند تقاضای بازار، زمانحی

های گیریهای موجود در تصمیمهای واقعی و عدم قطعیتهدفه و قطعی دارند و از این رو، قادر به جذب پیچیدگیتک

ین یفیت، کمترکترین ا به دنبال کمترین هزینه، بلکه به دنبال بالازنجیره تأمین نیستند. در شرایط واقعی، مدیران نه تنه

ر تضاد دکنندگان کمتر( هستند که این اهداف اغلب با یکدیگر ضایعات و حفظ قابلیت اطمینان )از طریق انتخاب تأمین

 قرار دارند.

 مدل ریاضیتعریف  .1-1

                                                           
 مریم یعقوبی . 1
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 مجموعه ها واندیس ها

Kخرده فروشان ،  : مجموعهJ     (k=1, 2…, K) :مراکز توزیع مجموعه،P (j=1, 2…, J)محصولات : اندیس، (p=1, 2..,P)  

tدوره ها : اندیس،S (t=1, 2…, t)تامین کنندگان : اندیس ،(s=1, 2…, S) 

 پارامترها 

  𝑠𝑙𝑐𝑠  هزینه ثابت انتخاب تأمین کنندهs 

𝑃𝑐𝑝𝑡  هزینه تولید هر واحد محصولp 

𝐶𝐵𝑝𝑘𝑡 کمبود کالا در خرده فروش  جریمهk 

𝐷𝑝𝑘𝑡 مقدار تقاضا محصولp  توسط خرده فروشk  در دورهt 

𝑇𝐶𝑠𝑝𝑡   هزینه خرید و انتقال هر واحد محصولp  از تأمین کنندهs به شبکه توزیع 

𝑇𝐶𝑝𝑗𝑘𝑡  هزینه انتقال هر واحد محصولp  از مرکز توزیعj فروشبه خردهk. 

𝐼𝐶𝑝𝑗𝑡  هزینه انبارداری هر واحد محصولp در مرکز توزیع j 

𝐼𝐶𝑝𝑘𝑡 هزینه انبارداری هر واحد محصولp در قسمت خرده فروشانk 

𝐶𝑎𝑝𝑗𝑡  ظرفیت دریافت کالای مرکز توزیعj  در دورهt 

𝐶𝑎𝑝𝑘𝑡  ظرفیت دریافت کالای خرده فروشk  در دورهt 

𝑄𝑈𝐴𝐿𝑠حصول م سالم تحویل درصدpازتولید کننده به مرکز توزیع 

 متغیرها

𝑋𝑠𝑝𝑡  مقدار محصولp کننده خریداری شده از تأمینs  در دورهt 

𝑌𝑝𝑗𝑡  مقدار محصولp  ارسال شده به مرکز توزیعj  در دورهt 

𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡  مقدار محصولp  ارسال شده از مرکز توزیعj فروش به خردهk  در دورهt. 

𝐼𝑝𝑗𝑡 موجودی محصولp  در پایان دورهt  در مرکز توزیعj 

𝑆𝑈𝑅𝑝𝑘𝑡  مازاد محصولp فروش در خردهk  در دورهt. 

𝐵𝑝𝑘𝑡 مبود محصول کp فروش در خردهk  در دورهt. 

𝑁𝑠  ،متغیر دودویی𝑁𝑠 =  ت.در غیر این صور 0انتخاب شود، و  sکننده اگر تأمین1

𝑉𝑝𝑘𝑡 ر دودویی، تغی𝑉𝑝𝑘𝑡 = 𝑆𝑈𝑅𝑝𝑘𝑡اگر  1 > 𝐵𝑝𝑘𝑡اگر  0، و 0 > 0 . 

  

min 𝑍1 = ∑ 𝑆𝑙𝑐𝑠𝑡 ∗ 𝑁𝑠

𝑆

𝑠=1
+ ∑ ∑ ∑ 𝑇𝐶𝑠𝑝𝑡   ∗ 𝑋𝑠𝑝𝑡     

𝑃

𝑝=1

𝑆

𝑠=1

𝑇

𝑡=1

+ ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑇𝐶𝑝𝑗𝑘𝑡   ∗ 𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡 +

𝑃𝑃

𝑝=1

 
𝐾

𝑘=1

𝐽

𝑗=1

𝑇

𝑡=1
∑ ∑ ∑ 𝐼𝐶𝑝𝑗𝑡   ∗ 𝐼𝑝𝑗𝑡 

𝑃

𝑝=1

𝐽

𝑗=1

𝑇

𝑡=1

+ ∑ ∑ ∑ 𝐼𝐶𝑝𝑘𝑡   ∗ 𝐵𝑝𝑘𝑡  
𝑃

𝑝=1

𝐾

𝑘=1

𝑇

𝑡=1
 

 

(1) 

max 𝑍2 = ∑ ∑ ∑ 𝑄𝑈𝐴𝐿𝑠 ∗ 𝑋𝑠𝑝𝑡

𝑃

𝑝=1

𝑆

𝑠=1

𝑇

𝑡=1

 

(2) 

  

min 𝑍3 = ∑ ∑ ∑ 𝐵𝑝𝑘𝑡  
𝑃

𝑝=1

𝐾

𝑘=1

𝑇

𝑡=1
 

(3) 

 

min 𝑍4 = ∑ 𝑁𝑠

𝑆

𝑠=1
 

(4) 

   

  
s.t  

∑ 𝑄𝑈𝐴𝐿𝑠 ∗ 𝑋𝑠𝑝𝑡

𝑆

𝑠=1
   = ∑ 𝑌𝑝𝑗𝑡

𝐽

𝑗=1
                                                    ∀𝑝, 𝑡  

(5) 
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𝐼𝑝𝑗𝑡 = 𝐼𝑝𝑗𝑡−1 + 𝑌𝑝𝑗𝑡 − ∑ 𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡

𝐾

𝑘=1

                                      ∀𝑗, 𝑝, 𝑡 

(6) 

∑ 𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡 + 𝐵𝑝𝑘𝑡 = 𝐷𝑝𝑘𝑡 +

𝐽

𝑗=1

𝑆𝑈𝑅𝑝𝑘𝑡                                                ∀𝑘, 𝑝, 𝑡 

(7) 
 

 

∑ 𝑌𝑝𝑗𝑡

𝑃

𝑝=1
≤ 𝐶𝑎𝑝𝑗𝑡                                           ∀𝑗, 𝑡 

    

(8) 

 

∑ ∑ 𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡 ≤ 𝐶𝑎𝑝𝑘𝑡 

𝑃

𝑝=1

𝐽

𝑗=1

                            ∀𝑡, 𝑘 

    

(9) 

∑ ∑ 𝑋𝑠𝑝𝑡 ≤ 𝑀.𝑃
𝑝=1

𝑇
𝑡=1  𝑁𝑠                           ∀𝑠   (10) 

 
𝑆𝑈𝑅𝑝𝑘𝑡 ≤ 𝑆𝑈𝑅𝑝𝑘𝑡

𝑚𝑎𝑥 ∗ 𝑉𝑝𝑘𝑡                        ∀𝑡, 𝑝, 𝑘 (11) 

𝐵𝑝𝑘𝑡 ≤ 𝑀 ∗ (1 − 𝑉𝑝𝑘𝑡)                             ∀𝑡, 𝑝, 𝑘 

  

 (12) 

𝑋𝑠𝑝𝑡 , 𝑌𝑝𝑗𝑡 , 𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡 , 𝐼𝑝𝑗𝑡 , 𝑆𝑈𝑅𝑝𝑘𝑡 , 𝐵𝑝𝑘𝑡 ≥ 0 , 𝑁𝑠, 𝑉𝑝𝑘𝑡 ∈ {0,1}  

  

 (13) 

است. این تابع شامل اجزای مختلفی  های کل زنجیره تامینسازی هزینهکمینه مدل ریاضی به دنبالاین اول  تابع هدف 

هزینه خرید و حمل از  .2،  کنندگانتامین هزینه انتخاب .1:است که هر یک به نوعی از هزینه در زنجیره اشاره دارد

هزینه انبارداری در مراکز  .4، فروشانهزینه حمل و نقل از مراکز توزیع به خرده .3، کننده به ورودی شبکهتأمین

سازی کل بیشینه . دهدمی نشان رابیشینه سازی کیفیت تحویل   تابع هدف دوم.فروشانجریمه کمبود در خرده .5توزیع

تابع هدف سوم .خریداری شده است (𝑄𝑈𝐴𝐿𝑠) هاکنندگان با در نظر گرفتن ضریب کیفیت آنمیزان محصولاتی که از تأمین

ابع هدف تاست. ریزیفروشان در طول دوره برنامهسازی مجموع کل کمبودهای رخ داده در تمام خردهکمینهبدنبال 

یفیت مقدار محصول با کتضمین می کند  5محدودیت می باشد.  کنندگان فعال انتخاب شدهتعداد تأمین چهارم بدنبال کاهش

توازن موجودی مرکز توزیع را تضمین  6محدودیت .شود باید به مراکز توزیع ارسال شودکنندگان وارد میکه از تأمین

را  فروشتقاضای خردهتوازن 7محدودیت .موجودی اولیه شناخته شده است𝐼𝑝𝑗0شود فرض می .می کند.فرض می شود

 9محدودیت .ع کالاهای دریافتی نباید از ظرفیت توزیع تجاوز کندمجموتضمین می کند  8محدودیت تضمین می کند.

اتصال خرید به  10محدودیت .فروش نباید از ظرفیت آن تجاوز کندمجموع کالاهای دریافتی توسط خردهتضمین می کند 

𝑁𝑠) کننده فعال نباشداگر تأمین را تضمین می کند. کنندهانتخاب تأمین = یک عدد بزرگ M .کرد ، نباید از آن خرید(0

در یک زمان و مکان مشخص، یا مازاد وجود دارد  را تضمین می کند. کنترل مازاد و کمبود12و 11 محدودیتهای .است

 می باشد. بودن متغیرهاودودویی  محدودیت غیرمنفی ،13محدودیت .یا کمبود، اما نه هر دو

 -λ  شبر اساس رو (FMOLP) ریزی خطی چندهدفه فازیل برنامهمد .2

Maximization 
به شرح کردن مدل  یگام به گام فازیزی فازی ارمانی استفاده می کنیم.مراحل رکردن مدل چندهدفه از برنامه یفاز یراب

حداقل قابل و مقادیر (𝐺𝑖)آرمانی ریزی فازی ارمانی ابتدا باید برای هر یک از توابع هدف مقادیر در برنامه زیر است.

𝑊𝑖) قبول اغلب با حل مدل در جهت مخالف به   𝑊𝑖مقادیر با حل مدل  برای هر تابع هدف و 𝐺𝑖مقادیررا مشخص کنیم.(  

𝑊𝑖]محدوده  یینس از تعپ.آیددست می , 𝐺𝑖] یخط یتتابع عضو یکهر هدف،  یبرا𝜇(𝐹𝑖) تحقق هدف یزانم یلتبد یبرا 

𝜇𝑖میزان عضویت  𝐹𝑖سازی، با کاهش مقداربرای توابع کمینه. کنیمیم یفتعر ۱تا  ۰ ینب یدرجه فاز یکبه  افزایش  

شود. هدفه کلاسیک تبدیل میمدل چندهدفه فازی به یک مدل تک مینیمم زیمرمن -استفاده از رویکرد ماکسیممبا یابد.می

به حداکثر برسانیم.یک متغیر جدید به  خواهیم درجه رضایت از تمامی اهداف را به طور همزمانایده این است که ما می

کنیم و هدف مدل نهایی را ماکسیمم دهنده کمترین درجه رضایت از بین تمام اهداف است( را تعریف می)که نشانλنام 

اگر پارامترهای کلیدی مانند تقاضای :کنیمرا اضافه می 18تا 15هدف محدودیت های  برای هر  دهیم وقرار می λکردن 

طور  را فازی در نظر بگیریم دقت مدل را به  𝐶𝑎𝑝𝑘𝑡وخرده فروشان   𝐶𝑎𝑝𝑗𝑡وظرفیت مراکز توزیع  𝐷𝑝𝑘𝑡ان خرده فروش

شود.برای این کار، ما ریزی ریاضی فازی با پارامترهای فازی تبدیل میمدل به برنامه قابل توجهی افزایش می یابد و
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 های اصلی به فرم فازی داریم.ین پارامترهای ورودی و همچنین تبدیل محدودیتنیاز به تعریف توابع عضویت برای ا

کنیم که نمایانگر محدوده مقادیر احتمالی آن تعریف می ایمثلثی یا ذوزنقه عدد فازیای هر پارامتر فازی، یک بر

 غییر باقی می مانند.تغییر می یابد وبقیه محدودیتهای اصلی بدون ت 22تا  19 به شکل  9و8و7محدودیت های ت.اس

 یر می باشد.زبه صورت  λ- Maximization بر اساس روش (FMOLP) ریزی خطی چندهدفه فازیل برنامهمد

max 𝛌 ( 41 ) 

s.t  

𝑍1 + 𝛌(𝑊1 − 𝐺1) ≤ 𝑊1 ( 51 ) 

𝑍2 − 𝝀(𝐺2 − 𝑊2) ≥ 𝑊2 ( 61 ) 

𝑍3 + 𝛌(𝑊3 − 𝐺3) ≤ 𝑊3                             ( 71 ) 

𝑍4 + 𝛌(𝑊4 − 𝐺4) ≤ 𝑊4              ( 81 ) 

∑ 𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡 + 𝐵𝑝𝑘𝑡 ≤ 𝐷𝑝𝑘𝑡
𝑅 −

𝐽

𝑗=1

𝛌(𝐷𝑝𝑘𝑡
𝑅 − 𝐷𝑝𝑘𝑡

𝐿) + 𝑆𝑈𝑅𝑝𝑘𝑡                                                ∀𝑘, 𝑝, 𝑡 
       

(19) 
 

∑ 𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡 + 𝐵𝑝𝑘𝑡 ≥ 𝐷𝑝𝑘𝑡
𝐿 −

𝐽

𝑗=1

𝛌(𝐷𝑝𝑘𝑡
𝐿 − 𝐷𝑝𝑘𝑡

𝑅) + 𝑆𝑈𝑅𝑝𝑘𝑡                                                ∀𝑘, 𝑝, 𝑡 
 (20) 

 

 

∑ 𝑌𝑝𝑗𝑡

𝑃

𝑝=1
≤ 𝐶𝑎𝑝𝑗𝑡 

𝑅 − 𝛌( 𝐶𝑎𝑝𝑗𝑡 
𝑅 − 𝐶𝑎𝑝𝑗𝑡 

𝐿)                                         ∀𝑗, 𝑡 

    

(21) 

 

∑ ∑ 𝑍𝑝𝑗𝑘𝑡 ≤ 𝐶𝑎𝑝𝑘𝑡 
𝑅 − 𝛌( 𝐶𝑎𝑝𝑘𝑡 

𝑅 − 𝐶𝑎𝑝𝑘𝑡 
𝐿)

𝑃

𝑝=1

𝐽

𝑗=1

                            ∀𝑡, 𝑘 

    

(22) 

0 ≤ 𝛌 ≤ 𝟏 (23) 

 

 گیرییجه. نت۴
ریزی زنجیره برای طراحی و برنامه ریزی خطی چندهدفه فازیبرنامهاین مقاله یک چارچوب تحلیلی جامع در قالب مدل 

ویژه در های ذاتی سیستم، بهترین دستاوردهای این پژوهش، قابلیت آن در مدیریت عدم قطعیتاز مهمتأمین ارائه داد. 

عنوان ابزار حل، به λ -Maximizationروش است. اعداد فازی مثلثیکارگیری ، از طریق بهپارامترهای تقاضا و ظرفیت

قدار بهینه مریزی خطی قابل حل به اثبات رساند. کارایی خود را در تبدیل این مدل پیچیده و غیرقطعی به یک مدل برنامه

λ دهد؛ هرچه مندی کلی مدیران از راه حل توافقی را نشان میحاصل از حل مدل، میزان درجه رضایتλ  ۱به عدد 

حی های فازی و اهداف چندگانه را در سطمعنی است که راه حل پیشنهادی، همزمان محدودیت تر باشد، به ایننزدیک

 کند.گرایی برآورده میبالاتری از آرمان
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لͬ گروه های روی آماری ساختارهای وجود شرایط بررسͬ
بعدی چهار ناآبلͬ پوچ توان
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بر مروری از پس ͬ پردازد. م چهاربعدی پوچ توان لͬ گروه های روی آماری ساختارهای مطالعه به مقاله این چͺیده:
بر تمرکز با چهار، بعد به سه بعد از موجود رده بندی گسترش به آماری، لͬ گروه های و آماری منیفلدهای مبانͬ
این ͬ شوند. م تقسیم اصلͬ دسته دو به گروه ها این چهار، بعد در ͬ شود. م پرداخته ناآبلͬ، پوچ توان لͬ گروه های
اصلͬ نتیجه است. صفر التصاق به مربوط نگاشت متقارن بخش آن در که ͬ کند م بررسͬ را خاصͬ حالت تحقیق
به را ناآبلͬ پوچ توان لͬ گروه های بتواند که ندارد وجود آماری التصاق هیچ خاص، شرایط این در که ͬ دهد م نشان
ناشͬ دوپایا ͷمتری ͷی وجود به نیاز و لͬ جبرهای این ساختار ماهیت از ویژگͬ این کند. تبدیل آماری لͬ گروه ͷی
لͬ جبرهای و آماری ساختارهای بین تعامل از بهتری درک یافته این است. ممͺن آبلͬ حالت در تنها که ͬ شود، م

ͬ سازد. م هموار بالاتر ابعاد در آتͬ مطالعات برای را راه و کرده ارائه پوچ توان

چهار‐بعدی. لͬ گروه های پوچتوان، لͬ جبر آماری، لͬ گروه کودازی، آماری،جفت منیفلدهای کلیدی: کلمات

*سخنران

١
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مقدمه ١

تعامل حاصل که ͬ باشد م زمینه این در نوین مفاهیم از ͬͺی اطلاعات هندسه از زیرشاخه ای بعنوان آماری منیفلدهای
از که بود هندی  ریاضیدان رائو١، ١٩۴۵ سال در مفهوم این بنیانگذار اولین است. دیفرانسیل هندسه و آمار علم

در است. معروف فیشر ͷمتری به امروزه که کند استخراج ریمانͬ ͷمتری ͷی توانست فیشر اطلاعات تانسور طریق
محقق همͺاری با سپس است. پایا منحصربفرد بطور ͷمتری ͷی فیشر ͷمتری که داد نشان ٢ چنتسو ١٩٧۵ سال

دست آوردهای و تحقیقات کند.[٣] ارائه را چنتسو‐اماری التصاق مفهوم توانست ش.ا.اَماری٣ ژاپنͬ، برجسته
ماشین یادگیری در خصوص به آن کاربردی جنبه های و است جریان در همچنان نوظهور نسبتا شاخه این در مهمͬ

است. پیشرفت درحال
گروه ها اطلاعات،این هندسه در است: اهمیت حائز جهت چند از چهاربعدی پوچ توان لͬ گروه های بررسͬ طرفͬ از

فضاهای طبقه بندی در همچنین دارند[١]. کاربرد پیچیده  آماری ساختارهای مطالعه در غیرآبلͬ مدل های عنوان به
بررسͬ هستند. خاص جبری ساختار با همͽن فضاهای از مهمͬ نمونه های چهاربعدی پوچ توان لͬ گروه های همͽن،

شد، انجام [٢] در که سه بعدی آماری لͬ گروه های کامل طبقه بندی از پس طبیعͬ گام چهار، بعد در گروه ها این
آنجایی از ͬ شویم. م متمرکز چهاربعدی پوچتوان لͬ گروه های روی بر مقاله این در منظور، این به ͬ شود. م محسوب
صفر حالت اینجا در ͬ شوند[۴]، م دسته بندی H3 ×R و G4 یعنͬ اصلͬ نوع دو به خود لͬ گروه های از دسته این که

دادیم. قرار دقیق بررسͬ مورد را لͬ جبر به وابسته µ نگاشت متقارن بخش بودن
وجود آماری التصاق هیچ ،µ نگاشت متقارن بخش بودن صفر شرایط در که ͬ دهد م نشان پژوهش این اصلͬ نتیجه
لͬ گروه های نظریه توسعه در تنها نه نتیجه این کند. تبدیل آماری لͬ گروه ͷی به را مذکور ناآبلͬ لͬ گروه که ندارد

ابعاد با لͬ گروه های روی آماری ساختارهای مورد در آتͬ پژوهش های برای را راه بلͺه است، اهمیت حائز آماری
ͬ سازد. م هموار غیرصفر متقارن شرایط با و بالاتر

پیش نیازها ٢

باشد. آن لوی‐چویتای التصاق ∇g و g ریمانͬ متر با ریمانͬ منیفلد ͷی (M, g) میͺنیم فرض مقاله این سراسر در

کند: صدق زیر شرط دو در هرگاه نامیم آماری منیفلد ͷی را (M, g) منیفلد .٢. ١ تعریف
یعنͬ: باشد آزاد تاب که باشد داشته وجود M روی ∇ مانند آفین التصاق ͷی .١

∇XY −∇Y X = [X,Y ]

است. بردای میدان های لͬ کروشه [., .] و M روی برداری میدان های تمام مجموعه χ(M) آن در که
باشد: برقرار کودازی شرط به موسوم زیر شرط χ(M) در X,Y, Z هر برای معادل بطور یا باشد متقارن تماما ∇g .٢

(∇Xg)(Y, Z) = (∇Y g)(X,Z) = (∇Zg)(X,Y ) (١)

ͬ گویند[٢]. م کودازی جفت (g,∇) به همچنین

C.R Rao١

Chentsov٢

Sh.I.Amari٣

٢
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فوق تعریف شرایط در ∇g لوی‐چویتای التصاق با ریمانͬ منیفلد ͷی که کرد بررسͬ ͬ توان م آسانͬ به .٢. ٢ مثال
هستند.[٢] ریمانͬ منیفلدهای از تعمیمͬ آماری منیفلدهای بنابراین ͬ کند. م صدق

پایا چپ نیز ∇UV ،V Uو پایای چپ برداری میدان دو هر برای هرگاه نامیم، پایا چپ را ∇ التصاق .٢. ٣ تعریف
باشد.

التصاق ͷی g ریمانͬ التصاق اینصورت در باشد آن روی پایا چپ ریمانͬ ͷمتری g و لͬ گروه ͷی G کنیم فرض
دوخطͬ نگاشت های و Gͬل گروه روی پایا چپ التصاق های بین ͷی به ͷی تناظر ͷی همواره است.[٢] پایا چپ

تعریف زیر بصورت آن متناظر µ نگاشت ∇ پایای چپ التصاق هر برای درواقع دارد[٢]. وجود µ : g× g → g

ͬ شود: م

µ(X,Y ) = (∇XLY L)e, ∀X,Y ∈ g.

µ پادمقارن و متقارن بخش ترتیب به µs ، µA آن در که کرد تجزیه µ = µA + µs بصورت را µ هر ͬ توان م [٢] طبق
داریم: ∇ آزاد تاب التصاق برای فوق مفروضات هستند.با

µ(X,Y ) =
1

2
[X,Y ] + µs(X,Y ), ∀X,Y ∈ g. (٢)

اگر وتنها اگر است آزاد تاب g لͬ جبر روی µ دوخطͬ نگاشت با متناظر چپ پایای التصاق .۴ .٢ لم

µ(X,Y )− µ(Y,X) = [X,Y ], ∀X,Y ∈ g

باشد. آبلͬ g اینکه با است معادل که

.µ = 1
2 [X,Y ] داشت: خواهیم و بود خواهد کارتان التصاق با متناظر µ، تابع µs = 0 که حالتͬ در

است[٢]. پادمتقارن µ ͬ گوییم م حالت این در که

ͬ نامند م پایا چپ را G روی (G,∇) آماری ساختار صورت این در باشد، لͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵ .٢ تعریف
ͬ نامند. م پایا چپ آماری لͬ گروه ͷی را (G, g,∇) حالت این در باشند. پایا جپ ∇ و g هرگاه

با متناظر آزاد تاب آفین التصاق ͷی ∇ و پایا چپ ریمانͬ ͷمتری g و لͬ گروه ͷی G کنید فرض [٢] .۶ .٢ قضیه
اگر وتنها اگر است، پایا چپ آماری لͬ گروه ͷی (G, g,∇) اینصورت باشد.در G روی µ دوخطͬ نگاشت

⟨[X,Y ], Z⟩ = ⟨µ(Y, Z), X⟩ − ⟨Y, µ(X,Z)⟩, ∀X,Y, Z ∈ g (٣)

است. دوپایا متر ͷی g آنگاه باشد، پایا چپ آماری لͬ گروه ͷی (G, g,∇) اگر µs = 0 حالت در [٢] .٢. ٧ قضیه

٣
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۴‐بعدی ناآبلͬ پوچتوان لͬ گروه های ٣

شد. ارائه ٣‐بعدی آماری لͬ گروه های برای بندی رده ͷی [٢] در و بررسͬ [١] در ٢‐بعدی آماری لͬ گروه های
نتایج و تحقیقات طبق اینجا در شد، بررسͬ [٢] در آبلͬ حالت که آنجایی از ۴‐بعدی، لͬ گروه های مطالعه برای

ͬ گیریم. م درنظر را ناآبلͬ پوچتوان حالت [۴] در سوکیلویچ ت. محاسباتͬ
h3 ⊕R و g4 از است عبارت که دارد وجود ۴ بعد از پوچتوان ناآبلͬ لͬ جبر دو فقط ایزومورفیسم حد در که ͬ دانیم م
جابجاگر با {x1, x2, x3, x4} پایه توسط h3 ⊕R لͬ جبر آن در که است.[۴] H3 ×R و G4 لͬ گروه های با متناظر که

دو‐بعدی مرکز با ٢‐مرحله ای پوچتون لͬ جبر ͷی که ͬ شود م تعریف [x1, x2] = x3ناصفر
ناصفر جابجاگر با {x1, x2, x3, x4} پایه توسط g4 لͬ جبر و است. Z(h3 ⊕ R) = L(x4, x3)

١‐بعدی مرکز با ٣‐مرحله ای پوچتوان لͬ جبر ͷی که ͬ شود م تعریف [x1, x2] = x3, [x1, x3] = x4

است. Z(g4) = L(x4)

معرفͬ دوخطͬ نگاشت µ کنیم فرض ͬ پردازیم. م ناآبلͬ پوچتوان لͬ جبرهای برای µs = 0 حالت بررسͬ به اینجا در
از µ(X,Y ) = 1

2 [X,Y ] = ∇XY که داشت خواهیم ۴ .٢ لم طبق ،µs = 0 اگر باشد. g4 روی قبل دربخش شده
بعد بخش در که باشد دوپایا g باید باشد، آماری لͬ گروه ͷی H3 ×R یا G4 اگر ٢. ٧ قضیه نقیض بنابرعکس طرفͬ

متر به مجهز گروه ها، این اگر یعنͬ نیست. برقرار پوچتوان ناآبلͬ لͬ گروه های در حͺمͬ چنین داد خواهیم نشان
بود. خواهد تناقض که باشند آبلͬ باید آنگاه باشند، دوپایا

نتایج ۴

آماری ساختار به مجهز ͬ توانند نم ،µs = 0 حالت در چهاربعدی، ناآبلͬ پوچ توان لͬ گروه های از ͷهیچ ی .١ .۴ نتیجه
شوند.

با: است معادل G لͬ گروه روی g ریمانͬ متر دوپایایی شرط ،g لͬ جبر هر در ͬ دانیم م [٢] طبق برهان.

⟨[X,Y ], Z⟩+ ⟨Y, [X,Z]⟩ = 0 ∀X,Y, Z ∈ g.

adX عملͽر ،X ∈ g4 هر برای است، پوچ توان لͬ جبر این که آنجایی از بͽیریم، نظر در دوپایا متر با را g4 اگر حال
همزمان که خطͬ عملͽر ͷی اما است. پادمتقارن adX متر، دوپایایی به توجه با طرفͬ، از بود. خواهد پوچ توان
که است آبلͬ لͬ جبر یعنͬ ،X,Y ∈ g4 تمام برای [X,Y ] = 0 بنابراین است. صفر الزاما باشد، پادمتقارن و پوچ توان

ͬ رسیم.) م تناقض همین به نیز h3 ⊕ R حالت برای مشابه طور است.(به تناقض در g4 بودن ناآبلͬ فرض با
مربوطه لͬ گروه ٢. ٧ قضیه طبق فلذا باشد دوپایا ͬ تواند نم g متر ،µs = 0 حالت در که ͬ دهد م نشان تناقض این

باشد. آماری ͬ تواند نم

۴
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و خلاقیت پرورش بر فراکتال هندسه آموزش تأثیر کیفͬ تحلیل
دانش آموزان در واگرا تفکر

ایران اصفهان، اشتر، ͷمال صنعتͬ دانشͽاه کاربردی، ریاضͬ دكتری *،دانشجوی رفیعͬ وحید

Rafiee.vahiⅾ۱۴۰۱@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

هندسه ͬ شود. م مطرح خلاقانه و میان رشتە ای روشͬ بە عنوان فراکتال هندسه آموزش نوین، رویͺردهای میان از چͺیده:
بستری بلͺه علمͬ، ابزاری نە تنها بی نظمͬ، در نظم و بی نهایت بودن خودمتشابهͬ، همچون ͬ هایی ویژگ با فراکتال
مشاهده مصاحبه، از استفاده و کیفͬ رویͺرد با حاضر مقاله ͬ شود. م محسوب خلاقیت پرورش برای زیبایی شناختͬ
نشان یافتە ها ͬ پردازد. م واگرا تفکر و خلاقیت تقویت بر فراکتال ها آموزش تأثیر بررسͬ به دانش آموزان آثار تحلیل و
ارتقاء و متنوع ایدە های ترکیب نو، الͽوهای کشف توانایی ذهنͬ، انعطاف پذیری افزایش به فراکتال ها آموزش که داد
در نوین ابزاری بە عنوان ͬ توانند م فراکتال ها که است آن از حاکͬ نتایج ͬ کند. م ͷکم دانش آموزان درونͬ انگیزش

گیرند. قرار استفاده مورد واگرا و خلاق تفکر پرورش برای آموزشͬ راهبردهای و درسͬ برنامە های طراحͬ
فراکتال. هندسه خلاقیت، واگرا، تفکر کیفͬ، تحلیل ریاضͬ، آموزش کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

خلاقانه تصمیم گیری های به نیاز و پیش بینͬ غیرقابل شرایط پیچیده، مسائل از سرشار ͬ کنیم، م زندگͬ آن در که جهانͬ
تولید امͺان که شوند مجهز مهارت هایی به صرف، محتوای یادگیری از فراتر باید دانش آموزان شرایطͬ، چنین در است.
نە تنها خلاقیت .[۷] سازد فراهم آنها برای را پدیدە ها به چندبعدی نگاه و مسئله حل در انعطاف بدیع، و متنوع ایدە های
علمͬ دستاوردهای از بسیاری زیرا دارد؛ حیاتͬ نقش ریاضیات در بە ویژه و فناوری علوم، در بلͺه هنری، حوزە های در
با .[۸] است شده بنا ریاضͬ مفاهیم میان جدید ارتباطات دیدن در افراد ذهنͬ توانایی پایه بر فناورانه نوآوری های و
و یͺتا پاسخ های یافتن استاندارد، مسائل حل بر عموماً ریاضیات، حوزه در بە ویژه سنتͬ، آموزشͬ نظام های حال، این
است، ضروری مفاهیم تثبیت برای گرچه رویͺردی چنین هستند. متکͬ پیش تعیین شده از قواعد و الͽوریتم ها بر تمرکز
آموزشͬ مقالە گران از بسیاری ͬ دهد. م قرار دانش آموزان اختیار در خلاقانه فرایند تجربه برای اندکͬ فرصت های اما
محدود و ریاضͬ یادگیری به علاقه افت انگیزه، کاهش به منجر ͬ تواند م یͷ بعدی آموزش نوع این که کردە اند تأکید

.[۶] شود دانش آموزان در واگرا توانایی های شدن

Author Ⅽorresponⅾing*
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مفهومͬ چهارچوب و نظری مبانͬ ۲

آن ͬ های ویژگ و فراکتال هندسه ۱ .۲

تبیین و معرفͬ ماندلبروت بنوا توسط ۱۹۷۰ دهه در بار نخستین که است ریاضیات از نوین شاخە ای فراکتال هندسه
داد؛ توضیح اقلیدسͬ ͷکلاسی هندسه با ͬ توان نم را طبیعͬ پدیدە های از بسیاری که بود معتقد ماندلبروت .[۶] شد
مانند طبیعͬ پدیدە های مقابل، در ͬ شود. م محدود مثلث و دایره خط، همچون سادە ای اشͺال به تنها هندسه این زیرا
ابزاری فراکتال هندسه برخوردارند. بی نظمͬ و پیچیدگͬ از گیاهان ساختار و دریاها سواحل برق، و رعد ابرها، شͺل

ͬ کند. م فراهم ساختارهایی چنین درک و مدل سازی برای

خلاقیت با فراکتال ها ارتباط ۲ .۲

دارند: خلاق فرایندهای ͷتحری برای بالایی ظرفیت فراکتال ها ͬ های ویژگ
ͬ تواند م ساده ساختار ͷی که ͬ گیرد م یاد او ͬ دهد. م سوق نو الͽوهای کشف به را دانش آموز خودمتشابهͬ،
داستان های نوشتن حتͬ و مسأله حل طراحͬ، در خلاقیت موضوع این و کند تکرار را خود مختلف مقیاس های در

ͬ دهد. م افزایش را استعاری
ͬ یابد درم دانش آموز ͬ کند. م هدایت بی پایان و متنوع ایدە های پذیرش بە سوی را دانش آموز ذهن بی نهایت بودن،

ͬ شود. نم محدود پاسخ ͷی به پدیدە ای هیچ و دارد وجود جدیدی پاسخ های و راە ها همیشه که
مهم ترین از ͬͺی توانایی این ͬ دهد. م عادت اطمینان نداشتن و ابهام تحمل به را دانش آموز بی نظمͬ، در نظم

.[۳ ،۱۱] است خلاق تفکر مهارت های
کشف به مشاهده از مرحله هر در و کنند توجه بیشتر جزئیات به تا ͬ کند م تشویق را دانش آموزان بی پایان، پیچیدگͬ

برسند. جدیدی

واگرا تفکر ۳ .۲

مقابل، در .[۴] است محرک یا مسأله ͷی برای خلاق و متنوع متعدد، پاسخ های تولید توانایی معنای به واگرا تفکر
دارد: اصلͬ بˀعد چهار واگرا تفکر ،[۱۲] تورنس مدل براساس دارد. تمرکز درست پاسخ ͷی یافتن بر تنها همͽرا تفکر
کند. تقویت را بˀعد این ͬ تواند م الͽوها بی پایان ارائه با فراکتال ها آموزش ایده. زیادی تعداد تولید توانایی سیالͬ:
افزایش را مهارت این مختلف، زوایای از فراکتال ها تحلیل رویͺردها. و دیدگاە ها تغییر توانایی انعطاف پذیری:

ͬ دهد. م
خلاق ایدە های تولید به فراکتالͬ غیرخطͬ الͽوهای با کار اصیل. و غیرمعمول پاسخ های ارائه توانایی ابتکار:

ͬ شود. م منجر
جدید جزئیات افزودن به دانش آموزان فراکتالͬ، ͬ های نقاش و طراحͬ در ایدە ها. جزئیات توسعه توانایی بسط:

ͬ شوند. م تشویق

مفهومͬ چهارچوب ۴ .۲

شد: طراحͬ صورت این به مقاله چهارچوب نظری، مبانͬ اساس بر

۲
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درونͬ انگیزش و زیبایی شناسͬ ͷتحری −→ فراکتال ها آموزش
پنهان روابط و الͽو کشف مهارت تقویت −→ فراکتال ها آموزش

ابهام تحمل و غیرخطͬ تفکر تمرین −→ فراکتال ها آموزش
ͬ شود. م منجر دانش آموزان در خلاقیت افزایش و واگرا تفکر پرورش به نهایتاً مسیر، سه این

مقاله روش شناسͬ ۳

مقاله نوع ۱ .۳

با مواجهه در دانش آموزان زیسته تجربه درک آن، اصلͬ هدف است. پدیدارشناختͬ و کیفͬ نوع از حاضر مقاله
ͬ کند م فراهم را امͺان این پدیدارشناسͬ رویͺرد .[۱] بود واگرا تفکر و خلاقیت بر تجربه این تأثیر بررسͬ و فراکتال ها

یابد. دست مشارکت کنندگان احساسات و تجربه معنای به کمͬ، دادە های بر صرف تکیه بە جای مقالە گر تا

نمونه و جامعه ۲ .۳

دانش آموز ۱۵ آنها میان از بود. تهران دولتͬ مدارس از ͬͺی در ریاضͬ رشته دهم پایه دانش آموزان شامل مقاله جامعه
جلسات در شرکت برای آمادگͬ ریاضͬ، به اولیه علاقە مندی شامل انتخاب معیار شدند. انتخاب هدفمند روش به
نتایج تا شد لحاظ نمونه در تحصیلͬ پیشرفت سطح و جنسیتͬ تنوع بود. مصاحبە ها در مشارکت به تمایل و آموزشͬ

باشد. برخوردار بیشتری غنای از

دادە ها گردآوری ابزار ۳ .۳

شد: استفاده اصلͬ ابزار سه
شیوه در تغییر فراکتال ها، به نسبت احساسات یادگیری، تجربه محور حول پرسش ها نیمە ساختاریافته: مصاحبه

کشید. طول دقیقه ۴۵ مصاحبه هر بود. خلاقیت از برداشت و تفکر
از کرد؛ ثبت را دانش آموزان کلاسͬ رفتارهای و یافت حضور آموزشͬ جلسات طول در مقالە گر مستقیم: مشاهده

خلاق. فعالیت های به واکنش و گروهͬ همͺاری شیوه مشارکت، میزان جمله
خلاقیت نشانە های تا شد بررسͬ آنان هندسͬ طرح های و سە بعدی مدل های ͬ ها، نقاش دانش آموزان: آثار تحلیل

شود. شناسایی واگرا تفکر و

دادە ها تحلیل ۴ .۳

از معنایی واحدهای باز، کدگذاری مرحله در .[۹] شدند تحلیل انتخابی و محوری باز، کدگذاری از استفاده با دادە ها
مضمون های نهایت، در شدند. دستە بندی اصلͬ مضامین قالب در کدها محوری، مرحله در شد. استخراج مصاحبه متن
هم سنجͬ و مشارکت کنندگان بازبینͬ از اعتبار، از اطمینان برای گردید. گزارش مقاله اصلͬ یافتە های بە عنوان منتخب

شد. استفاده همͺاران با

۳
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یافتە ها ۴

مشاهده به فراکتال ها، با آشنایی از پس که کردند بیان دانش آموزان الͽوها کشف به تمایل افزایش اول: مضمون
ͬ دیدند. م زنده» ریاضͬ «کتاب چشم به را طبیعت آنها شدند. علاقە مند خود پیرامون محیط دقیق تر

فراکتال ها آموزش ندارند. راە حل ͷی تنها مسائل که دریافتند دانش آموزان ذهنͬ انعطاف پذیری تقویت دوم: مضمون
کرد. هدایت متفاوت روش های امتحان کردن سمت به را آنان ذهن

نرم افزارهای از ͬ ها بعض بود. ریاضͬ و هنر از ترکیبی دانش آموزان آثار از بسیاری متنوع ایدە های ترکیب سوم: مضمون
نشان دهنده موضوع این کشیدند. دستͬ ͬ های نقاش دیͽر برخͬ و کردند استفاده فراکتالͬ طرح های خلق برای ͬͺگرافی

بود. متفاوت دانشͬ حوزە های ترکیب توانایی تقویت
موضوع، تازگͬ و بصری جذابیت دلیل به فراکتال ها یادگیری زیبایی شناختͬ لذت و درونͬ انگیزش چهارم: مضمون
در ریاضͬ، درس های از بسیاری برخلاف که داشتند اظهار دانش آموزان شد. تجربه لذت بخش فعالیت ͷی بە صورت

ͬ کردند. م مشارکت فعالیت ها در شخصͬ علاقه با بلͺه نداشتند، اجبار احساس اینجا
ارائه خلاق و متنوع پاسخ های ساده، مسائل برای توانستند دانش آموزان نو ایدە های تولید افزایش پنجم: مضمون
آن در که داد ارائه شهری پارک ͷی طراحͬ برای ایدە ای فراکتال ها از الهام با گروە ها از ͬͺی مثال، بە عنوان دهند.

بودند. شده سازمان دهͬ خودمتشابه الͽوی براساس باغچە ها و مسیرها

نتیجە گیری و بحث ۵

پیشین مطالعات با نتایج این است. مؤثر واگرا تفکر و خلاقیت پرورش در فراکتال ها آموزش که داد نشان یافتە ها
مقاله در ͬ کنند. م تقویت را خلاقیت چندراە حلͬ مسائل که بود کرده بیان [۵] لیͺین مثال، برای دارد. هم خوانͬ
نتایج زیبایی شناسͬ، منظر از شدند. متنوع پاسخ های افزایش موجب چندبˀعدی مسألە ای بە عنوان فراکتال ها نیز حاضر
را ذهن و داده کاهش را استرس سطح فراکتال ها مشاهده که بود داده نشان او بود. سازگار [۱۰] تیلور یافتە های با
مشاهده هنگام لذت و آرامش حس به مصاحبە ها در نیز دانش آموزان ͬ دهد. م قرار خلاقیت آماده و آرام وضعیتͬ در
که هنگامͬ داشت. مطابقت [۲] رایان و دسͬ درونͬ» «انگیزش نظریه با یافتە ها این، افزون بر داشتند. اشاره فراکتال ها
موجب درونͬ انگیزش این ͬ پردازند. م آن به بیرونͬ فشار بدون دانش آموزان است، لذت بخش و جذاب یادگیری فعالیت
برای میان رشتە ای بستری فراکتال ها که گفت ͬ توان م کلͬ، بە طور ͬ شود. م خلاقیت کیفیت افزایش و یادگیری پایداری
تقویت عمیق تر سطحͬ در را خلاقیت طریق این از و ͬ کنند م ایجاد شناختͬ روان شناسͬ و طبیعت هنر، ریاضͬ، اتصال
واگرا تفکر و خلاقیت تقویت در کلیدی نقشͬ ͬ تواند م فراکتال هندسه آموزش که داد نشان مقاله این ͬ نمایند. م
زیبایی شناختͬ، لذت و ایدە ها ترکیب ذهنͬ، انعطاف الͽوها، کشف طریق از دانش آموزان کند. ایفا دانش آموزان در

دهند. ارتقاء را خود خلاقانه توانایی های توانستند
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فراکتالͬ سطوح روی مرزی انتگرال تحلیلͬ روش های

ایران اصفهان، اشتر، ͷمال صنعتͬ دانشͽاه کاربردی، ریاضͬ دكتری *،دانشجوی رفیعͬ وحید

Rafiee.vahiⅾ۱۴۰۱@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

(PDEها) جزئͬ دیفرانسیل معادلات مرزی مسائل حل برای قدرتمندی ابزارهای مرزی انتگرال روش های چͺیده:
در فراکتالͬ ساختارهای از استفاده گسترش با ͬ بخشند. م بهبود را کارایی و دقت مسأله، بعد کاهش با که هستند
نامنظم سطوح و کسری بˀعد با هندسە های برای روش ها این تعمیم به نیاز مهندسͬ، و طبیعͬ سیستم های مدل سازی
ͬ پردازد، م فراکتالͬ سطوح روی مرزی انتگرال اعمال برای موجود روش های بررسͬ به مقاله این است. یافته افزایش
همچنین .ͬͺموج و چندمقیاسͬ تکنیͷ های و اندازە گیری هاوسدورف اصلاح شده، گرین توابع از استفاده جمله از
کاربردهای گرفتە اند. قرار بحث مورد محاسباتͬ ͬ های پیچیدگ و انتگرال ها کند همͽرایی ͬ ها، تکینگ مانند چالش هایی

شدە اند. ارائه نیز زیست مدل سازی و امواج پراکندگͬ حرارت، انتقال حوزە های در عملͬ
معادلات فراکتالͬ، سطح گرین، توابع چندمقیاسͬ، تحلیل اندازە گیری هاوسدورف، مرزی، انتگرال کلیدی: کلمات

.ͷموج جزئͬ، دیفرانسیل

مقدمه ۱

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات مرزی مسائل تحلیل در اساسͬ ابزارهای از ͬͺی بە عنوان مرزی انتگرال های
تبدیل با روش ها این .[۱] ͬ کنند م ایفا مهندسͬ و ͬͺفیزی مسائل حل در کلیدی نقش و ͬ شوند م شناخته (PDEs)
فراهم را پیچیده هندسە های با مسائل حل امͺان و کرده تسهیل را عددی محاسبات مرزی، مسائل به حجمͬ مسائل
الاستیسیته و هلمهولتز لاپلاس، معادلات حل در مرزی انتگرال های ͬ بر مبتن روش های خاص، بە طور .[۹] ͬ آورند م

.[۴] دارند گستردە ای کاربرد مهندسͬ و ͷفیزی در

هستند. منظمͬ ͬ های ویژگ دارای و هموار بررسͬ مورد سطوح و مرزها که ͬ شود م فرض ،ͷکلاسی مطالعات در
از بسیاری در این حال، با .[۸] گرفتە اند قرار استفاده مورد ͷفیزی و ریاضͬ ادبیات در گسترده بە طور فرضیە ها این
سطح مثال، برای برخوردارند. فراکتالͬ حتͬ و ناهموار هندسە های از سطوح و مرزها مهندسͬ، و طبیعͬ پدیدە های
ͬͽهم خونͬ، رگ های و ریە ها مانند ͬͺبیولوژی ساختارهای و سنگ، ͷانیͺم در شͺستگͬ مرزهای متخلخل، مواد

.[۶] ͬ دهند م نشان خود از فراکتالͬ ͬ های ویژگ

Author Ⅽorresponⅾing*
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است: زیر بە شͺل Γ سطح روی سە بˀعدی یا دو فضای در ساده مرزی انتگرال ͷی کلͬ، حالت در

u(x) =

∫
Γ

K(x, y)σ(y)ds(y),

ͬ های ویژگ و فاصله از تابعͬ معمولا که انتگرال (kernel) هسته K(x, y) مرز، روی x نقطه در تابع مقدار u(x) آن در که
ͬ باشد. م y نقطه در سطح عنصر ds(y) و مرز روی ناشناخته تابع σ(y) است، y و x نقاط بین هندسͬ

نظری مبانͬ ۲

(D) فراکتالͬ بˀعد هستند. خودمتشابه ساختارهای و غیرصحیح ابعاد دارای کخ، منحنͬ مانند فراکتالͬ، سطوح
1.26 حدود کخ منحنͬ فراکتالͬ بˀعد مثال، برای ͬ شود. م تعریف سطوح این پیچیدگͬ سنجش برای معیاری بە عنوان
اندازە گیری  از استفاده جمله از دارند، ͷکلاسی مفاهیم تعمیم به نیاز سطوحͬ چنین روی مرزی انتگرال های است.

معمولͬ. سطحͬ اندازە گیری جای به هاوسدورف
کخ منحنͬ فراکتالͬ بˀعد مثال، برای

D =
ln 4

ln 3
≈ 1.26,

برای n− 1 < D < n که D بعد با فراکتالͬ سطح ͷی Γ اگر فراکتالͬ). سطوح برای مرزی انتگرال (تعمیم ۱ .۲ قضیه
مرزی انتگرال آنگاه باشد، آن با متناظر هاسدورف اندازە  µ و باشد Rn∫
Γ

K(x, y)ϕ(y)dµ(y),

همͽرا مشروط بە طور (α < D با |x − y|α نوع هستە های (مانند کنترل شده ͬ های تکینگ با K(x, y) هستە های برای
.[۱۰] کنند عمل L2(Γ, µ) فضای روی فشرده خطͬ عملͽرهای بە عنوان ͬ توانند م انتگرال ها این ͬ شود. م

فرش یا منگر اسفنج (مانند خودمتشابه فراکتالͬ سطح ͷی برای فراکتالͬ). عملͽرهای طیفͬ ͬ های (ویژگ ۲ .۲ قضیه
مرزی انتگرال عملͽر ،(ͬͺسیرپینس

Aϕ(x) =
∫
Γ

ϕ(y)

|x− y|β
dµ(y),

پارامترهای از توانͬ بە صورت که است ویژه مقادیر از گسستە ای طیف دارای ،(D) فراکتالͬ بˀعد با متناسب (β) با
.[۳ ،۵] ͬ کند م تبعیت فراکتالͬ ابعاد مشابه مقیاس گذاری قوانین از طیف این ͬ کنند. م رفتار فراکتال خودتشابهͬ

تحلیلͬ روش های ۳

شدە اند: پیشنهاد زیر روش های فراکتالͬ، سطوح روی مرزی انتگرال های حل برای
دیفرانسیل معادلات حل برای و ͬ گیرند م بر در را فراکتالͬ هندسͬ ͬ های ویژگ توابع این اصلاح شده: گرین توابع −

هستند. مناسب ناهموار سطوح روی
توابع تجزیه برای و ͬ کند م فراهم را مختلف مقیاس های در جزئیات تحلیل امͺان ͷتکنی این :ͷموج تبدیل −

دارد. کاربرد فراکتالͬ مرزهای روی ناشناخته
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مختلف، مقیاس های در هندسͬ ͬ های پیچیدگ پردازش در توانایی بە دلیل روش ها این چندمقیاسͬ: روش های −
هستند. مؤثر بسیار

اصلاح شده: گرین تابع .۱

:R3 در لاپلاس معادله برای
G(x, y) =

1

4π|x− y|
,

ضعیف: فرم .۲

لاپلاس: مسئله ∫برای
Ω

∇u · ∇v dx = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

:ͷموج روش .۳

فرکتال روی انتگرال ها ͷموج تبدیل

است: زیر بە صورت ویولت تبدیل ،µ اندازه با فرکتال روی f تابع برای ●

Wψf(x, a) =

∫
F

f(y)
1

adf
ψ

(
d(x, y)

a

)
dµ(y),

آن: در که
است، فرکتالͬ سطح F ◦

فرکتال، روی مناسب ͷمتری d(x, y) ◦

مقیاس، پارامتر a ◦

فرکتال. با سازگار ویولت تابع ψ ◦

ͬ کند. م تجزیه مختلف مقیاس های در ͬ شده محل فرکانسͬ مؤلفە های به را تابع تبدیل این ●

کاربردها ۴

سیال: جریان مدل سازی ●

ψ(x) =

∫
Γ

ln |x− y|σ(y)dµD(y),

دیریͺله: مرزی شرط با لاپلاس مسأله ●∆u = 0 Ω ,در

u = g Γ = ∂Ω ,روی

است. مرز روی معلوم تابع ͷی g آن در که

چندمقیاسͬ. تحلیل و بهینە شده عددی روش های از استفاده راهͺار: محاسباتͬ: پیچیدگͬ ●

اصلاح شده: هاسدورف اندازە گیری از استفاده ●

dµH(y) = lim inf
ϵ→0

{∑
i

(diamUi)
D
}
.

۳
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هاسدورف: اندازه

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت s مرتبه هاسدورف اندازه ،s ≥ 0 حقیقͬ عدد و E ⊂ Rn مجموعه ͷی برای

Hs(E) = lim inf
δ→0

{ ∞∑
i=1

(diamUi)
s
∣∣∣E ⊆

⋃
i

Ui, diam(Ui) < δ

}
.

رابطه: این در

،E مجموعه s مرتبه هاسدورف اندازه :Hs(E)

،Ui پوش قطر :diam(Ui)

ͬ کند. م میل صفر حد در که پوش ها قطر بالای کران :δ

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت E مجموعه هاسدورف بˀعد

dimH(E) = inf
{
s ≥ 0

∣∣Hs(E) = 0
}
.

با: است برابر آنها هاسدورف فاصله باشیم، داشته A,B ⊆ Rn فشرده مجموعه دو اگر

dH(A,B) = max

{
sup
a∈A

inf
b∈B

∥a− b∥, sup
b∈B

inf
a∈A

∥a− b∥
}
.

رابطه: این در

،b و a نقاط بین اقلیدسͬ فاصله :∥a− b∥

بالایی)، حد (بزرگ ترین بالا کران :sup

پایینͬ). حد (کوچͷ ترین پایین کران :inf

عملͬ کاربردهای ۵

متخلخل. مواد مانند فراکتالͬ مرزهای با مواد در حرارت انتقال مدل سازی حرارت: انتقال −
دارند. گستردە تری باند پهنای خودمتشابه، ساختار بە دلیل که فراکتالͬ آنتن های تحلیل الͺترومغناطیس: −

ریە ها. و مویرگ ها در فراکتالͬ ساختارهای مدل سازی زیست شناسͬ: −

نتیجە گیری ۶

علوم و مهندسͬ در پیچیده پدیدە های مدل سازی برای بالایی پتانسیل فراکتالͬ سطوح روی مرزی انتگرال روش های
فراکتالͬ هندسͬ پارامترهای تأثیر بررسͬ و مصنوعͬ هوش با ترکیب دقیق تر، عددی روش های توسعه دارند. طبیعͬ

هستند. آینده تحقیقاتͬ زمینە های جمله از

۴
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سطح و حجم  ییدر شناسای هندسه فرکتال کاربرد
  یسرطان یتومورها
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آن در همه  یاست که گستره کاربردها یدر سده کنون یمهم و راهبرد یها یاز فناور یکی یفناور یستز چکیده:
 یهنظر یگر،حمل و نقل، اقتصاد و... رسوخ کرده است. از طرف د ی،انرژ یه،بشر شامل سلامت، تغذ یابعاد زندگ
 یر،خبرده شده است. در چند سال ا اربک یرطبیعیو غ یعیطب یایپو یها یستمرشد و توسعه در س یانب یفرکتال برا

تا  یمال یهاشکل رفتار انسانها در بازار یلکرده و محاسبات ابعاد فرکتال از تحل یادیز یشرفتها پفرکتال یایدن
شده است  یسع پژوهش یناند. در اکرده یداکاربرد پ… و  یستیز هاییتمانسانها و ر یاحساس ییراتتغ یبررس

و  یستیدر علوم ز یواقع یلمسا یساز یهو شب یمدل ساز مفهوم فرکتال ها به کاربرد و نقش آنها در یضمن معرف
در  یهندسه فرکتال یتاستفاده از ظرف تمرکز اصلی این پژوهشپرداخته شود.  یفناور یستمختلف ز یحوزه ها

اثرات  ییکاراافزایش به منظور  یسرطان یسلول ها یزانسطح و حجم م یبه منظور بررس یدسیمقابل هندسه اقل
شود  یم یشنهادپ یاندر پا سالم اطراف است. یها به سلول ها یبو کاهش اس یسرطان یسلول ها یبر رو یدرمان

به  یفناور یستو ز یستیبه خصوص در علوم ز یمسائل واقع یاضیر یحاصله از مدل ساز یجبه منظور بهبود نتا
از  ینهزم یندر ا یا یانهحوزه را یتوانمند ینهمچن یکی،و گراف یاضیانجام شده در بحث ر یها یشرفتپ یلدل

 استفاده شود. یهندسه فرکتال یممفاه
 .سلول های سرطانی ی،ساز یهشب ی،فناور یستفرکتال، ز کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
 یدو مف یافتهمحصولات بهبود  یدحل مشکلات و تول یبرا یولوژیبه عنوان کاربرد ب توانیرا م یفناور یستز

 یبرا یو مولکول یسلول یندهایاست که فرا یشناس یستبر ز یمبتن یفناور یوتکنولوژی،کرد. در واقع ب یفتعر
 . کندیم یجادرا ا کنندیو سلامت انسان کمک م یکه به بهبود زندگ یو محصولات هایتوسعه فناور

اندار، ج یها یدهموجود در پد یو الگوها یمیو ش یزیکف یاضیات،مورد توجه علوم ر یعتموجود در طب الگوهای
 یاز آن، ما را به غن یدجد یها یدهو كشف فرم ها و ا یعتاست. جستجو در طب یشناس یستمورد توجه علم ز
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صنعت،  یعت،مختلف موجود در طب یندهایفرآ یلتبد ی. روش هایدنما یالهامات جهان متصل م ینهگنج ینتر
باشد.  یستیپژوهش و كاربرد در علوم ز یبرا یتواند موضوعات مهم یم یا یانهرا یها یتمبه الگور یرهجامعه و غ

دانش رياضي براي اين سؤال پاسـخي نداشـت كـه آيـا در رياضيات فرمولي وجود دارد كه بتوان به كمك آن، شکل 
بـا شعباتش، و يا تصويري از خط الراس كوه ها را رسم كرد و اندازه محيط و مساحت  نـهيك بـرگ درخـت، رودخا

 ا را به دست آورد؟ ايـن گونه شکل ه
فرکتال  یمشوند. با استفاده از مفاه یم یدهبه وفور د یعتهستند که در طب یجالب یو هندس یاضیر یممفاه فرکتال

در علوم به نام  یدجد یو حل نمود. امروزه شاخه ها یمدل ساز یرا به راحت یچیدهپ یعیتوان مسائل طب یها م
 یاستخراج نمود، م یعیطب یاز ساختارها وانت یلعه آنچه را كه مشده است كه به مطا یجادا یستیز یاضیاتر

 یستند؛شکل ن یرهدا یاپردازد. مندلبروت اعلام کرد که ابرها به صورت کره، کوه ها همانند مخروط و سواحل در
 یعیطب یها یدهپد یگرکند. به عبارت د یحرکت نم یمو صاعقه به صورت خط مستق یستپوست درخت صاف ن

بدون بعد )بعد صفر( هستند.  یادو، سه و  یک، یدسیبعد اقل یدارا یزیکیکه اجسام ف یندارند؛ در حال یحبعد صح
و  یحتوض یرا برا یکند و هندسه فرکتال روش بهتر یفها را توص یدهپد ینتواند ا ینم یدسیهندسه اقل ینبنابرا

 هاییفتوص بهتریناست که  ینا کند،یمتر ها را جذابدهد. آنچه فرکتال یارائه م یعیطب ییها یدهپد یجادا
از موجودات زنده  و  ییهابخش یاها مانند سواحل،کوه یعی،طب هاییدهاز پد یاریبس یموجود برا یاضیاتیر

، ابداع شد. ريشه اين لغت، فرکتالتوسط مندل بروت پدر  ۵۷۹۱در سال   فرکتال هستند. یستیعلوم ز یقتدرحق
ها و از نظام یاگسترده یفاز ط ییرازگشا یبرا ی[. هندسه فرکتال ابزار قدرتمند8باشد] یعبارت لاتين شکسته م

 یا یتصادف یایکردن اش یبندو طبقه یفها دقت ما در توصاست. فرکتال یستیکردن مسائل مهم علوم زحل
 یم یا یانهرا ینامه هاآن در بر یساز یهفرکتال و استفاده و شب یممفاه یا یه. شناخت پااندیدهرا بهبود بخش یکارگان

فرکتال ها  یا یهو پا یهاول یمبه اهداف مورد نظر لازم است ابتدا با مفاه یلن یبه علم باشد. برا یتواند کمک موثر
را برشمرده و به نقش موثر فرکتال ها  یستیو علوم ز یعتاز آن در طب ییاشنا شده و سپس کاربردها یدر بخش بعد

  شود.  یخته مپردا یفناور یستز یشرفتدر پ
 
 هندسه فرکتال ها. 2

مشتق از واژه لاتيني فراكتوس به معني سنگي است كه به شکل نامنظم شکسته و خرد شده مـي باشـد.  فرکتالواژه 
[. اين رياضـيدان نشـان داد 2بـراي اولـين بـار توسـط بنـوت ماندل بروث مطرح شد]۵۷۹1هندسـه فركتـال در سـال

ريبـي را بـه دسـت آورد كه از قواعدي جالب كه با تكرار كردن پياپي يك معادله ي ساده، مي توان اشکال هندسـي غ
[. او كه بر اين باور بود كه هندسه اقليدسي توان مدل سازي طبيعت را ندارد با اين كار زباني 1توجه پيروي مي كنند]

براي مدل سـازي طبيعت پيدا نمود. او معتقد بود، توصيف اشکال نامنظم و پيچيده دنيـاي واقعـي، معـادلات جديد 
ي و مدل هاي هندسي خاصي را مي طلبد. البته قبل از او، رياضي داناني ماننـد جرج كانتور و سيرپنسکي به رياض

از دور و  فرکتال[. جسم 3تبيين نكاتي پرداخته بودند كـه در كشف اين هندسه توسط ماندل بروت مؤثر بود]
نزديك مي شويم، مـي  فرکتالبه يك جسم نزديك يکسان ديده مي شود، به تعبير ديگر خود متشابه است. وقتي كه 

بينـيم كـه تكـه هاي كوچکي از آن كه از دور همچون دانه هاي بيشکلي به نظر مي رسيد، به صورت جسم مشخصي 
ابزاري  فرکتال یقتدر حق [.2در مي آيد كه شکلش كم و بيش مثل همـان شـکلي اسـت كـه از دور ديده مي شود]

ي فرکتالايي كه قابل اندازه گيري توسط ضوابط هندسي مشخص نمي باشند. اشکال است براي محاسبه آشفتگي ه
است که با بزرگ کردن هر  یهندس یآغاز مشخصي دارند ولي اين آغاز ،پاياني نخواهد داشت. فرکتال  ساختار

است که  یرفرکتال ساختا یگر. به عبارت دیدبه دست آ یننخست تارهمان ساخ ین،ساختار به نسبت مع ینبخش از ا
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 یخودهمانند یژگیو ین. به اشودیم یدهد یکسان یکهر بخش از آن با کلش همانند است. فرکتال از دور و نزد
است که داراي محيط محدودي هستند اما نمي توآن مساحت آنها را  ینها ا فرکتالاز ويژگي هاي ديگر . یندگو

ترين جز اين مجموعه را در چه ابعاد و اندازه اي تصور اندازه گرفت چون اين كار بستگي به آن دارد كه كوچك 
 نمود: یفتعر یرتوان به صورت ز یكنيم. فرکتال ها را م

 باشد: یرخواص ز یهرگاه دارا ییم،را فرکتال گوF  یمجموعه  یک: ۵تعریف
 را شرح دهد. یکوچک دلخواه یها یاسمق یعنیساختار جالب باشد،  یک ی( دارا۵
2 )F باشد. یموضع یا ی،کلیهندسه معمول یلهشرح به وس یبرا یادیز ینامنظم یک یدارا 
 .یو چه آمار یبیخودمتشابه باشد، چه تقر یشکل یداراF( اغلب  3
 ( بزرگتر از بعد آن باشد.یشده در هر روش یف)تعرFاز   ی( معمولا بعدکسر4
 ده باشد. ش یفتعر ی،بازگشت یدساده، شا یلیروش خ یکبا  Fحالات  یاری( در بس1

است )ابعاد  یبعد3شکل  یکو مکعب  یبعد 2شکل  یکمربع  ی،بعد۵ یخط موجود یددان یکه م همانطور
مثال مطالعات انجام شده   یبرا اطلاعات است. ینب یچیدگیپ یزانم یانب یبرا یپارامتر ی(.  بعد فرکتالیدوسیاقل

 یم 29۹۷معادل با  یبعد فرکتال یسطح مغز او دارا یزو ن 29۷۹انسان برابر با  یهدهد که بعد فرکتال ر ینشان م
 یدر چارچوب اشکال هندس یاز مصنوعات بشر یاریو بس یعتطب ینیع یهااکثر نظام یقتحق در[. ۵باشد]

 . گنجندینم یدسیهندسه اقل یکدستمنتظم و 

 هندسه فرکتالی های کاربرد .2
 یک،...( گراف یر،تصو یگنال،)س یتوان به فشرده ساز یباشد که م یم یگسترده ا یاربس یکاربردها یفرکتال دارا

و سه  یدو بعد یرو تصو یهنر یرخلق تصاو ی،ساز یهشب یده،هرگونه پد یدسته بند یوتری،کامپ یها یباز یطراح
، راه رفتن، سرطان  DNAها، ضربان قلب، یهدر ر ییهوا یرهایمتعدد در طبابت )رگ ها، مس یکاربردها ی،بعد

 خاك و... اشاره کرد.  یکمکان یانوس،شبکه رودخانه ها و امواج اق یشکل ابرها، بررس یو بررس یاسو...(، هواشن
است، چرا كه با قواعدي تكراري از واحد سلولي منفرد اوليه اي پديـد آمـده انـد،  یهندسه تمـام جانـداران فرکتال

 اصل [.1اي مركـزي رشـد مـي كند ] ـتهدرسـت همان طور كه دانه ي برف با اتصال پياپي مولکول هاي آب به هس
ا و بي نظمي هاي موجود فركتاليتي روشي براي تبيين نظم موجود در پديده هاي نامنظم مي باشد. اين اصل ابهام ه

در بسياري از پديده هاي عالم را توجيه و تفسير مي نمايد. مطابق اين اصل اجزاء يك پديده همانند كُلِّ خود و كل، 
ها درجهان زيست  فرکتالو تحليل نظام هاي پيچيده رد پاي  شتشکيل يافته از اجزايي مشابه خود است. در كاو

. در جهان زيست شناختي، هر سلول ارگانيسم ما حاوي كليت اطلاعات ژنتيکي شناختي و جامعه شناختي نيز هست
ها در علوم مختلف  فرکتالشود.  یاستفاده م یستیدر علوم ز یمها به طور مستق فرکتال از [.4اين ارگانيسم اسـت]

ژى ملکولى و بيولو ی،شناس یستكاربردهاى بسيارى پيدا كرده اند، از فيزيك، شيمى و هوا شناسى گرفته تا ز
 [. 6ها استفاده مى شود] فرکتالپزشکى، از قوانين كلى حاكم بر 

رشد آشوبناک و  یکدارد. سرطان غالبا به عنوان  یرنرمالنرمال از غ یرتصاو یصدر تشخ ینقش مهم یفرکتال یزآنال
دارند که  یآنها اشکال نامنظم یعروق یتومورها و شبکه ها ی،سرطان یشود. سلول ها یشناخته م یریکنواختغ
کرد.  یفخط، صفحه، استوانه و کره توص مانندبر اساس اشکال صاف  یدسیاقل یتوان آنها را با هندسه سنت ینم

 یقدرتمندتر یلهوس یفرکتالرشد تومور باشد. هندسه  ینظم یب یاست که تمرکز رو یدمف یهنگام فرکتالهندسه 
خون و  یشسرطان در حال حاضر آزما ییشناسا یراه ها [.۹است] یام واقعاجس ییفضا یچیدگیپ یکم یینتع یبرا

 یها ینهطور هز یناست که با عوارض و هم یو نمونه بردار یترموگراف ی،و سونوگراف یماموگراف یک،ژنت یتست ها
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و محدوده  یزانم ی،سرطان یسطح و حجم سلول ها یدر بررس یاستفاده از هندسه فرکتال باهمراه است.  ییبالا
 یجهرود و در نت یبالاتر م یسرطان یسلول ها یصشده و تشخ ییشناسا یشتریبا دقت ب یسرطان یسلول ها

سلول  ورمحدوده حض ییشود. در واقع با شناسا یهمجوار م یبه سلول ها یبدارو و کاهش اس یموجب اثر بخش
 یوقت یدرمان یزرل یا یسلول ها مقابله کرد. مثلا در پرتو درمان ینبا ا یتر یقتوان به صورت دق یم ی،سرطان یها

 یدرمان یزراثرات ل یااثرات دارو  یردرگ یکمتر یمشخص شود، سلول ها یشتریبا دقت ب یسرطان یمرز سلول ها
 یدرمان یزرل یبو اس یابد یکاهش م یمصرف یحجم دارو و ینهبا هدفمند کردن نقطه تابش هز ینشوند. همچن یم
 یشتریب یصقدرت تشخ یفرکتالشود. ضمن آن که هندسه  یکمتر م یسرطان یسالم اطراف سلول ها یه سلول هاب

 یرچشمگ یارمورد بس یندارد. به طور مثال در درمان سرطان پروستات ا یسرطان یتوده سلول ها ییدر شناسا
توده داشته و آن  یاثر را بر رو یشترینشود که ب یدهتاب یبه توده سرطان یاز دارو و با چه شدت رخواهد بود که چقد

سلول  ینمرز ب یقدق یصو تشخ ییرو شناسا یناطراف داشته باشد. از ا یبه سلول ها یباس ینکمتر یدطرف هم با
 خواهد داشت. یادیز گیمورد بست ینو طول درمان به ا ییمهم بوده و کارا یاربس یوبسالم و مع یها
 گیری. نتیجه۴
زنده و به  یسلول ها یها یژگیاز آن، شناخت و یو الگوبردار یعتبازگشت به طب ینوع یقت،در حق یفناور یستز

 یها یشرفتبا توجه به پ یگرد یاست.از سو یو صنعت یدیتول یندهایآنها در فرآ یسلول یاجزا یاآنها  یریکارگ
همچوم فرکتال ها در علوم  یاضیر یمها و مفاه مدلتوان از  یم یا یانهرا یو استفاده از برنامه ها یستیز یاضیاتر
را بهبود  یکارگان یا یتصادف یایکردن اش یبندو طبقه یفها دقت ما در توصنمود. فرکتال ینهاستفاده به یستیز

به  کنیمیم یرا که در آن زندگ یجهان یتاز واقع یها و هندسه فرکتال هرچه باشد منظره متفاوت. فرکتالاندیدهبخش
 ینبه کمک متخصص یفناور یستز یلتر از مسا یقدرک بهتر و دق یشود برا یم یشنهادگذاشته است و پ یشنما

 یتر و موثرتر یواقع یجنتا یفرکتال یساز یهو شب یبهره برده و با مدل ساز یهندسه فرکتال یکردبا کمک رو یاضیر
 بدست آورد. 
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و پوچ توان لͬ گروه های روی بر مزدوج متقارن آماری ساختار وجود بررسͬ
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بعدی چهار ناآبلͬ و پوچ  توان لͬ گروه های روی بر مزدوج متقارن آماری ساختارهای تعریف امͺان پذیری بررسͬ به پژوهش، این در چͺیده:

تکیه با است. یͺریخت H3 × R یا G4 گروه دو از ͬͺی با چهار بعد در ناآبلͬ پوچ توان لͬ گروه هر مشخص، طور به است. شده پرداخته

بررسͬ مزدوج متقارن آماری ساختارهای وجود عدم یا وجود شرایط گروه ها، این روی بر چپ پایا شبه ریمانͬ متریͷ های رده بندی نتایج بر

آن وجود متریͷ ها سایر برای و ͬ پذیرد نم را ساختار این شبه ریمانͬ ͷمتری دو برای صرفاً G4 گروه که ͬ دهند م نشان یافته ها است. شده

و مشخص رابطه ی مزدوج، متقارن ویژگͬ ͬ پذیرد. م را ساختاری چنین چپ پایا ͷمتری هر برای H3 × R گروه که حالͬ در است؛ ممͺن

و ساده تر را آماری لͬ گروه های روی هندسͬ تحلیل طریق این از و ͬ کند م برقرار ∇∗ آن مزدوج التصاق و ∇ آماری التصاق میان متقارنͬ

ͬ سازد. م منسجم تر

پوچ توان لͬ گروه اطلاعات، هندسه مزدوج، متقارن آماری ساختار آماری، ساختار کلیدی: کلمات

مقدمه ١
توزیع ͷی با متناظر نقطه هر آن ها در که ͬ شوند م معرفͬ آماری مدل های پارامتری فضاهای از هندسͬ بسطͬ عنوان به آماری منیفلدهای

اصلͬ پایۀ ساختارها این مطالعۀ هستند. آن به نسبت مزدوج آفین التصاق دو و ریمانͬ ͷمتری ͷی به مجهز منیفلدهایی چنین است. احتمالͬ

آماری ساختارهای ͬ سازد[١]. م برقرار دیفرانسیل هندسۀ و اطلاعات نظریۀ آمار، میان عمیق ارتباطͬ که ͬ دهد م تشͺیل را اطلاعاتͬ هندسۀ

١

318



این بررسͬ دارند. تقارن خاصیت ،ͷمتری به نسبت مزدوج آفین التصاق دو آن ها در که هستند فضاها این از زیرکلاسͬ مزدوج، متقارن

ابتدایی مفاهیم ابتدا مقاله این در ͬ آورد[۵]. م فراهم را آماری و هندسͬ ͬ های ویژگ هم زمان تحلیل امͺان لͬ، گروه های روی بر ساختارها

چهار پوچ توان لͬ گروه های روی بر پایا چپ متریͷ های رده بندی از استفاده با سپس و کرده بیان را آماری منیفلدهای و اطلاعات هندسه

ͬ کنیم. م بررسͬ را آن ها روی بر مزدوج متقارن آماری ساختار های وجود بعدی،

نیاز ها پیش ٢
ریمانͬ(شبه ͷمتری ͷی g و آفین التصاق ͷی ∇ هرگاه ͬ نامیم م کودازی زوج را M منیفلد ͷی روی بر (g,∇) زوج ͷی ([٢]) .٢. ١ تعریف

یعنͬ باشد، متقارن کاملا́ ∇g هم وردا مشتق به طوری که باشد ریمانͬ)

(∇Xg)(Y, Z) = (∇Y g)(X,Z), ∀X,Y, Z ∈ g. (١)

ͬ نامند. م آماری منیفلد را (M, g,∇) و آماری ساختار را (g,∇) آنگاه باشد، آزاد تاب ∇ اگر

لوی‐چویتا آفین التصاق با شبه ریمانͬ منیفلد  ͷی (M, g) کنید فرض ͬ گردد، م بیان نیز دیͽری صورت به شده ذکر تعریف معادل، طور به

تانسور هرگاه است آماری ساختار آزاد، تاب آفین التصاق با (g,∇) زوج آنگاه باشد. ∇g

C(X,Y, Z) = (∇Xg)(Y, Z),

تفاضل تانسور طبیعͬ به طور است، (0, 3) نوع از متقارن کاملا́ تانسور ͷی که C تانسور باشد. متقارن ͬ نامند،کاملا́ م مͺعبی فرم را آن که

برداری میدان هر ازای به و است ∇g لوی‐چویتا اتصال و ∇ آماری اتصال میان تفاوت بیانگر تانسور این ͬ کند. م القا را (1, 2) نوع از K

ͬ گردد م تعریف زیر، صورت به

g(K(X,Y ), Z) = C(X,Y, Z),

یعنͬ است متقارن و خودالحاق g به نسبت که

g(K(X)Y, Z) = g(Y,K(X)Z), K(X)Y = K(Y )X.

ͬ شود م بیان زیر به صورت ∇g لوی‐چویتا التصاق و ∇ آماری التصاق و K تانسور رابطه ی همچنین

∇ = ∇g − 1
2K. (٢)

به صورت g به نسبت ∇∗ دوگان التصاق یا مزدوج التصاق

X · g(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇∗
XZ)

ͬ شود. م تعریف

صورت این در باشند. چپ پایا ∇ و g دو هر هرگاه ͬ نامیم م چپ پایا را G لͬ گروه روی (g,∇) آماری ساختار ([٢]) .٢. ٢ تعریف

دوخطͬ نگاشت ͷی توسط لͬ گروه های روی بر چپ پایا آفین التصاق هر کلͬ، طور به ͬ نامند. م چپ پایا آماری لͬ گروه را (G, g,∇)

به شͺل ∇ چپ پایا آفین التصاق با مرتبط نگاشت ͬ شود. م تعیین g لͬ جبر در µ : g× g → g

∇XY = µ(X,Y ), ∀X,Y ∈ g, (٣)

داریم آزاد تاب حالت در که ͬ گردد م تجزیه µ = µA + µS به صورت و ͬ شود م تعریف

µ(X,Y ) = 1
2 [X,Y ] + µs(X,Y ), µs(X,Y ) = µs(Y,X). (۴)

٢
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g روی µ دوخطͬ نگاشت توسط که باشد چپ پایا آفین التصاق ͷی ∇ و باشد چپ پایا لͬ گروه ͷی G کنید فرض ([۴]) .٢. ٣ گزاره

باشد: برقرار زیر شرط اگر تنها و اگر است چپ پایا آماری ساختار ͷی (G, g,∇) ساختار صورت، این در ͬ شود. م مشخص

⟨[X,Y ], Z⟩ = ⟨µ(Y, Z), X⟩ − ⟨µ(X,Z), Y ⟩, X, Y, Z ∈ g.

این سازگارند. آن با که گرفت نظر در را ∇ آفین التصاق های از خانواده ای ͬ توان م ،g مشخص ریمانͬ ͷمتری هر برای ٢ رابطه بنابر

سه بعدی، و دو لͬ گروه های روی بر به ویژه پایین، ابعاد در هستند. K تفاضل تانسور از مختلفͬ انتخاب های با متناظر واقع در التصاق ها

تمامͬ بررسͬ ممͺن، حالات تعداد چشم گیر افزایش دلیل به بالاتر، ابعاد در اما .[٣ ،٢] است شده انجام آماری ساختارهای کامل رده بندی

کارآمدتر رویͺردی ͬ کنند، م فراهم معنادارتری هندسͬ اطلاعات که تانسورهایی بر تمرکز این رو از ͬ شود. م دشوار صریح به صورت ساختارها

همین بر است. متقارن کاملا́ ∇C مͺعبی فرم هموردای مشتق آن در که است توجه مورد ویژه ای حالت پژوهش، این در ͬ آید. م شمار به

معادل به طور (یا C مͺعبی تانسور هرگاه ͬ نامیم م متقارن مزدوج را (M, g,∇,∇∗) آماری منیفلد ی روی بر (g,∇) آماری ساختار اساس،

ͬ شوند. م یͺسان ∇∗ مزدوج التصاق انحنای و ∇ التصاق انحنای حالت، این در باشد. متقارن کاملا́ ∇g لوی‐چویتا التصاق به نسبت (K

مهم ترین از متقارن مزدوج ساختارهای نتیجه، در ͬ گردد. م هندسͬ تحلیل های تسهیل و منیفلد هندسͬ ساختار شدن ساده تر موجب تقارن این

ͬ روند[۵]. م به شمار آفین و آماری هندسه ی در حالت ها پرکاربردترین و

بعدی چهار پوچ توان لͬ جبرهای روی بر چپ پایا داخلͬ ضرب های رده بندی ٣
که G4 و [e1, e2] = e3 غیرصفر لͬ براکت تنها با H3 × R دارند، وجود چهار بعدی ناآبلͬ و پوچ توان لͬ گروه دو تنها یͺریختͬ، حد تا

گروه دو این لͬ جبر روی بر چپ پایا متریͷ های تمام ادامه در . [۶] هستند [e1, e3] = e4 و [e1, e2] = e3 آن غیرصفر لͬ براکت های

ͬ کنیم. م معرفͬ را لͬ

فرض ͬ شوند. م رده بندی زیر به صورت h3 ⊕ R و g4 لͬ جبرهای روی بر یͺریخت غیر و چپ پایا داخلͬ ضرب های ([۶]) .٣. ١ گزاره

.i = 1, 2, 3 برای εi ∈ {±1} آن در که ،η := ε2λ و λ > 0 کنید
.g4 لͬ جبر .١

Sε
1,n : ⟨e1, e1⟩ = ε1, ⟨e2, e3⟩ = ⟨e3, e2⟩ = 1, ⟨e4, e4⟩ = η,

Sε
2,n : ⟨e2, e2⟩ = ε1, ⟨e1, e3⟩ = ⟨e3, e1⟩ = 1, ⟨e4, e4⟩ = η,

Sε
3,n : ⟨e1, e2⟩ = ⟨e2, e1⟩ = 1, ⟨e3, e3⟩ = ε1, ⟨e4, e4⟩ = η,

Sε
4,n : ⟨e1, e1⟩ = ε1, ⟨e2, e4⟩ = ⟨e4, e2⟩ = 1, ⟨e3, e3⟩ = η,

S0
1 : ⟨e1, e4⟩ = ⟨e4, e1⟩ = 1, ⟨e2, e2⟩ = 1, ⟨e3, e3⟩ = 1,

S0
2 : ⟨e1, e3⟩ = ⟨e3, e1⟩ = 1, ⟨e2, e2⟩ = 1, ⟨e4, e4⟩ = 1.

.h3 ⊕ R لͬ جبر .٢
Sε
1 : ⟨e1, e1⟩ = ε1, ⟨e2, e2⟩ = ε2, ⟨e3, e3⟩ = ε3, ⟨e4, e4⟩ = η,

Sε
2 : ⟨e1, e1⟩ = ε1, ⟨e2, e3⟩ = ⟨e3, e2⟩ = 1, ⟨e4, e4⟩ = η,

Sε
3 : ⟨e1, e4⟩ = ⟨e4, e1⟩ = 1, ⟨e2, e2⟩ = ε2, ⟨e3, e3⟩ = ε3,

S0
1 : ⟨e1, e4⟩ = ⟨e4, e1⟩ = 1, ⟨e2, e2⟩ = 1, ⟨e3, e3⟩ = 1,

S0
2 : ⟨e1, e3⟩ = ⟨e3, e1⟩ = 1, ⟨e2, e2⟩ = 1, ⟨e4, e4⟩ = 1.

٣
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نتایج ۴
ساختار ͷی پایا چپ متریͷ های همراه به آن آفین التصاق که یافت گونه ای به را µ دو‐خطͬ نگاشت های تمام ͬ توان م ٢. ٣ گزاره بنابر

١ .۴ گزاره بͽیریم، نظر در را ٣. ١ گزاره در شده ذکر ریمانͬ شبه های ͷمتری تمام با h3 ⊕ R و g4 جبرلͬ ساختار اگر حالا شود. آماری

ͬ گردد. م حاصل

متقارن آماری ساختار ریمانͬ شبه متر هر با H3 × R لͬ گروه و Sε
4,η و Sε

3,η از غیر به ریمانͬ شبه متر هر با G4 لͬ گروه .١ .۴ گزاره

ͬ پذیرند. م را مزدوجͬ

ͬ پردازیم م K = Kl
ijel تانسور های تمام یافتن به سپس ͬ کنیم. م محاسبه را لوی‐چویتا التصاق کازول فرمول از استفاده با ابتدا اثبات.

یعنͬ شود متقارن کاملا ∇gK طوریͺه به

(∇eiK)(ej , ek) = (∇ejK)(ei, ek) ∀ i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4}.

G4 لͬ گروه متریͷ های سایر برای و است K = 0 کند مͬ صدق که جوابی تنها Sε
4,η و Sε

3,η متریͷ های با G4 برای آن معادلات حل با

یافت. K تانسور برای غیر بدیهͬ جوابی ͬ توان م H3 × R لͬ گروه و
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 یتمالگور ینمبحث ها در گراف است. با استفاده از ا یناز پر کاربردتر یکی( یسترا)دا یجکستراد یتمالگور چکیده:
برنامه  یتم،مقاله ضمن گسترش الگور ینکرد. در ا یداپ یتوانگراف وزندار را م یکدو نقطه از  ینب یرمس ینکوتاهتر

مثل اورژانس، آتش  ییآن به صورت نرم افزار در نهادها از یتوانکه م یمکرده ا یطراح یآن را به زبان دلف یوتریکامپ
 و... استفاده کرد. ینشان

 .یجکستراد یتمالگور یر،مس ینگراف، کوتاهتر کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
زیر  Eمجموعه ای متناهی و ناتهی است و  Vاست که در آن  (V,E)زوج مرتبی چون  Gگراف  . 1-1تعریف

 می نامیم. Gرا یالهای  Eو اعضای  Gرا راسهای  Vاست. اعضای  Vمجموعه های دو عضوی 
 x-yباشند. هر  G=(V,E)دو راس ) که الزاماً متمایز نیستند ( در گراف بیسوی  y,xفرض می کنیم  . 1-2تعریف

از تعدادی راس  yn,xn,e1-n,e1-n,x1-n,…e2,x2,e1,x1,e0x=x=یک دنباله متناوب متناهی ) و بیطوقه ( مانند  Gگشت در 

یال  nختم می شود و حاوی  yآغاز و به راس  xاست که از راس  Gو یال متعلق به  iii xxeni ,,1 1 
 است .
 در نظر می گیریم : G = (V,E)گشت دلخواهی را در گراف بیسوی  x=y . 3-1تعریف

مسیر می نامیم. واژه دور را  x-yگشت مفروش بیش از یکبار دیده نشود، این گشت را یک  x-yاگر هیچ راسی از 
 .مسیر بسته بکار می بریم x-xبرای توصیف یک 

 

 یاصل یج. نتا2
این قسمت با استفاده از ساختارهای درخت و گراف، فنونی را معرفی می کنیم که در شاخه ای از  در            

ریاضیات بنام تحقیق در عملیات پیش می آید این فنون بعضی از نتایج را با در نظر گرفتن گرافها و گرافهای 
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ه نام وزن وابسته شده است، بهینه چندگانه ای که در آنها به هر یال، عدد حقیقی مثبت یا عدد صحیح نامنفی ای ب
می سازند. این اعداد اطلاعاتی نظیر فاصله دو راسی را که دو نقطه انتهایی یال هستند یا شاید مقدار کالایی را که 
می توان در امتداد یک یال که آزاد راه یا خط هوایی را نمایش می دهد از راسی به راس دیگر حمل کرد، بدست می 

ها چهارچوب کار را تشکیل می دهند، روشهای بهینه سازی به صورت الگوریتمی ارائه می شوند تا دهند. وقتی گراف
 پیاده سازی آنها در کامپیوتر تسهیل شود. 

مساله ای که ما در اینجا مورد تجزیه و تحلیل قرار می دهیم عبارتست از تعیین کوتاه ترین فاصله راس        
 از یک گراف سودار همبند بی طوقه تا هر یک از راسهای دیگر آن.  Vمشخصی مانند

 مقدمه ای بر الگوریتم دیجکسترا.  2-1
از این گراف، عدد   e= (a,b)آغاز می کنیم . به هر یال  G=( V,E)کار را با گراف سودار همبند بیطوقه ای مانند 

 x,yVنشان می دهند. اگر   wt(a,b)یا   wt(e)را با  می نامند این عدد eحقیقی مثبتی نسبت می دهیم که آن را وزن 
یا bبه   aممکن است طول جاده از  wt(e),e=(a,b)Eبه ازای هر   wt(a,b ) =تعریف می کنیم  E (x,y)ولی 

مفروض باشند به ازای هر   G=(V,E)در امتداد این جاده باشد اگر گراف وزندار bبه aمدت زمان مسافرت از 
e=(a,b)E wt(e) ,  را به عنوان طول راه مستقیم ازa  بهb  تعبیر می کنیم. به ازای هر دو راسa,bV  کوتاهترین

وجود نداشته باشد در این صورت تعریف می  bبه a می نویسیم. اگر مسیری از   d(a,b)را به صورت  bتا  aفاصله 

:}0,{در نتیجه تابع فاصله  d(a,a)=0قرارمی دهیم  avبه ازای هر  d(a,b)=کنیم :    Rvvd  را
 0d(v(v,و اگر  v)v)0d,می پردازیم به تعیین  Vvرا ثابت می گیریم و به ازای هر  V0vبدست  می آوردیم . اکنون 

 وصل می کند.   vرا به  0vمتناهی باشد، تعیین مسیر نموداری که 
را معرفی می  1696وریتم ابداع شده توسط ادسگر دیجکسترا دربرای انجام این اهداف صورتی از الگ           

کنیم. این روش مثالی از الگوریتم آزمند است زیرا کاری که انجام می دهیم تا موضعا ) یعنی به ازای همه راسهای 
( بهترین نتیجه را بدست آوریم عملا بهترین نتیجه کلی ) یعنی به ازای همه راسهای گراف ( را به  0vنزدیک به 

 دست می دهد. 
 الگوریتم دیجکسترا .2-2

را با  0v≠v( و هر  0و  -1را با ) v0,S0v}=0{قرار می دهیم و فرض می کنیم  i=0شمارنده را در :  1مرحله               
می  2به مرحله  n>1و حل مساله تمام است. اگر  0V={v{در این صورت  n=1ی می کنیم . اگر ( نامگذار ) ...و 
 رویم . 

را که  (L(v),y)نشان جدید  vدر صورت امکان، به جای نشان موجود برای   1Svبه ازای هر  : 2مرحله             

در آن 
)},()(),({)( min vuwtuLvLvL

iSu


  ،y  راسی متعلق بهiS  است که مینیممL(v)   .را به دست می دهد

برویم و با  vبه  0v) هر باری که تغییر در نشانگذاری روی می دهد ناشی از این واقعیت است که می توانیم از 
 است فاصله کوتاهتری را بپیماییم (. (y,v)حرکت در امتداد مسیری که حاوی یال 

20) به ازای اندیسی ماننداگر  : 3مرحله               ni  1( هر راس متعلق بهS   دارای نشان,...)(  باشد
. گراف نشانه گذاری شده حاوی اطلاعاتی است که ما در جستجوی آنها هستیم، در غیر این صورت، حداقل یک 

 نشانگذاری نشده است و بنابراین عملیات زیر را انجام می دهیم :  )(...,د دارد که باوجو1Svراس مانند 
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مینیمم می باشد . ممکن است بیش از یک راس با این  i+1L(v(را چنان بر می گزینیم که  i+1vراسی مانند  (1
  i+1vویژگی موجود باشد، در این صورت برای انتخاب هر یک از نامزدهای ممکن آزادی عمل داریم. راس 

 نزدیکتر است.  0vاست که از همه به 1Sعنصری از 

2) 
 1ii vS   را بهi+1S .نسبت می دهیم 

گراف نشانگذاری شده حاوی اطلاعاتی است که  i = n – 1اگر  را یک واحد افزایش می دهیم. iرنده شما (7
 باز می گردیم. 2به مرحله  i<n-1ما می خواهیم . اگر 

تذکر : اگر در گراف مورد نظر وزن منفی وجود داشته باشد، الگوریتم دیجکسترا کارایی ندارد، اگر محیط ما یک 
شد باید این وزن های منفی را شیفت داد تا از حالت منفی بودن خارج شوند و اگر این کار محیط کامپیوتری با

 فورد استفاده میشود. –ممکن نباشد از الگوریتم بلمن 
(  0v) یعنی  cالگوریتم دیجسکترا را در مورد گراف وزندار زیر به کار ببرید و کوتاهترین فاصله راس  . 3-2مثال 

 بیابید. Gراس دیگر  را از هر یک از پنج
d(c,h) = L(h) = 10 

d(c,a)=L(a)=17  
d(c,f)=L(f)=6   

d(c,g)=L(g)=14 
d(c,b)=L(b)=22  

 1شکل
  

نشانگذاری شده  (a,22)، که با  bوصل می کند از راس  bرا به  cمثلا برای تعیین کوتاه ترین مسیری که            
پس  (f,17)عبارتست از  aروی این کوتاه ترین مسیر است . نشان  bمقدم بلافصل  aاست آغاز می کنیم . بنابراین 

بازگشته ایم . در  cو بنابراین به راس  (c,6)عبارتند از  fسرانجام نشان  می آید . aبلافاصله قبل از  fروی این مسیر 
 , (a,b)وصل میکند عبارتند از :  bا به ر cنتیجه یالهای کوتاه ترین مسیر سوداری که با این الگوریتم تعیین میشود و 

(f,a) , (c,f) . 
 

چون استفاده از الگوریتم دیجسکترا به صورت دستی برای گرافهایی با راسها و یالهای زیاد زمان بر است، ما         
ی زیاد با طراحی کرده ایم که برای گرافهایی با تعداد راس و یالها (Delphi)برنامه ای کامپیوتری به زبان دلفی 

) به علت طولانی بودن برنامه و محدودیت تعداد صقحات مقاله از آوردن سرعت بسیار بالایی قابل استفاده است.
البته در کنار این برنامه، نقشه شهر اراک را به صورت گرافی وزندار طراحی کرده ایم آن در اینجا صرف نظر شد.( 

مسافت طولی بین هر دو راس و یک وزن برای فاصله زمانی طی  که هر یال آن دارای دو وزن است، یک وزن برای
کردن فاصله بین دو راس است.وزنی که برای فاصله زمانی بین دو راس است از لحاظ ترافیکی بررسی کامل شده، 
این دو مجموعه برنامه و گراف شهر اراک که کوتاه ترین مسیر از هر راس به راسهای دیگر را می دهد، کابردهای 

اوانی دارد و برای بسیاری از نهادها و موسسات مفید است مثلا برای اورژانسها که بیمار را در کمترین فاصله فر
زمانی از طریق کوتاه ترین مسیر موجود از محل حادثه به نزدیکترین بیمارستان ارجاع دهند.علاوه بر آن ممکن 

ک بیمارستان یا پر بودن بقیه بیمارستانها نیاز باشد که است که بیمار را بنابر هر دلایلی مثل داشتن امکانات خاص ی
به یک بیمارستان خاص ارجاع داده شود و از آنجایی که در الگوریتم دیجسکترا چیزی به عنوان مقصد وجود 
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نداشت، این برنامه طوری طراحی شده که میتوان به آن مقصد داد و برنامه، کوتاه ترین مسیر را از مبدا به مقصد 
 ر می گرداند.خاص ب

همانطور که معلوم است این مجموعه برنامه برای موسسات ونهادهای دیگر که کوتاه ترین مسیر برای آنها حائز 
 اهمیت است مانند آتش نشانی ها ، آژانسهای مسافرتی ، شرکت اتوبوس رانی شهری و ... کاربرد دارد.
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با    های چندعاملی ی سامانه اطمینان شبکه سازی قابلیت مدل 
 تصادفی - های یال گراف 

اشتر )واحد تهران(، کارمند شرکت هواپیماسازی ایران  ، دانشجوی دکتری دانشگاه صنعتی مالک1فرعادل تدین
 adeltadayyonfar@yahoo.comشهر(، ایران شاهین-)هسا 

   Amotaghi@iauln.ac.irعلمی دانشگاه آزاد اسلامی )واحد لنجان(، اصفهان، ایران علیرضا عموتقی، عضو هیأت

تحت عنوان    برحسب زمان  ی چندعاملیسامانه  یکها را در  ی ارتباطات عاملمندی شبکهدر این مقاله، توان  چکیده:
کنیم. در این محاسبات فرض  های احتمالی بررسی میی یادشده از منظر گراف ی ارتباطات سامانهاطمینان شبکهقابلیت

ها قطعی نبوده و پایداریشان بر اثر عوامل بیرونی از  بینند، ولی ارتباط بین آنها آسیب نمیایم که عاملرا بر این گذاشته
 برخوردار است.  tی  در هنگامه p(t)احتمال 

 ی گراف احتمالی.ی چندعاملی، نظریهی ارتباطات، سامانهاطمینان، شبکهقابلیت  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
اطمینان  قابلیت[  11و    1در ]نداریم.  ها  ی از بین رفتن ارتباط بین عاملهای احتمالی، قطعیتی دربارهدر توپولوژی شبکه

های احتمالی مورد بررسی قرار ی گراف گیری از نظریهها با بهرهبا اثرگذاری عامل بیرونی بر عامل  های چندعاملیسامانه
. اما در این مقاله اثرگذاری عامل بیرونی را بر خود  استها قطعی  ی عاملفرض بر این بود که شبکه  که در آن  گرفت
انتهای  تهای سامانه  گذاریم که عاملکنیم و فرض را بر این میبررسی میاز منظر احتمالاتی  شبکه   عملیات قطعی  ا 

 ها را مورد مطالعه قرار دادیم. اطمینان جبری این سامانهنیز قابلیت [11و  2]در   هستند.
از عوامل است که در زمینهی چندعاملی شبکهسامانه     ای برای حل مسائلی که  های مختلف عملیاتی و توسعهای 

ها  ای از مهندسی سیستمشاخهنیز  اطمینان  قابلیت  .[(12و    8)]  دکنن توسط یک عامل قابل رسیدگی نیست، عمل می
ی قابلیت اطمینان  اندازه  رو،. از اینداردبراساس اجزای آن    را  توانایی تعیین طول عمر یک سیستم در یک دوره   است که

 . [(10و  9گیرند )]میدر نظر های گوناگون  در هنگامهرا احتمال عدم شکست )احتمال طول عمر(  
سازی شبکه  از این ابزار برای مدل کنند، بنابراین  ها در ساختارهای ریاضی نقش گراف را بازی میجا که شبکهاز آن    

عنوان قابلیت اطمینان  ها را بهی انتقال اطلاعات بین عاملبندی شبکهجا قصد داریم تا میزان همدر این  .ایماستفاده کرده
بررسی  برحسب زمان  ی مورد نظر از دیدگاه احتمالی  مندی شبکهگیری توانگیری از اندازهی چندعاملی با بهرهسامانه

های مختلف انتخاب کنیم. بنابراین  دیگر حرکت هماهنگ دارند، با مثال هایی که با یکتر را برای عاملو مدل به کرده

 
 فر عادل تدین 1
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های احتمالی را محدود به گراف احتمالی کرده و منظور از یک گراف احتمالی در این مقاله گرافی است که وجود  شبکه
1را برابر با    q(t)ذکر است که در طول این مقاله، واقع گردد. لازم به p(t)های بین رئوس با احتمال یال  − p(t)   در نظر
 گیریم.می
,R(p(t)،  در این مقاله     G)  اطمینان گراف  را برابر با قابلیتG  ی  متناظر با شبکهN  ی  در هنگامهt   در نظر گرفته که

که    n)یعنی    Gی گراف  گذارند. اگر اندازهاثر می  در این هنگامه   هابر ارتباط بین عامل  p(t)عوامل بیرونی با احتمال  
,R(p(t)ها است( مهم باشد، از نماد  برابر با تعداد عامل Gn)  احتمال  جا،  در ایننماییم.  برای این مفهوم استفاده می
ها و احتمال از  اطمینان با توجه به قطعی بودن حضور عاملعنوان مقیاسی از قابلیتی چندعاملی بهزنده ماندن سامانه

 [. 5ها مورد مطالعه قرار خواهد گرفت ]دست دادن ارتباط بین عامل
استفاده    ها ین عاملبی  شبکههای  سازی رابطهبرای مدل در این مقاله از آن  ساختاری ریاضی است که  ساده  گراف      
گراف  و    بندگراف هم  ،گراف منظم  ،یکامل، گراف کامل دوبخش  دوم مقاله، با مفاهیمی چون گرافدر بخش  .  شودمی

r-  رأسیk-گراف  ار خواهیم داشت.  ک  و  سر  کاملr-  رأسیk-متشکل از  گرافی است    کاملk    که هر  زیرگراف کامل
هم  صورت زنجیروار بهها بهدر یک رأس مشترکند و این زیرگراف  تنهاها  و رئوس این زیرگراف   بودهرأس    rشامل    یک

Hاز نماد  برای نشان دادن زیرگراف القایی بندند.با یک رأس هم < G [3] کنیماستفاده می. 

 یاصل یج. نتا۲
اختیار    Wرا از    cو    bو رئوس متمایز    Vرا از    aباشد. رأس    Wو    Vهای  یک گراف دوبخشی با بخش  Gفرض کنیم  

جای  حذف کرده و به  Gرا از    abسازیم که یال  بدین صورت می Gرا با تغییری کوچک از روی   Hکنیم. اکنون گراف  می
ی هر دو گراف برابر و مرتبه  Hو  Gی هر دو گراف  گیریم. آشکار است که اندازهدر نظر می  Hلی از یا عنوان را به bcن آ

,R(p(t)گاه  باشد، آن  1نزدیک به    tی  در هنگامه  p(t)  احتمال   توان ملاحظه کرد اگرنیز مساوی است. حال می G) >

R(p(t), H)     ،گاه  نآو اگر نزدیک به صفر باشدR(p(t), G) < R(p(t), H)[ ،5.]    در یک لحظه، این بدان معناست که اگر
  tدر    Hی  از شبکه  Gی  اطمینان شبکهگاه قابلیتخواه ناچیز باشد، آناحتمال از دست دادن ارتباط بین دو عامل دل 

اطمینان  گاه قابلیتها خیلی زیاد باشد، آنتر است و برعکس، یعنی اگر احتمال از دست دادن ارتباط بین عاملبیش
 تر است. افزون tی مهدر هنگا  Gاز   Hی شبکه

به   اثرگذاری عوامل بیرونیمیزان  که به  ،ها نه صرفاً وابسته به ساختاری ارتباطات عاملاطمینان شبکهقابلیت  بنابراین    
و سطح    اندازهشود، به  یاد می  (اطمینان قابلیت)احتمال بقای شبکه    در نتیجه،ها نیز بستگی دارد.  اطات بین عاملبارت

 [ بیابید.11[ و ]7را می توانید در ]قضایا و نتایج اثبات   .[5] بستگی دارد  اثرگذاری عوامل بیرونی
  .ناچیز باشد  در سامانه  tی  در هنگامهها  اثرگذاری عوامل بیرونی بر ارتباط بین عاملاحتمال    فرض کنیم  .1-۲مثال  

φ1از    S4  یاطمینان شبکهقابلیت  صورتدر این + φ1 + φ1 + φ2  ،φ1 + φ3 + φ1  1  شکلشده در  ی ترسیماز شبکه 
یک  در    اثرگذاری احتمال  این  اگر  یعنی  تر است و برعکس،  بیش  ( ب)  2شکل  شده در  ی ترسیماز شبکه  𝐾3,3و (  الف)

 است.  تراطمینان کماین قابلیتگاه بالا باشد، آن مأموریت سامانه
شبکه  Gnاگر    .1-۲قضیه   با  متناظر  ارتباطات  گراف  سامانهیی  و    nی  ک  باشد  Giعاملی  < Gi+1 < Gnآن گاه ، 
,R(p(t)ی مورد نظر اطمینان شبکهقابلیت Gn) = 1 − ∑ (n−1

k−1
)R(p(t), Gk)q(𝑡)

k(n−k)n−1
k=1  .است 

پیچیدهشبکه  Gاگر    .1-۲نتیجه   سامانهی  یک  در  اطلاعات  انتقال  شبکه  nی  ی  با  آنعاملی  باشد،  گاه  ی کامل 
1این سامانه تحت اثرگذاری عامل بیرونی تقریباً برابر با   اطمینانقابلیت − nq(t)n−1  .است 
  ها برقراری ارتباط بین عامل  %90عامل بیرونی احتمال    tی  در هنگامهعاملی،    100ی  اگر در یک سامانه  .۲-۲مثال  

  اطمینانقابلیتاین سامانه در این هنگامه    گاهآندیگر باشند،  دو در ارتباط با یکها دوبهی عاملهمه  و  بردب   نرا از بی
 دیگر است. ها با یکجمعی عاملای از قدرت بالای حرکت هماهنگ و دسته. این امر نشانهخواهد داشتدرصدی  99
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 ( بو ) (الف) . از سمت راست1 شکل

عامل و با    5تا    1ی چندعاملی، با گراف متناظر کامل، برای  ی ارتباطات یک سامانهاطمینان شبکهقابلیت  .۲-۲نتیجه  
 صورت زیر است.از سوی عامل بیرونی روی شبکه به p(t)احتمال اثرگذاری 

R(p(t), G1) = 1,        R(p(t), G2) = p(t),        R(p(t), G3) = 1 − q(t)2(3 − 2q(𝑡)), 
R(p(t), G4) = 1 − q(𝑡)3(4 + 3q(t) − 12q(t)2 + 6q(t)3), 

R(p(t), G5) = 1 − q(t)4(5 + 10q(t)2 − 20q(t)3 − 30q(t)4 + 60q(t)5 − 24q(t)6). 
عاملی  -nی  های پیچیده و بزرگ ارتباطات سامانهاطمینان شبکهخواهیم شاخص مهمی برای یافتن قابلیتاکنون می    

ی چندعاملی  یک سامانهها در یکی میزان ارتباط عاملکه از آن در محاسبه  ی مقاله، بیاوریمشده در مقدمهبا فرض بیان
 بزرگ و احتمالی نباید غافل شد.

]ضرب آن در عدد  ای باشد که حاصلاندازههای شبکه بهاگر تعداد یال   .۲- ۲قضیه  
2| ln(q(t))|

n ln(n)
گاه  بسیار ناچیز گردد، آن  [

 تقریباً بایستی صفر انگاشت.ی چندعاملی در سامانهاطمینان شبکه را  قابلیت
عامل مجاور خودش در ارتباط باشد و    3ربد  که هر عامل تنها با  یعاملی را در نظر بگ -100ی  سامانه  .3-۲مثال  

صورت گراف متناظر  باشد. در این  %10تنها    tی  در هنگامههر دو عامل  بین  اط  باحتمال اثرگذاری عامل بیرونی بر ارت
 صفر است.  تقریباًدر این لحظه اطمینان آن یال خواهد بود و قابلیت 150منظم با -3این شبکه  با 

ی  ی چندعاملی را تخمین زد، میانگین )حسابی( درجهی سامانهاطمینان شبکهتوان قابلیتن میآفاکتور دیگری که با      
 رئوس گراف متناظر با شبکه است. 

p(t)  ارتباط بین هر دو عاملی چندعاملی که احتمال نابودی  در یک سامانه  .3-۲قضیه   ≫ ، هر اندازه میانگین  است  0
از  ی این سامانه بیشی رئوس شبکهحسابی درجه ln(n)تر 

| ln(q(t))|
تر است و  اطمینان شبکه مطلوبقابلیت  گاه  نآباشد،    

 برعکس. 

                                                         
 ( بو ) )الف( . از سمت راست2 شکل                                                                             

 ترین بیش  k1رسد که  ترین حد خود میاطمینان شبکه به پایینکه زمانی قابلیت  سازیم مشخص می  ،4-2ی  قضیه  در     
 توان پیرو با تنها یک رهبر باشد. افزون بر این، می-فرم رهبرکه شبکه به  دهدرخ میمقدار را داشته باشد و این هنگامی  

بخش اگر  که  کرد  بهشبکهاین  های  مشاهده  کامل  دوبخشی  باشد،  اندازهی  بزرگ  کافی  ,R(p(t)  گاهنآی  G) ≈

(1 − q(𝑡)k1)k2. 
و    Aهای  فرم گراف کامل دوبخشی با بخشن بهآی  ی چندعاملی که گراف متناظر با شبکهدر یک سامانه  .4-۲قضیه  

B   (|A| = k1،  |B| = k2   وk1 ≫ k2  ) در   دو عامل توسط عامل بیرونی بین که احتمال نابودی ارتباط    گیریم در نظر می 
1  صورتباشد. در این p(t) آن برابر با  − k1

4q(t)4 ≤ R(p(t), G) ≤ (1 − q(t)k1)
k2 . 

 باشد.  %10برابر     tی در هنگامه احتمال قطع شدن بین دو عامل      عاملی -3ی  فرض کنیم در یک سامانه    .5-۲مثال  
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 برابر با در این لحظه ماندن این سامانه م اطمینان سالقابلیتبیشینه گاه آنپیرو باشد، -فرم رهبر اگر مدل این سامانه به

 ود. ب  خواهد 86%
برابر با    tی  در هنگامهعاملی احتمال نابودی ارتباط بین هر دو عامل  -100ی  فرض کنیم در یک سامانه  .6-۲مثال  

گاه نآهای مساوی باشد،  با بخشو  دوبخشی کامل    صورتانه بهمی انتقال اطلاعات در این سا باشد. اگر شبکه  90%
 .بودخواهد  %77یباً رتقدر این لحظه ی این سامانه اطمینان شبکهخواهیم دید که قابلیت

اندازهبخش بزرگ  tی  در هنگامهاگر  های دوبخشی،  . در شبکه5-۲  قضیه از  )ی  تر 
p(t)

q(t)
)k  ( ی بخش  اندازه  kباشد 

 بود. نمطمئدر این لحظه توان از بقای شبکه ای تقریباً بزرگ، میهp(t)گاه با فرض تر است(، آنکوچک
ها  با سایر عامل  تنهارهبر    3  این   رهبر در نظر بگیرید که   3پیرو با  -عاملی را در مدل رهبر-100ی  سامانه  .7-۲  مثال

اگر احتمال بقای ارتباط بین دو عامل    گونه انتقال اطلاعاتی ندارند.های پیرو با خودشان هیچهستند و عاملدر ارتباط 
 است.  %100 تقریباًدر این لحظه اطمینان سامانه قابلیتگاه باشد، آن %82دست کم  tی در هنگامه

  ی گرافمدل  ند که  اَهاییاست، شبکه  %100تقریباً    tی  در هنگامهها  نآدر    اطمینانقابلیتهای بزرگی که  از دیگر شبکه    
الف( ارتباط  :  [6]برقرار باشد    tها در  برای آن  ها فرض  اینعامل بوده و    nکامل با  -kرأسی  -rفرم  بهدر این لحظه  ها  آن

rب(   ها با احتمال تقریباً بالا برقرار باشد،بین عامل ≈
ln(n)

| ln(q(t))|
kپ(   ،  ≈

n

r
 . 
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صفر مقسوم علیه گراف باشد. Z(R) صفر مقسوم علیه های مجموعه با جابه جایی حلقه ͷی R کنید فرض چͺیده:
صفر مقسوم علیه تمامͬ آن رئوس مجموعه و است ساده گرافͬ ͬ شود م داده نشان Γ(R) نماد با R حلقه یافته توسیع
و صحیح اعداد اگر تنها و اگر ͬ شوند م وصل هم به y ،x متمایز رأس دو و ͬ شود م گرفته نظر در حلقه غیرصفر
مقسوم علیه گراف از تعمیمͬ گراف این .xnym = 0 و ym ̸= 0 ،xn ̸= 0 که طوری به باشند موجود m و n نامنفͬ
خواهیم ایده آل سازی حلقه روی ویژه به گراف دو این قطر و کمر بر مقایسه ای و مرور به مقاله این در ͬ باشد. م صفر

پرداخت.
یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف کمر، قطر، ایده آل سازی،، کلیدی: کلمات

مقدمه ١

حلقه رنگ آمیزی برای استفاده جهت [٣] ١٩٨٨ سال در ͷب توسط اول بار برای صفر مقسوم علیه گراف مفهوم
به y و x رأس دو و شده گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به حلقه عناصر تمام آن در که گردید مطرح جابه جایی
مقسوم علیه گراف مفهوم لیوینگستون و اندرسون [١] ١٩٩٩ سال در .xy = 0 که طوری به ͬ شوند م وصل هم
تعریف همین با مبحث این روی زیادی پژوهشͽران آن از پس و کردند تعریف گراف رئوس روی تغییراتͬ با را صفر
رئوس عنوان به را جابه جایی حلقه غیرصفر مقسوم علیه های مجموعه واقع در دادند. انجام زیادی تحقیقاتͬ کارهای
صفر مقسوم علیه گراف های .xy = 0 که صورتͬ در ͬ شوند م وصل هم به y و x رأس دو و گرفته نظر در گراف
با ͬ شود، م داده نسبت خاصͬ گراف جبری، ساختار ͷی به وقتͬ ͬ باشد. م ترکیبیات و جبری ساختار های بین پلͬ
ساختار آن جبری خواص برخͬ ͬ توان م … و استقلال عدد رنگͬ، عدد کمر، قطر، همبندی، چون خواصͬ از استفاده
مختلفͬ گراف های آورد. دست به نیز متعددی ترکیبیاتͬ خواص جبری، خواص روی از داد. قرار مطالعه مورد را
است. گرفته انجام جبر و ترکیبیات ارتباط برای زیادی مطالعات آن ها روی و شده تعریف … و مدول ها حلقه ها، روی
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را آن همͺارانشان و بنیس ٢٠١۶ سال در که ͬ باشد م [۴] یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف گراف ها، این از ͬͺی
نظر در رئوس عنوان به را حلقه غیرصفر صفر مقسوم علیه های تمامͬ مجموعه که دادند نشان Γ(R) نماد با و مطرح
که طوری به باشند موجود n و m نامنفͬ صحیح اعداد که صورتͬ در ͬ شوند م وصل هم به y و x رأس دو و گرفته
است، برخوردار ویژه ای اهمیت از حلقه نظریه در ایده آل سازی حلقه که آنجایی از .xnym = 0 و ym ̸= 0 ،xn ̸= 0

گراف مفهوم [٢] همͺارشان و آکستل ٢٠٠۶ سال در است. شده گرفته نظر در حلقه این روی گراف ها انواع مفهوم
٢٠١٧ سال در یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف مفهوم ادامه در و کرده مطرح را حلقه این روی صفر مقسوم علیه
توسط شده ارائه مطالب جمع بندی هدف مقاله این در شد. کار ایده آل سازی روی [۵] همͺارانش و بنیس توسط
برای زمینه هایی ارائه همچنین ͬ باشد. م Γ(R(+)M) و Γ(R(+)M) همچنین Γ(R) و Γ(R) گراف در پژوهشͽران

است. ایده آل سازی حلقه یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف روی تحقیقات ادامه

یافته توسیع صفر مقسوم علیه و صفر مقسوم علیه گراف کمر ٢

صفر مقسوم علیه و صفر مقسوم علیه گراف دو مقایسه و مبحث این روی شده انجام کارهای جمع بندی به بخش این در
gr(Γ(R)) = 3 یا و gr(Γ(R)) = ∞ است شده ثابت ،R یͺدار جابه جایی حلقه برای پرداخت. خواهیم یافته توسیع
البته .gr(Γ(R)) = 3 باشد، سه مساوی یا بزرگ تر مرتبه از پوچتوان عنصر شامل R که صورتͬ در همچنین .[١]
در ایده آل سازی حلقه اینکه به توجه با ͬ باشد. م سه برابر Γ(R) کمر که شده بررسͬ [۴] در نیز دیͽری شرایط تحت
ایده آل سازی دادند. ارتباط حلقه این به را گراف ها از بسیاری محققان، است برخودار ویژه ای جایͽاه از جابه جایی جبر
گراف حلقه این به [٢] استیͺلز و آکستل ٢٠٠۶ سال در ͬ شود. م داده نمایش R(+)M نماد با R حلقه در M مدول
صفر مقسوم علیه گراف [۵] همͺارانش و بنیس ٢٠١٧ سال در کردند. کار آن روی و داده نسبت را صفر مقسوم علیه
،m1 اینکه فرض با وضوح به ،|M | ≥ 4 که حالتͬ در دادند. قرار بررسͬ و مطالعه مورد را حلقه این یافته توسیع
در (0,m1) − (0,m2) − (0,m3) − (0,m1) سه طول به دور باشند، M مدول از متمایزی ناصفر عناصر m3 و m2

.|M | ≤ 3 که است زمانͬ بحث مورد حالت تنها لذا ͬ باشد. م سه گراف کمر وضوح به و موجود Γ(R(+)M)

گزاره های صورت این در باشد. R‐مدول ͷی M ∼= Z3 و یͷ دار جابه جایی حلقه ͷی R کنید فرض .٢. ١ قضیه
هستند. برقرار زیر

Ann(Z3) ̸= {0} اگر تنها و اگر gr(Γ(R(+)M)) = 3 (١
.Ann(Z3) = {0} اگر تنها و اگر gr(Γ(R(+)M)) = ∞ (٢

ͬ شود. م گرفته نظر در M = Z2 حالت اکنون است. کرده بیان کامل طور به را R(+)Z3 گراف کمر فوق قضیه

باشد. برقرار زیر شرایط از ͬͺی اگر تنها و اگر است سه Γ(R(+)Z2) کمر .٢. ٢ قضیه
باشد. سه Γ(R) کمر (١

.r2 = 0 که طوری به باشد موجود R حلقه از r ناصفر عنصر (٢
.ab = 0 = aZ2 = bZ2 که طوری به باشند موچود Z(R) از b و a ناصفر متمایز عناصر (٣

٢
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حالتͬ در لذا است Γ(R(+)M) از زیرگرافͬ Γ(R(+)M) چون ͬ پردازیم. م Γ(R(+)M) کمر بررسͬ به ادامه در
ایده آل سازی حلقه یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف در سه طول به دوری قبل توضیحات به توجه با ،|M | ≥ 4 که
است عضو سه یا دو دارای M که حالتͬ برای نیز گراف این در بنابراین .gr(Γ(R(+)M) = 3 لذا و است موجود
تنها لذا است. شده اثبات و بیان [۴] در gr(Γ(R(+)M) برای ۴ .٢ مشابه ،M ∼= Z3 که زمانͬ ͬ شود. م بررسͬ مطلب

ͬ باشد. م M ∼= Z2 بحث مورد حالت

ͬͺی اگر تنها و اگر gr(Γ(R(+)M)) = 3 صورت این در در باشد. R‐مدول ͷی M ∼= Z2 کنید فرض .٢. ٣ قضیه
باشد. برقرار زیر شرایط از

باشد. سه Γ(R) کمر (١
rn = 0 که طوری به باشند داشته وجود n ≥ 2 صحیح عدد و R حلقه از r صفر غیر عنصر (٢

و an ̸= 0 که طوری به باشند موجود چنان m و n طبیعͬ اعداد همچنین Z(R) از b و a ناصفر متمایز عناصر (٣
.anbm = 0 = anZ2 = bmZ2 و bm ̸= 0

کمر بودن سه یا بی نهایت برای کافͬ و لازم شرایط است M ∼= R یا M ∼= Z2 که زمانͬ ویژه به خاص حالات در
شود. رجوع [۴] به بیشتر مثال های و قضایا مشاهده برای است. شده ارائه یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف

یافته توسیع صفر مقسوم علیه و صفر مقسوم علیه گراف قطر ٣

.[٢] است ٣ مساوی کوچͷ تر آن قطر و همبند صفر مقسوم علیه گراف که شده ثابت R یͺد ار جابه جایی حلقه برای
ایده آل سازی حلقه صفر مقسوم علیه گراف قطر باشد ͷی از بزرگتر R حلقه صفر مقسوم علیه گراف قطر که صورتͬ در
صفر مقسوم علیه گراف قطر ولͬ کامل Γ(R) که دهد رخ حالاتͬ است ممͺن حال این با است. ͷی از بزرگتر نیز
شرط باشد، کامل نیز ایده آل سازی حلقه صفر مقسوم علیه گراف که حالاتͬ در باشد. ͷی از بیش ایده آل سازی حلقه

.[۴] است شده ارائه نیز کافͬ و لازم

اگر است کامل Γ(R(+)M) صورت این در باشد. ناتهͬ ،R حلقه صفر مقسوم علیه گراف کنید فرض .٣. ١ قضیه
کند. صدق زیر شرط سه در R(+)M اگر تنها

.(Z(R))2 = 0 (١
.rm = 0 ،M از ناصفر m هر برای و r ∈ reg(R) هر برای (٢

.rM = 0 آن گاه ،r ∈ Z(R) \ {0} اگر (٣

ͬ کند. م رده بندی را باشد ٢ مساوی کوچͷ تر که حالتͬ در را R(+)M حلقه صفر مقسوم علیه گراف قطر زیر قضیه

x, y ∈ هر ازای به اگر تنها و اگر است دو مساوی کوچͷ تر R(+)M صفر مقسوم علیه گراف قطر .٣. ٢ قضیه
یا Z(R) ∪ Z(M)

یا .x, y ∈ Ann(z) که طوری به باشد موجود Ann(M) از z مانند عنصری (١
.x, y ∈ Ann(m) که طوری به باشد موجود M از m مانند عنصری (٢

٣
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ͬ کند. م ارائه [۵] ایده آل سازی حلقه یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف قطر فوق، قضیه با مشابه ادامه، در

ͬͺی ،Z(R)∪Z(M) از y و x هر برای اگر تنها و اگر است دو مساوی کوچͷ تر Γ(R(+)M) گراف قطر .٣. ٣ قضیه
باشد. برقرار زیر شرایط از

x, y ∈
√

Ann(z) که طوری به باشد داشته وجود z ∈ Ann(M) \ {0} عنصر (١
.x, y ∈

√
AnnR(m) که طوری به باشد موجود m ∈ M \ {0} عنصر (٢

است. شده اثبات و مطرح یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف برای [۵] در زیر قضیه همچنین

Γ(R) گراف قطر صورت این در باشد، Z(R) = Nil(R) ̸= {0} با جابه جایی حلقه ͷی R کنید فرض .۴ .٣ قضیه
است. برقرار زیر شرایط از ͬͺی دقیقا و است دو مساوی کوچͷ تر

.diam(Γ(R)) = 0 و Z2[X]

(X2)
یا R ∼= Z4 آن گاه ،|Z(R) \ {0}| = 1 اگر (١

.diam(Γ(R)) = 1 و است کامل گراف Γ(R) آن گاه ،Z(R)2 = {0} و |Z(R) \ {0}| ≥ 2 که صورتͬ در (٢
صورت این غیر در diam(Γ(R)) = 1 و است کامل گراف Γ(R) آن گاه Z(R) ̸= 0 و |Z(R) \ {0}| ≥ 2 اگر (٣

.diam(Γ(R)) = 2

حوزه به توجه با یا M ∼= R که حالاتͬ در گراف این کمر با مشابه یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف قطر مورد در
.[۵] است گرفته قرار بررسͬ و بحث مورد ایده آل سازی حلقه قطر ،R حلقه نبودن و بودن صحیح

یافته توسیع صفر مقسوم علیه گراف کمر و قطر مورد در شده اثبات و بیان مطالب از خلاصه ای مقاله این در
احاطه ای، عدد بررسͬ ویژه به دارد وجود مورد این در مطالعه برای زیادی مطالب ولͬ شد. مرور ایده آل سازی حلقه
این کلاس رده بندی و بررسͬ همچنین و گراف این خوشه ای عدد و رنگͬ عدد بودن یͺسان برای شرایطͬ بررسͬ

باشد. نظر مد ͬ تواند م گراف
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گراف سازی بهینه در مساله ͷی حل و ارزی هم رابطه

دامغان، دانشͽاه کامپیوتر علوم و گروه ریاضͬ علمͬ هيأت عضو ،* کلایی متͬ صالحیان بهزاد

ایران دامغان، ،۳۶۷۱۶ −۴۱۱۶۷ پستͬ صندوق
bsaⅼehian@ⅾu.aⅽ.ir

ریاضیات های زمینه تمامͬ در ای گسترده طور به که است ریاضͬ مفاهیم ترین مهم از ͬͺی ارزی، هم رابطه چͺیده:
ارزی هم رابطه ͷی ͷکم با را درگرافها سازی بهینه جالب های مساله از ͬͺی مقاله این در کند. نقش ایفای تواند مͬ

کنیم. مͬ حل

سازی بهینه ارزی، هم رابطه کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

مثل روابطͬ باشد. مͬ و... خواهر و برادر بین رابطه ، پسر و پدر رابطه مثل خانوادگͬ، روابط یادآور اکثرا ”رابطه” واژه
هندسه در یا هستند. روابط از دیͽر هایی نمونه حقیقͬ اعداد بین تساوی رابطه رابطه یا مساوی” یا کوچͺتر ” رابطه
بین در دیͽری روابط هستند.البته ریاضͬ شئͬ دو بین ای رابطه دایره، شعاع و دایره ͷی مساحت بین رابطه مثل روابطͬ
رابطه ͷی از ما منظور اینجا در کرد. پیدا توان مͬ روزمره زندگͬ در یا ، ... و هندسͬ و منطقͬ اشیای از بیشتری تعداد
کنیم، بررسͬ تر رسمͬ و صوری صورت به را موضوع آنکه از قبل دوتایی. رابطه یعنͬ است، شئͬ دو بین رابطه ͷی
در مرتب زوجهای از فهرستͬ صورت به توانیم مͬ را دوتایی رابطه ͷی یا دویی دو رابطه ͷی که، شویم مͬ آور یاد
ͷی دارد مرتب زوج آن دوم مولفه با خاصͬ رابطه اولشان مولفه که، را مرتب زوجهای این از ای مجموعه بͽیریم. نظر
مشخص مرتب زوجهای از ای مجموعه با توانیم مͬ را دودویی رابطه هر کنند.بنابراین مͬ مشخص را دودویی رابطه

کنیم.

ͷبخشی ۲

کار ͷی انجام برای را راه بهترین باید اغلب یعنͬ، است، بهینەسازی های مساله از پر مان مره روز و واقعͬ زندگͬ
موضوع این است. بهترین خاص دیدگاه ͷی از که شود مͬ گرافͬ یافتن به منجر عمل،اغلب این کنیم. پیدا خاص

است. اکسترمال گراف های نظریه
Author Ⅽorresponⅾing*

۱
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اگر که دهد پاسخ سوال این به تا کرد مطرح را خود معروف نظریه توران، مجارستانͬ، ریاضیدان [۴] ،۱۹۴۱ سال
یال چند حداکثر گراف آن نباشد، خود زیرگراف عنوان به رأس m با Km کامل گراف ͷی شامل رأس، n با گرافͬ
نظریه شد. پدیدار اکسترمال” گراف ”نظریه نام به گراف نظریه از جدیدی شاخه ترتیب، این به باشد؟ داشته ͬ تواند م
بولوباش، ب. مجارستانͬ، ریاضیدان ،۱۹۷۸ سال در است. گراف نظریه شاخەهای فعال ترین از ͬͺی اکسترمال گراف

.[۳] است شاخه این معتبر های کتاب از ͬͺی که نوشت اکسترمال” گراف ”نظریه نام به کتابی
تاکنون زمان آن از که ͬ دهد نم نشان واقعیت این از بیش را آن اهمیت چیز هیچ شد. [۴]اثبات در ۱ قضیه ابتدا، در
،[۱] اثبات” کتاب ” کتاب در را قضیه این از مختلف اثبات پنج توان مͬ است. گرفته قرار مجدد اثبات مورد دائماً
شده تفسیر زیͽلر جͬ. و آیͽنر ام. توسط که آنطور ریاضیات، حوزەهای از بسیاری از زیبا اثبات های از مجموعەای که

ͬ کند. م استفاده ابتدایی بسیار ابزارهای از ͬ دهیم م ارائه ما که اثباتͬ کند. پیدا است،

نشان دهنده T (n, k−1) کنید فرض و ،0 < q < k−2 آن در که ،n = r(k−1)+q کنید فرض توران) (قضیه .۱ قضیه
وجود r اندازه با رنگͬ کلاس k1q و r+1 اندازه با رنگͬ کلاس q آن در که nاست مرتبه از (k−1)⁃بخشͬ کامل گراف
ͬ تواند نم G گراف های یال تعداد صورت این در نباشد، Kk از ای نسخه هیچ حاوی n مرتبه از G گراف اگر دارد.

باشد. T (n, k1) گراف یال های تعداد از بیشتر

آن از که ͬ دهد نم نشان واقعیت این از بیش را قضیه این اهمیت چیزی هیچ شد. اثبات [۴] در ، ۱ قضیه اصالتا
قضیه این دیͽر اثبات پنج دیدن برای است. گرفته قرار مجدد اثبات مورد بار هر و بوده توجه مورد دائماً تاکنون زمان
که آنطور ریاضیات، مختبف حوزەهای از بسیاری از زیبا اثبات های از مجموعەای که ،[۱] اثبات کتاب به توان مͬ
ابتدایی بسیار ابزارهای از ͬ دهیم م ارائه اینجا که اثباتͬ کرد. پیدا است، شده تفسیر زیͽلر جͬ. و آیͽنر ام. توسط

ͬ کند. م ارزی)استفاده هم (اصل

بین در را یالها تعداد حداکثر و نباشد زیرگراف عنوان به Kk شامل که باشد رأس n با گرافͬ G کنید فرض اثبات.
مجاور G در اگر گوییم مͬ ” ”متشابه را G از y و x رأس دو باشد. داشته برخوردارند ویژگͬ ازاین گراف هایی تمامͬ

نباشند.
اثبات است. متعدی و متقارن انعکاسͬ، یعنͬ است، هم ارزی رابطه ͷی ها، راس بودن ” ”متشابه رابطه که ͬ کنیم م ادعا
گرافͬ G چون واقع در است). جهت بدون ساده گراف ͷی G (زیرا نیست دشوار چندان ͬ ها ویژگ این از اول مورد دو
انعکاسͬ رابطه ͷی بودن متشابه” ” رابطه لذا است. متشابه خودش با x راس هر نتیجه در ندارد. طوقه پس است ساده
y آنگاه باشد متشابه y با x اگر لذا است، جهت بدون گراف ͷی G گراف اینکه به توجه با ترتیب، همین به است.
یعنͬ سوم، ویژگͬ جالب، ویژگͬ هست. هم تقارنͬ رابطه ͷی بودن ”متشابه” رابطه پس بود. خواهد متشابه x با هم
z با y و y با x اگر که دهیم نشان باید ها، راس بودن ”متشابه” رابطه بودن متعدی اثبات برای است. بودن متعدی

بود. خواهد متشابه هم z با x آنگاه باشند، متشابه
فقط آنها القایی زیرگراف که طوری به دارند، وجود G در z و xy رأس سه یعنͬ نیست، درست ادعا این که کنید فرض
هستند، متشابه z و y چون ترتیب، همین به نیستند. مجاور است،پس متشابه y با x (چون، دارد ،xzیال یعنͬ یال، ͷی
فرض دارد. وجود حالت دو صورت این در باشد). مͬ z و x های راس نبودن مجاور هدفمان نیستند. مجاور پس
دهیم. مͬ تشخیص حالت دو باشند. z و y ،x های راس درجه دهنده نشان ، ترتیب به deg(z) و deg(y) ، deg(x) کنید

که کرد، فرض ͬ توان م مساله کلیت دادن دست از بدون نباشد، حداکثر درجه سه این بین deg(y) کنید فرض حالت۱:
را یالها تعداد حداکثر G اینکه فرض با ادعا، این که داد خواهیم نشان صورت، این است.در deg(y) < deg(x)

تمام (و y اگر واقع، در است. تناقض در ندارند گراف زیر ͷی عنوان به را Kk که n⁃راسͬ گراف های بین در

۲
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راس تمام به را آن و کرده اضافه G به را x′ جدید رأس و کنیم حذف G گراف از را آن) با وقوع هم یال های
یال های با x′ جدید رأس زیرا ͬ یابد، م افزایش G یال های تعداد صورت این در کنیم. وصل x با همجوار های
Kk و دارد رأس n هنوز آمده دست به G′ گراف این، بر علاوه است. وقوع هم y قدیمͬ رأس به نسبت بیشتری
G صورت این غیر (در باشد x′ شامل باید Kk Kاز کپی آن بود، چنین اگر واقع، در ندارد. زیرگراف عنوان به را
جایͽزینͬ دارند، یͺسانͬ همسایەهای مجموعه و نیستند مجاور x′ و x که آنجایی از ͬ شد). Kم شامل بایستͬ
عنوان به Kk شامل G′ بنابراین است. تناقض ͷی که ͬ شود، م G در Kk از کپی ͷی به منجر K در x با x′

است. تناقض در G گراف تعریف با که دارد، G به نسبت بیشتری یال های حال این با نیست، زیرگراف

را z و x راس دو هر صورت، این در باشد. حداکثر z و y, x های راس درجه بین در deg(y) کنید فرض حال حالت۲:
را هستند y همسایەهای های راس مجموعه همان دارای که را y” و y′ جدید راس دو آنها جای به و کرده حذف
بیشتری یال های تعداد G′ دوباره، هم صورت این در نامیم. مͬ G′ را آمده بدست گراف کنیم. مͬ اضافه G به
تعداد و deg(y”) = deg(y) ≥ deg(z) و deg(y′) = deg(y) ≥ deg(x) زیرا داشت، خواهد G گراف به نسبت
شمارش deg(z) و deg(x) درجه دو هر توسط xz یال زیرا است، deg(x) + deg(z) − 1 شده حذف یال های
ͬͺی شامل تواند، مͬ فقط کپی (چنین نیست زیرگراف عنوان به Kk شامل G′ قبلͬ، مورد مانند درست ͬ شود. م
راس این صورت این در اما نیستند)، همجوار G′ گراف در راس سه این چون باشد، y” و y, y′ های ازراس

است. تناقض در G اندازه بودن حداکثر با این، که باشد، y راس بایستͬ

های راس مجموعه رابطه این که معناست بدان این است. هم ارزی رابطه ͷی واقع در ها” راس ”تشابه رابطه بنابراین،
m اگر هستند. مجاور دارند، قرار مختلف کلاس های در که هایی راس و کند مͬ افراز هم ارزی کلاس های به را گراف
رنگͬ، کلاس های که است کامل m⁃بخشͬ گراف ͷی تعریف فقط این باشد، داشته وجود مختلف هم ارزی کلاس

هستند. هم ارزی کلاس های
باشد m > k واقع، در نیست. دشوار چندان باشد، k−۱ است بهتر m این بهینه، گراف ͷی در که موضوع این دیدن
m < k−1اگر دیͽر، سوی از است. زیرگراف ͷی عنوان به Km شامل کامل m⁃بخشͬ گراف ͷی زیرا است، غیرممͺن
خواهد افزایش گراف این یال های تعداد آنگاه کنیم تقسیم نیم دو به را ارزی هم کلاس های از ͬͺی فقط اگر باشد،
صورت این در اما نیست، ممͺن تقسیم این باشند، داشته ۱ اندازه ارزی هم کلاس های همه اگر خب، (بسیار یافت.

است.). کامل خود یال حداکثر خاصیت دلیل به G بنابراین و دارد رأس k − 1 حداکثر G

اندازه که است این دادن نشان مرحله آخرین است. −k)⁃بخشͬ 1) کامل گراف ͷی واقع در G که معناست بدان این
هم کلاس دو کنید فرض موضوع، این دیدن برای هستند. مساوی امͺان حد تا واقع در G در ارزی هم کلاس های
اگر حالت، این در که ͬ کنیم م ادعا b ≥ 2 فرض با است، a + bو a با برابر ترتیب به آنها اندازه که دارد وجود ارزی
کند. پیدا افزایش ͬ تواند م G در یال ها تعداد کنیم، منتقل a اندازه با کلاسͬ به a + b اندازه با کلاس از را رأس ͷی
دو این اجتماع بین یا G دیͽر کلاس های بین یال ها تعداد در تغییری هیچ ͬ دهیم، م انجام را کار این وقتͬ واقع، در
خواهد کلاس دو این بین های تعدادیال تغییر ͬ دهد، م رخ که تغییری تنها شد. نخواهد ایجاد گراف بقیه و کلاس

داد. خواهد رخ زیر صورت به تغییر آن در که بود،

(a+ b− 1)(a+ 1)(a+ b)a = a+ ba− 1 = b− 1 ≥ 1.

ͬ تواند نم آن ارزی هم کلاس دو اندازەهای بین تفاوت آنگاه باشد، بهینه واقعاً G اگر اینکه دادن نشان با را اثبات این
ͬ کند. م تکمیل باشد، واحد ͷی از بیش

۳
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شرطͬ امید با ولͽا نوع انتگرالͬ عملͽرهای کران داری بررسͬ
وزندار برگمن فضاهای روی

ایران تهران، ،١٩٣٩۶-٣۶٩٧ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، علمͬ هيأت عضو ،* یان علͬ امیر
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ایران تهران، ،١٩٣٩۶-٣۶٩٧ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه ،ͷگروه فیزی علمͬ هيأت عضو زارعͬ، عباس
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برگمن فضاهای روی شرطͬ امید با مرتبط ولͽا نوع انتگرالͬ عملͽرهای کران داری بررسͬ به مقاله، این در چͺیده:
بودن کران دار برای کافͬ و لازم شرایط وزندار، برگمن فضاهای و عملͽرها این دقیق معرفͬ از پس ͬ پردازیم. م وزندار
وزندار های اندازه و کارلسون انتگرال های مفاهیم از استفاده با خاص طور به شرایط این ͬ آوریم. م دست به را آن ها
عملͽرها این رفتار در شرطͬ امید نقش و وزندار کارلسون های اندازه با حاصله نتایج ارتباط همچنین، ͬ شوند. م بیان

است. گرفته قرار بررسͬ و تحلیل مورد تفصیل به
کارلسون. اندازه ترکیبی، عملͽر کران داری، وزندار، برگمن فضای شرطͬ، امید ولͽا، انتگرالͬ عملͽر کلیدی: کلمات

مقدمه ١

آنالیز و تابعͬ تحلیل در فعال و مهم موضوعات از ͬͺی همواره آن ها روی عملͽرهای و تحلیلͬ توابع فضاهای مطالعه
مختلف زمینه های در وسیع کاربردهای و غنͬ ساختار دلیل به برگمن فضاهای فضاها، این میان در است. بوده مختلط
به که هستند برگمن فضاهای طبیعͬ تعمیم وزندار برگمن فضاهای برخوردارند. ویژه ای اهمیت از ͷفیزی و ریاضیات
وسیع تری خانواده ترتیب، بدین و کنیم اعمال تابع نرم تعریف کننده انتگرال به را مختلفͬ وزن های ͬ دهند م امͺان ما
مختلط صفحه در باز واحد ͷدیس D = {z ∈ D : |z| < 1} کنید فرض دهیم. قرار مطالعه مورد را تحلیلͬ توابع از
دارای α > −1 و 1 ≤ p < ∞ برای که است f : D → C تحلیلͬ توابع شامل Lp

a(D, dAα) وزندار برگمن فضای باشد.
باشند: زیر متناهͬ نرم

،∥f∥p,α =
(∫

D |f(z)|p, dAα(z)
)1/p

است: زیر صورت به شده تعریف وزندار مساحت اندازه ͷی dAα(z) آن در که

Author Corresponding*
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،dAα(z) = (α+ 1)(1− |z|2)αdA(z)

ضریب .z = x + iy = reiθ برای dA(z) = 1
πdxdy = 1

2π rdrdθ آن در که است نرمال شده مساحت اندازه dA(z) و
نرمال سازی این .∫D dAα(z) = 1 که طوری به است، شده گرفته نظر در نرمال سازی برای dAα(z) تعریف در (α+ 1)

شود. تبدیل Lp
a(D) استاندارد برگمن فضای به α = 0 برای Lp

a(D, dAα) که ͬ شود م باعث

مقاله عملͽرهای مقدمات و تعریف ٢

ͬ پردازیم. م شرطͬ امید مفهوم و ولͽا، نوع انتگرالͬ عملͽرهای وزندار، برگمن فضاهای دقیق معرفͬ به بخش، این در
در که همانطور است. مطالعه این اصلͬ موضوع که ͬ کنیم م تعریف را شرطͬ امید با ترکیبی انتگرالͬ عملͽر سپس،
و 1 ≤ p < ∞ برای که fاست : D → C تحلیلͬ توابع شامل Lp

a(D, dAα) وزندار برگمن فضای شد، اشاره مقدمه
باشند: زیر صورت به شده تعریف متناهͬ نرم دارای α > −1

،∥f∥p,α =
(∫

D |f(z)|p dAα(z)
)1/p

شامل L∞
a (D) فضای ،p = ∞ برای است. وزندار مساحت اندازه ͷی dAα(z) = (α+ 1)(1− |z|2)αdA(z) آن در که

شده نامͽذاری ولͽا ویلما نام به که ولͽا، نوع انتگرالͬ عملͽر است. سوپرمم نرم با D روی کران دار تحلیلͬ توابع
باشد. D روی تحلیلͬ تابع ͷی gکنید فرض ͬ شود. م تعریف زیر صورت به که است خطͬ انتگرالͬ عملͽر ͷی است،

صورت: به f تحلیلͬ توابع روی Vg ولͽا عملͽر

(Vgf)(z) =
∫ z

0
f(w)g′(w) dw, z ∈ D

کنید فرض است. تابعͬ آنالیر در قدرتمند ابزار ͷی و ͬ گیرد م سرچشمه احتمال نظریه از شرطͬ امید مفهوم
انتگرال پذیر تابع ͷی برای باشد. A از زیر‐σ‐جبر ͷی B و باشد µ اندازه با اندازه پذیر فضای ͷی (X ,A, µ)

ͬ کند: م برآورده را زیر شرایط که است B به نسبت اندازه پذیر تابع ͷی EB(f) شرطͬ امید ،f ∈ L1(X ,A, µ)

است. B اندازه پذیر تابع ͷی EB(f) .١

داریم: ،B ∈ B هر برای .٢

.∫
B
EB(f)(x) dµ(x) =

∫
B
f(x) dµ(x)

مقاله این اصلͬ موضوع که ͬ کنیم م معرفͬ را جدیدی عملͽر امیدشرطͬ، مفهوم و ولͽا نوع انتگرالͬ عملͽر ترکیب ا
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ͬ دهیم، م نمایش Tg,B نماد با را آن که عملͽر، این است.

(Tg,Bf)(z) =

∫ z

0

EB(f)(w)g
′(w) dw, z ∈ D

است. Lp,α
a (D) وزندار برگمن فضای در تحلیلͬ تابع ͷی f و D روی تحلیلͬ تابع ͷی g که

٢
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کران داری ٣

به باشد داشته وجود C > 0 ثابت ͷی اگر است کران دار Y و X باناخ فضای دو بین T : X → Y خطͬ عملͽر ͷی
که: است آن معنای به این ،Tg,B عملͽر مورد در .∥Tf∥Y ≤ C∥f∥X باشیم داشته ،f ∈ X هر برای که طوری

∥Tg,Bf∥p,α ≤ C∥f∥p,α

نیست. وابسته f به که C ثابت ͷی و f ∈ Lp,α
a (D) هر برای

قضیه ۴

باشد: وزندار کارلسون اندازه ͷی زیر اندازه اگر فقط و اگر است کران دار خودش به Lp,α
a (D) از Tg,B عملͽر

dµ(z) = |EB(f)(z)|p|g′(z)|pdAα(z)

داریم: ،f ∈ Lp,α
a (D) هر برای که معنͬ این ∫به

D
|EB(f)(z)|p|g′(z)|pdAα(z) ≤ C∥f∥pp,α

.C > 0 ثابت ͷی و f ∈ Lp,α
a (D) تمام برای

برهان ۵

عملͽر تعریف از استفاده با ͬ کنیم. م استفاده شرطͬ امید خواص و هاردی‐لیتل وود نامساوی از قضیه، این اثبات برای
داریم: ،Tg,B

(Tg,Bf)(z) =

∫ z

0

EB(f)(w)g
′(w) dw.

بنویسیم: ͬ توانیم م بالا، انتگرال برای هولدر نامساوی اعمال با بزنیم. تخمین را ∥Tg,Bf∥p,α ͬ خواهیم م ما

|(Tg,Bf)(z)| =
∣∣∣∣∫ z

0

EB(f)(w)g
′(w) dw

∣∣∣∣ ≤ ∫ |z|

0

|EB(f)(re
iθ0)g′(reiθ0)| dr.

یا کوشͬ‐گرین فرمول از استفاده برگمن فضاهای در انتگرالͬ عملͽرهای کران داری تحلیل برای استاندارد روش ͷی
نتیجه ͷی ولͽا، عملͽرهای برای خاص، طور به است. وزندار نامساوی های از استفاده سپس و شعاعͬ انتگرال های
supz∈D(1 − آن، معادل یا باشد، بلوخ فضای عضو g اگر فقط و اگر است کران دار Vg که است این شده شناخته

.VgEB(f) برای نه و است Vgf برای نتیجه این اما .|z|2)|g′(z)| < ∞

که: هستیم این دنبال به ما وزندار، برگمن فضای در نرم تعریف به توجه ∫با
D
|(Tg,Bf)(z)|pdAα(z) ≤ C

∫
D
|f(z)|pdAα(z).

f اگر که داد نشان ͬ توان م وزندار، برگمن فضاهای به آن بسط و هاردی فضاهای در هاردی نامساوی از استفاده با
آنگاه: باشد، تحلیلͬ

|f(z)|p ≤ C

(1− |z|2)(α+2)/p

∫
D(z,(1−|z|)/2)

|f(w)|pdAα(w),

٣
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شرط اثبات برای .ͬͽهمسای ͷی در آن میانگین با نقطه ͷی در تابع مقدار مقایسه برای دیͽری مناسب تخمین های یا
ͷی D روی µ اندازه ͷی ͬ شود. م استفاده کارلسون های اندازه برای کارلسون مشخصه قضیه از اغلب کران داری،

که طوری به باشد داشته وجود C ثابت اگر است Lp
a(D, dAα) برای وزندار کارلسون ∫اندازه

D
|f(z)|pdµ(z) ≤ C∥f∥pp,α

اندازه ͷی |EB(f)(z)|p|g′(z)|pdAα(z) اندازه که دهیم نشان ͬ خواهیم م ما، مورد این در .f ∈ Lp
a(D, dAα) هر برای

کران داری ولͽا، عملͽر ماهیت به توجه با .h(w) = EB(f)(w)g
′(w) که است ∫ z

0
h(w)dw توابع برای وزندار کارلسون

عملͽر ͷی EB شرطͬ امید عملͽر موارد، از بسیاری در دارد. بستگͬ EB شرطͬ امید عملͽر و g′ خواص به Tg,B

را P عملͽر مختلط برداری فضای ͷی باشد(در تصویر یا برون فکنͬ عملͽر ͷی EB (اگر است Lp فضاهای در کران دار
کران دار EB اگر بنابراین، است). ١ آن نرم فضا)، در x هر برای P(P(x))=P(x) یعنͬ P 2 = P هرگاه گوییم فکنͬ برون
آنگاه ،∥EB(f)∥p,α ≤ C ′∥f∥p,α اگر یعنͬ، ͬ شود. م مرتبط EB خواص و Vg کران داری به Tg,B کران داری آنگاه باشد،
معمولا˟ این باشد. تحلیلͬ توابع روی ولͽا اپراتورهای برای کارلسون اندازه ͷی |g′(z)|pdAα(z) اندازه که است کافͬ

که: طوری به باشد، وزندار بلوخ فضای در باید g که است معنͬ این به

sup
z∈D

(1− |z|2)
α+2
p −1|g′(z)| < ∞.

کارلسون اندازه ͷی dν(z) = |g′(z)|pdAα(z) اندازه ی اگر فقط و اگر است کران دار Tg,B عملͽر دقیق تر، طور به
فضای ͷی در باید g که است این معنای به اغلب این ،EB خواص به توجه با باشد. EB(f) توابع فضای برای وزندار
برای پیشین تحقیقات از بسیاری در شرط این کند. کنترل ͷدیس مرز ͬͺنزدی در را g′(z) رشد که باشد وزندار مناسب
EB(f) زیرا ͬ دهد، م افزایش را پیچیدگͬ EB افزودن است. شده اثبات شرطͬ انتظار عملͽر بدون ولͽا عملͽرهای
باشد، Lp

a(D, dAα) روی کران دار عملͽر ͷی EB اگر اما باشد. داشته اصلͬ f به نسبت متفاوتͬ رفتار است ممͺن
ͬ گردد. برم g′ برای کارلسون اندازه به کران داری شرط آنگاه

طوری به باشد داشته وجود C > 0 ثابت ͷی که است این Tg,B کران داری برای کافͬ و لازم شرط دیͽر، عبارت به
باشیم: داشته ،f ∈ Lp,α

a هر برای ∫که
D
|(Tg,Bf)(z)|pdAα(z) ≤ C

∫
D
|f(z)|pdAα(z).

با معادل شرط این که داد نشان ͬ توان م برگمن، فضاهای در شعاعͬ انتگرال های به مربوط نامساوی های از استفاده با
باشد. EB به مربوط عبارت ͷی و |g′(z)|p شامل که است اندازه ای برای وزندار کارلسون شرط
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محدود تقریباً مجموعەهای بین ارتباط
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دنبالەی هر که مجموعەهایی یعنͬ ،E باناخ مشبͺه ͷی در محدود تقریباً مجموعەهای کلاس مقاله این در چͺیده:
با را آن ها ارتباط و کرده مطالعه را است صفر به یͺنواخت همͽرای آن ها روی E∗ در ستاره ضعیف پوچ مجزای

ͬ کنیم. م بررسͬ مجموعەها از مختلفͬ کلاس های
−L مجزا، طور به ضعیف فشرده مجموعەهای محدود، مجموعەهای محدود، تقریباً مجموعەهای کلیدی: کلمات

ضعیف. مجموعەهای

مقدمه ۱

X از بسته واحد گوی BX ͬ باشند. م حقیقͬ باناخ مشبͺەهای F و E و حقیقͬ باناخ فضاهای Y و X مقاله این در
نمایش E+ با را E مثبت مخروط است. باناخ مشبͺەی ͷی از A زیرمجموعەی ͷی صلب غلاف Sol(A) است.
مجموعەی ͷی) دانفورد⁃پتیس مجموعەی ͷی X از A کران دار زیرمجموعەی ͷی که ͬ کنیم م یادآوری ͬ دهیم. م
صفر به یͺنواخت همͽرای A روی

(
(xn) ∈ c

(weak∗)
0 (X∗)

)
(xn) ∈ cweak

0 (X∗) دنبالەی هر اگر است X در محدود)
حالت در مطلب این عکس ولͬ دانفورد⁃پتیس مجموعەی ͷی X در محدود مجموعەی هر که است واضح باشد.

نیست. محدود که است دانفورد⁃پتیس مجموعەی ͷی Bc0 مثال عنوان به نیست برقرار کلͬ
:X باناخ فضای ͷی

مجموعەی ͷی X در دانفورد⁃پتیس مجموعەی هر اگر دارد DPrcP نسبی فشردەی دانفورد⁃پتیس خاصیت ●
دارد. DPrcP انعکاسͬ فضای هر مثال عنوان به باشد. نسبی فشردەی

دانفورد⁃ مجموعەی ͷی X در نسبی ضعیف فشردەی مجموعەی هر اگر دارد، (DP) دانفورد⁃پتیس خاصیت ●
باشد. پتیس

*Corresponding Author
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مجموعەی ͷی X در نسبی ضعیف فشردەی مجموعەی هر اگر دارد DP ∗ ستاره دانفورد⁃پتیس خاصیت ●
،(fn) ∈ cweak∗

0 (X∗) دنبالەی هر و (xn) ∈ cweak
0 (X) دنبالەی هر برای دیͽر عبارت به باشد. محدود

.lim fn (xn) = 0

:E باناخ مشبͺەی

باشد. پوچ نرم دنبالەی ͷی E در ضعیف پوچ دنبالەی هر اگر دارد شور خاصیت ●

باشد. پوچ نرم ،E در مثبت ضعیف پوچ دنبالەی هر اگر دارد، مثبت شور خاصیت ●

باشد. ضعیف پوچ ،E∗ در ستاره ضعیف پوچ دنبالەی هر اگر دارد ͷگروتندی خاصیت ●

باناخ مشبͺەهای در محدود تقریباً مجموعەهای ۲

مجزای دنبالەی هر اگر ͬ شود م گفته محدود تقریباً مجموعەی ͷی ،E از A کران دار نرم زیرمجموعەی .۱ .۲ تعریف
. lim sup
n→∞,x∈A

|< x∗
n, x >| = 0 دیͽر عبارت به باشد. صفر به یͺنواخت همͽرای A روی (x∗

n) ∈ cweak∗

0 (E∗)

دنبالەی هر برای اگر تنها و اگر است محدود تقریباً مجموعەی ͷی باناخ مشبͺەی ͷی در مرتب بازەی هر .۲ .۲ قضیه
.[۲] |x∗

n| → 0 ،(x∗
n) ∈ cweak∗

0 (E∗)

.[۴] است محدود تقریباً مجموعەی ͷی مرتب، بازەی هر ددکیند سیͽما کامل باناخ مشبͺەی ͷی در .۳ .۲ قضیه

عنوان به باشد. محدود تقریباً مجموعەی ͷی مرتب، بازەی هر که ندارد لزومͬ نباشد ددکیند سیͽما کامل E اگر
بنابراین باشد fn ∈ c∗ = l1 (n = 1, 2, . . .) اگر مثال

f1 = (0, 1,−1, 0, . . .)

f2 = (0, 0, 0, 1,−1, 0, . . .)

...

fn =
(
0, . . . , 0, 1(2n),−1(2n+1), 0, . . .

)
(۱)

علاوه به و نیست صفر به ستاره ضعیف همͽرای (|fn|) اما است c∗ در ستاره ضعیف و مجزا دنبالەی ͷی (fn)

|fn| (1) = sup
x∈[−1,1]

|fn (x)| = sup
x∈Bc

|fn (x)| = ∥fn∥ = 2 (۲)

.1 := 1, 1, . . . ∈ C که جایی

مجموعەی ͷی باناخ مشبͺەی در محدود مجموعەی هر و نسبی فشردەی مجموعەی هر که است واضح .۴ .۲ تبصره
محدود تقریباً مجموعەی ͷی Bl∞ مثال عنوان به نیست. برقرار کلͬ حالت در مطلب این عکس است. محدود تقریباً

محدود. نه و است فشرده نه اما ((۴ .۲) تبصرەی به توجه (با است.

Bl2 مثال عنوان به بالعکس. و باشد محدود تقریباً ندارد لزومͬ ضعیف نسبی فشردەی مجموعەی هر .۵ .۲ نتیجه
محدود تقریباً مجموعەی ͷی Bl∞ دیͽر طرف از و نیست محدود تقریباً اما است ضعیف فشردەی مجموعەی ͷی

نیست. ضعیف نسبی فشردەی که است

۲
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کردند. مطالعه و معرفͬ را مثبت بەطور محدود مجموعەهای [۱] در چن و اردکانͬ اخیراً

هر اگر ͬ شود م گفته محدود مثبت بەطور محدود ،E باناخ مشبͺەی از A کران دار نرم زیرمجموعەی .۶ .۲ تعریف
باشد. صفر به یͺنواخت همͽرای A روی (x∗

n) ∈ cweak∗

0 (E∗)
+ دنبالەی

است محدود مثبت بەطور مجموعەی ͷی E باناخ شبͺەی در محدود تقریباً مجموعەی هر که کردند ثابت آن ها
تقریباً اما است، مثبت محدود مجموعەی ͷی Bc واحد گوی نیست. برقرار کلͬ حالت در مطلب این عکس اما
(|x∗

n|) ،(x∗
n) ∈ cweak∗

0 (E∗) مجزای دنبالەی هر برای اگر دارد (ⅾ) خاصیت E که ͬ کنیم م یادآوری نیست. محدود
تقریباً مثبت، محدود مجموعەی هر ،E باناخ مشبͺەی هر برای که کردند ثابت آن ها باشد. ستاره ضعیف پوچ نیز

باشد. داشته (ⅾ) خاصیت اگر تنها و اگر است محدود
است. کرده ثابت زیر صورت به محدود تقریباً مجموعەهای برای مشخصەای [۴] در چن

زیر موارد آن گاه باشد. E ددکیند سیͽما کامل باناخ مشبͺەی از صلب زیرمجموعەی ͷی S کنیم فرض .۷ .۲ قضیه
هستند: معادل

است. محدود تقریباً مجموعەی ͷی S ●

.lim fn (xn) = 0 ،(fn) ⊂ E∗ ستارەی ضعیف پوچ مجزای دنبالەی هر و (xn) ⊂ S مجزای دنبالەی هر برای ●

دنبالەی هر و (xn) ⊂
∩
E

+ ستارەی ضعیف پوچ مجزای دنبالەی هر و (xn) ⊂ S مجزای دنبالەی هر برای ●
.lim fn (xn) = 0 ،(fn) ⊂ (E∗)

+ ستارەی ضیف پوچ مجزای

ͬ شود م گفته ضعیف L⁃فشردەی ،E باناخ مشبͺەی ͷی از A کران دار نرم زیرمجموعەی هر که ͬ کنیم م یادآوری
.[۳] ∥xn∥ → 0 ،(xn) ⊂ Sol (A) مجزای دنبالەی هر برای اگر

نیست. برقرار کلͬ حالت در مطلب این عکس اما است نسبی ضعیف فشردەی ضعیف، L⁃فشردەی مجموعەی هر
فشردەی مجموعەی ͷی هستند. ͬͺی ضعیف L⁃فشردەی و نسبی ضعیف فشردەی مجموعەهای AL⁃فضاها، در
تبصرەی به توجه با باشد. داشته مثبت شور خاصیت E اگر تنها و اگر است ضعیف L⁃فشردەی ،E در نسبی ضعیف
حالت در محدود تقریباً مجموعەی هر بنابراین نیست. نسبی ضعیف فشردەی لزوماً محدود تقریباً مجموعەی هر ۴ .۲
محدود تقریباً و ضعیف L⁃فشردەی مجموعەهای ارتباط بعد قضیەی نیست. ضعیف L⁃فشردەی مجموعەی ͷی کلͬ

ͬ کند. م بیان را

است. محدود تقریباً ،E باناخ مشبͺەی ͷی در ضعیف L⁃فشردەی مجموعەی هر .۱ .۸ .۲ قضیه

.[۴] باشد ضعیف L⁃فشردەی ،E در محدود تقریباً مجموعەی هر اگر تنها و اگر دارد ترتیبی پیوستەی نرم ،E .۲

ضعیف دنبالەای پیوستەی ،E∗ از مشبͺەای عملͽر هر اگر تنها و اگر است محدود تقریباً ،E از مرتب بازەی هر
باشد. ستاره

کردند. تعریف را مجزا طور به ضعیف فشردەی مجموعەهای [۵] در همͺاران و چن
دنبالەی هر برای اگر است مجزا طور به ضعیف فشردەی ،E باناخ مشبͺەی از A کران دار نرم زیرمجموعەی هر
طور به ضعیف فشردەی ضعیف، L⁃فشردەی مجموعەی هر که است واضح .xn

w−→ 0 ،(xn) ⊂ Sol (A) مجزای
ͬͺی ضعیف L⁃فشردەی و مجزا طور به ضعیف فشردەی مجموعەهای باشد، داشته شور خاصیت E اگر است. مجزا

هستند.

۳
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ضعیف فشردەی مجموعەی هر اگر دارد (WDP ∗) ستاره ضعیف دانفورد⁃پتیس خاصیت E که ͬ کنیم م یادآوری
،(fn) ∈ cweak∗

0 (E∗) دنبالەی هر و (xn) ∈ cweak
0 (E) دنبالەی هر برای دیͽر عبارت به باشد محدود تقریباً ،E در نسبی

که کردند ثابت همͺاران و چن . lim
n→0

fn (xn) = 0

ͷی مجزا، طور به ضعیف فشردەی مجموعەی هر اگر تنها و اگر دارد wDP ∗ خاصیت ،E باناخ مشبͺەی .۹ .۲ قضیه
.[۵] باشد محدود تقریباً مجموعەی

نتیجەگیری ۳

در محدود تقریباً مجموعەهای با را آن ها ارتباط باناخ، مشبͺەهای در مجموعەها از متعددی کلاس های مطالعه با
مجموعەها این ͬ دهد م نشان که کردیم پیدا مجموعەها مشخصەی به توجه با را مثال هایی و است شده رسم زیر دیاگرام

هستند. متفاوت
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برای زیر  سزگو-فکته مساوی نا  و توپلیتز مرتبه ی دوم هایکران بالای دترمیناناز  ی دقیقبرآورد 
 توابع تک ارز رده ی از خاص ده ایر

 
1هرمز رحمتان  ، تهران، ایران19396-3697نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه ریاضیگروه  علمیهیئتعضو  ،

h_rahmatan@pnu.ac.ir 

از  با دوران محدودهای بالا برای دترمینان توپلیتز متقارن مرتبه دوم رده ی توابع در این مقاله به بررسی کران چکیده:
پردازیم. همچنین با استفاده از اند، میتعریف شدهه بر حسب عملگرهای مشتق کوانتومی دو طرف تک ارز، ک

 ن رده از توابع پرداخته ایم. سزگو برای ای-فکته ضرایب به مسئله نابرابری تکنیکهای تخمین
 

 سزگو. -لیتز، نامساوی فکتهحساب کوانتومی، توابع تک ارز، دترمینان توپ کلمات کلیدی:

 مقدمه.۱
نمایش می دهیم. توابع متعلق به این رده را می توان به فرم سری  Aدر این مقاله رده ی توابع تحلیلی را با نماد  .

 توانی زیر نمایش داد

(1                    )
1

( ) n

n

n

f z z a z




  

(0)که تحت شرایط  Aرده توابع تک ارز در رده ی  (0) 1 0f f     نرمالیزه شده باشد با نمادS  نمایش داده
، که می شود. مطالعه تخمین ضرایب برای توابع تحلیلی و تک ارز، موضوعی محوری در نظریه هندسی توابع بوده

های مختلف توابع تک ارز، کاربردهای قابل توجهی در آنالیز مختلط، فیزیک ریاضی و مهندسی دارد. در میان زیررده
های دقیق ضرایب داشتند، توجه هایی که در یافتن تخمینالشتوابع تک ارز دو طرفه به دلیل خواص جذاب و چ

  .[1]تعداد قابل توجهی از پژوهشگران را به خود جلب کرده است

1fو  fتک ارز دو طرفه نامیده می شود هرگاه  روی دیسک واحد  fتابع      روی دیسک واحد  تک ارز
 نمایش می دهیم.  باشند. رده ی توابع تک ارز دو طرفه را با نماد 

گون  کنند و ارتباط تنگاتنگی با توابع ستارههای هندسی ایفا میدسته توابع با دوران محدود نقش مهمی در نگاشت
 و محدب دارند. و به صورت زیر تعریف می شوند

fتابع  .۱-۱تعریف S  را با دوران محدود نامیم هرگاه به ازای هرz  داشته باشیم 

 Re ( ) 0f z  
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 نمایش می دهیم. BTرده ی توابع تک ارز با دوران محدود را با نماد 

 ، [2]برای اولین بار جکسون عملگرهای مشتق و انتگرال کوانتومی را به صورت سیستماتیک معرفی و مطالعه کرد
در ادامه به معرفی برخی از مفاهیم ضروری حساب کوانتومی که در نتایج اصلی مقاله مورد استفاده قرار می گیرند 

 .اشاره نموده ایم

0فرض کنید  1q p    براکت 
,p q

n به صورت زیر تعریف می شود 

 
,

1

,

,

n n

p q

n

p q
p q

p qn

np p q

 


 
 

 

عملگر  ,p q- مشتق که با,p qD  نمایش داده می شود برای تابعf A به فرم زیر تعریف می شود 

,

( ) ( )
( ) , , 0, , (0,1], ,

( )
p q

f pz f qz
D f z z z p q p q

p q z


    

 
 همچنین نتیجه می شود

  1

,

2 ,

( ) 1 , , (0,1],n

p q n

n p q

D f z n a z p q






  
 

,که در آن ,(0) 1, ( ) ( )p q p pD f D f z f z . 

 ببینید. [3]نتایج فوق را در مرجع 

( را به صورت زیر 1)تابع تحلیلی به فرم ام برای -tدترمینان توپلیتز متقارن مرتبه ی  [4]توماس و هالیم در 
 تعریف کرده اند

1 1

1 2

1 2

( ) , 1, .

n n n t

n n n t

t

n t n t n

a a a

a a a
T n t n

a a a

  

  

   

    

های دترمینان توپلیتز متقارن دوم را برای رده ی توابع تک ارز دوطرفه دوران محدود که از طریق در این مقاله، کران
کنیم. کار ما با گنجاندن این عملگرهای دیفرانسیلی شوند، بررسی میعملگرهای مشتق کوانتومی تعریف می

های ضریب را دهند، مطالعات قبلی در مورد تخمینپذیری و عمق بیشتری به تحلیل مییافته، که انعطافتعمیم
 دهد. گسترش می
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 را برای رده ی توابع تک ارز دو طرفه دوران محدود T(2)2و  T(1)2های دقیق به طور خاص در این مقاله، کران
با ساختار  ,p q- 2سزگو -کنیم و همچنین مسئله فکتهمشتق استخراج می

3 2a a را برای این رده از توابع حل
 کنیم. می

 . نتایج اصلی۲
در این بخش کران های بالای دقیقی از دترمینانهای توپلیتز متقارن مرتبه ی دوم برای رده ی توابع تک ارز دوطرفه 

دوران محدود با ساختار  ,p q-  مشتق نتیجه خواهد شد. این رده  را با نماد ( , )p qBT  و  نمایش می دهیم
 سزگو برای رده ی-نامساوی فکته در ادامه  ( , )p qBT  .را بدست آورده ایم 

 

 نمایانگر رده توابع تحلیلی به فرم زیر باشد فرض کنید 

(۲                   )                                    
2

( ) 1 ,n

n

n

p z c z




  

 به طوری که 

 2, 1,2, .nc n  

p:شامل توابع با قسمت حقیقی مثبت مانند  رده ی   می باشد که در شرایط زیر صدق می کنند: 

(0)الف(  1p ، 

ب(  Re ( ) 0p z . 

1xکه  x( داده شده باشد آنگاه به ازای هر ۲به فرم ) p. اگر ۱-۲لم   .تساوی زیر برقرار است 

2 2

2 1 12 (4 ) .c c c x   

). تابع ۲-۲تعریف  )f z  دیسک واحد  رو ی با ساختار  تک ارز دو طرفه دوران محدود ,p q-  مشتق
 شرایط زیر صدق کندنامیده می شود هرگاه در 

,الف(  ( )p qD f z                                        )ب, ( )p qD g w  

,1که در آن  , ( ),z w w f z g f     0و 1 . 

)اگر . 3-۲قضیه  , ) ( )p qf BT    باشد، آنگاه 

الف( 
 

2

2

,

2(1 )
(1) 1

2
p q

T
 

  
 
 

ب(                           
   

2 2

2

, ,

2(1 ) 2(1 )
(2)

2 3
p q p q

T
     

    
   
   

. 
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,. اگر 1نتیجه  1p q   و( )f BT   آنگاه  ،باشد 

الف(  
2

2(1) 1 1T                              )ب 
2

2

13
(2) 1

9
T  . 

)اگر . ۴-۲قضیه  , ) ( )p qf BT   باشد، آنگاه 

 

2

2

3 2

, ,

2(1 ) 2(1 )
2

[2] [3]p q p q

a a
 

 
  

     
 

 

 حقیقی می باشد. که در آن 

)اگر . ۵-۲قضیه  , ) ( )p qf BT   باشد، آنگاه 

 2

3 2

,

2(1 )
max 1,

[3]p q

a a


  
   

,مختلط و   که در آن 

2

,

[3]
2

2[2]

p q

p q

  . 

 گیری. نتیجه۴
 سزگو -فکته مسئلهبه  ادامهدر این مقاله به تعیین کران بالای دترمینان توپلیتز متقارن مرتبه ی دوم پرداختیم و در 

کند کید می. این مطالعه بر تعامل غنی بین حساب دیفرانسیل و انتگرال کوانتومی و نظریه هندسی توابع تأایمپرداخته 
 سازد.یافته و کاربردهای آنها در آنالیز مختلط هموار میو راه را برای تحقیقات آینده در مورد عملگرهای تعمیم
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و کلاسهای دیگری از  مجموعه های  محدود L- بین روابط
 مجموعه ها

  ، ایرانتهران، ریاضی، دانشگاه پیام نور دانشکده یدانشجوی دکتری،  ،1مریم السادات ذبیحین پور 
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 ریاضی، دانشگاه پیام نور، تهران، ایران دانشکده یعلمی ، ، عضو هیئت2حلیمه اردکانی
         ardakani@pnu.ac.ir               _ardakani@yahoo.comhalimeh      

 علمی ، بخش ریاضی، دانشگاه پیام نور، تهران، ایرانعضو هیئتچشم آور،  جهانگیر 
j_cheshmavar@pnu.ac.ir 

 

در  ،  و دیگر مجموعه های شناخته شدمحدود  مجموعه های   𝐿−  ،مجموعه ها  𝐿−ارتباط    سیربه بر در این مقاله  چکیده:

مجموعه    𝐿−و    مجموعه ها  𝐿−  هاکه تحت آن  ی استهدف اصلی شناسایی شرایطمی پردازیم.  دوگان مشبکه های باناخ  

ند شوموعه مرور میبرای این منظور ابتدا تعاریف پایه و خواص بنیادی این دو مج شوندمی یکیبا یکدیگر  های محدود

ی نیستند و همچنین مجموعهاده می شود که در حالت کلی این دو مجموعه یکسان هایی نشان د ی مثالسپس با ارائه و

ی مجزا در غلاف  به طور مجزا که زیرمجموعه ای از دوگان مشبکه ی باناخ است و هر دنبالهستاره  ی ضعیففشرده

مجموعه   𝐿−و  مجموعه ها 𝐿−آن را با صلب آن، همگرای ضعیف ستاره به صفر است را معرفی کرده ایم و ارتباط 

 بررسی کرده ایم.  های محدود

  

محدود، مجموعه های فشرده ضعیف ستاره ی  𝐿− خاصیت مجموعه های محدود، 𝐿−مجموعه ها،   𝐿− کلمات کلیدی:

 به طور مجزا. مجموعه های فشرده ضعیف ستاره، دنباله ای

 :مقدمه .1
معرفی   1984درسال    3مجموعه ها توسط لیوویل 𝐿−کلاس    ،با استفاده از همگرایی یکنواخت در دوگان مشبکه های باناخ

  𝑙1مجموعه ها برای مشخصه سازی مجموعه هایی که شامل این از   4امانوئل 1986و مطالعه شد بعد از آن در سال 
مشتاقیون و سلیمی کلاس دیگری از مجموعه ها در دوران مشبکه های باناخ به نام     2013در سال  .نیستند استفاده کرد

−𝐿 نیاز است برخی مفاهیم اولیه را یادآوری کنیم .مجموعه های محدود را تعریف کردند.  
 𝑋گوی واحد بسته از  𝐵𝑥مشبکه های باناخ حقیقی می باشند.  𝐹و 𝐸  فضاهای برداری حقیتقی و 𝑌و  𝑋مقاله  در این
 از یک مشبکه ی باناخ است.  𝐴 غلاف صلب از یک زیر مجموعه ی𝑆𝑜𝑙(𝐴) است.

 

,𝐸)یک مشبکه ی باناخ، یک فضای باناخ  • ‖.  شرط زیر را دارد: س است که نرم آن ی یک فضای ر 𝐸است که   (‖

 
 نويسنده مسئول . 1

  2نويسنده مسئول
3 Leavelle 
4 G.Emmanuelle 
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 𝑐0)فضای دنباله های همگرا(   𝑐به عنوان مثال فضاهای دنباله ای    ‖𝑦|  ≤  |x|، ≤ ‖𝑦‖  ‖𝑥|  که  𝐸در    𝑦و    𝑥برای هر  
        (پذیرانتگرال  𝑝−)فضای توابع  𝐿𝑃 (جمع پذیر 𝑝−)فضای دنباله های  𝑙𝑃)فضای دنباله های همگرا به صفر( 

1 ≤ 𝑝 ≤  [ فضای باناخی است که مشبکه ی باناخ نیست. 4]در   1فضای جیمز .باناخ هستندمشبکه های   ∞
↓ که (∝𝑥)تور   را پیوسته ترتیبی گویند هرگاه برای هر 𝐸 رم روی یک مشبکه ی باناخن • 0 𝑥∝،0 ↓ ‖𝑥∝‖ 

↓)منظور از  0 𝑥∝یعنی (𝑥∝) 0 نزولی است و  = (𝑥∝) 𝑓∝in)  مثالبه عنوان،  :𝑐0  نرم پیوسته ی ترتیبی

 ندارد.  𝑐یکه  لاحدارد در 

  مجموعه های محدود L- و مجموعه ها L- ارتباط بین . 2
 یادآوری می کنیم که

              ی است اگر هر دنباله 𝑋محدود در  ی یک مجموعه  𝑋از  𝐴کراندار   ی ک زیر مجموعهی •

    (X∗)(𝑥𝑛
∗)𝜖 𝑐0

𝑤𝑒𝑎𝑘∗    روی𝐴                       .همگرای یکنواخت به صفر باشد   

     مجموعه گفته  𝐿−، یک 𝑋از فضای باناخ ∗𝑋 از یک فضای دوگان  𝐵یک زیر مجموعه ی نرم کراندار  •

𝜖 𝑐0(𝑥𝑛)  (X)ی  می شود اگر هر دنباله
𝑤𝑒𝑎𝑘  ،lim

𝑛→∞ 𝑓𝜖𝐵
 𝑠𝑢𝑝|𝑓(𝑥𝑛 )| = 0. 

      محدود گویند هرگاه هر دنباله ی محدود   𝐿−مجموعه ی   را یک ∗𝑋از فضای دوگان   𝐴زیر مجموعه ی   •

(X) (𝑥𝑛)𝜖 𝑐0
𝑤𝑒𝑎𝑘   روی𝐴 .همگرای یکنواخت به صفر باشد 

:𝑇عملگر  • 𝑋 → 𝑌  گویند هرگاه هر دنباله ی محدود  را یک عملگر کاملا پیوسته محدود(X) (𝑥𝑛)𝜖 𝑐0
𝑤𝑒𝑎𝑘 

 ببرد. 𝑌را به یک دنباله ی نرم پوچ در  

• 𝑋  خاصیت−𝐿   محدود دارد اگر هر−𝐿   مجموعه ی محدود درX∗فشرده ضعیف نسبی باشد ،. 

‖𝑥∗(𝑥𝑛)|  𝑠𝑢𝑝𝑥∗𝜖𝐵𝑋∗ ‖𝑥𝑛 | بنابرتساوی خاصیت   𝑋اگر و تنها اگر  مجموعه است 𝐿−یک  ∗𝐵𝑋،، گوی واحد =

𝑙1مجموعه است. ) 𝐿−یک  ∞𝐵𝑙بنابراین ،خاصیت شور دارد 𝑙1به عنوان مثال  شور داشته باشد.
∗  = 𝑙∞)  مشتاقیون و

اگر و   .( دارد(𝐺𝑃خاصیت گلفاند فیلیپس ) 𝑋، فشرده نسبی است )𝑋محدود در ی سلیمی ثابت کردند که هر مجموعه 

هر مجموعه محدود، فشرده نسبی است پس   𝑐0محدود باشد. به عنوان مثال در  ی  مجموعه 𝑋∗ ،−𝐿در  ∗𝐵𝑋تنها اگر 
𝐵𝑙1  یک−𝐿 ( .مجموعه محدود است 𝑙1 = 𝑐0 

∗ ) 

گوی واحد هر  .اما عکس این مطلب در حالت کلی برقرار نیست ،محدود است ی  مجموعه 𝐿−مجموعه، یک  𝐿−هر 
 مجموعه نیست.  𝐿−مجموعه ی محدود است اما   𝐿− یک، دارد ولی خاصیت شور ندارد 𝐺𝑃فضایی که خاصیت  

مجموعه ی محدود است که فشرده ی ضعیف نسبی   𝐿−که بازتابی نباشد یک  𝐺𝑃 گوی یکه ی هر فضا با خاصیت
 محدود ندارد.  𝐿−خاصیت  𝐵𝑙1به عنوان مثال  .نیست

محدود دارد   𝐿−خاصیت    𝑋ده است که  ش[ ثابت  5]  محدود است. دری  کاملا پیوسته    ،هر عملگر فشرده ی ضعیف نسبی
در حالت   .محدود و کلاس عملگرهای فشرده ی ضعیف نسبی یکی باشند  ی  اگر و تنها اگر کلاس عملگرهای کاملا پیوسته

ارتباط نسبی ی ضعیف نسبی و فشرده ی مجموعه های محدود با مجموعه های فشرده  𝐿−  مجموعه ها و 𝐿−کلی 

مجموعه ی محدود است در   𝐿−[ نشان داده شده است که هر مجموعه ی فشرده ی ضعیف نسبی، 5در ]  .ندارند خاصی 

مجموعه ی محدود   𝐿− یک ،𝐵𝑙1دارد پس  𝐺𝑃خاصیت  𝑐0چون  ،به عنوان مثال .حالیکه برعکس آن درست نیست

عه های محدود برای هیچ فضایی با بعد مجمو 𝐿−است که فشرده ی ضعیف نسبی نیست. همچنین آنها نشان دادند که 
ضعیف نسبی )در حالت کلی تر فشرده  ی بنابراین هر مجموعه ی فشرده .دنضعیف باشی نمی توانند فشرده   نامتناهی 

در حالیکه برعکس هیچکدام درست نیست که ما در دیاگرام به آنها اشاره   ،مجموعه ی محدود است 𝐿−ک ینسبی( ی 
 می کنیم. 

مجموعه ها نیز با مجموعه های فشرده ی ضعیف نسبی و فشرده ی نسبی ارتباطی  𝐿−امانوئل نشان داده است که    

آن درست نیست. او نشان   مجموعه است در حالیکه برعکس 𝐿−ندارند. در واقع می دانیم هر مجموعه فشرده ی نسبی،  
 ، فشرده نسبی باشند.∗𝑋مجموعه ها در   𝐿−نمی باشد اگر و تنها اگر 𝑙1 شامل  𝑋داد که فضای باناخ  

        𝑙1 فضای باناخی است که شامل کپی ∞𝑙 ) .نسبی نیستی مجموعه است که فشرده  𝐿− یک  ∞𝐵𝑙به عنوان مثال  

 مجموعه نیست. 𝐿−یک مجموعه فشرده ی ضعیف نسبی است که  𝐵𝑙2 همچنین  (.می باشد

 مجموعه باشد. 𝐿−[ شرایطی بررسی شده است که هر مجموعه ی فشرده ی ضعیف نسبی یک 1در ]
 

 
1 James space 
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 قضیه:  .2-1

 گزاره های زیر با هم معادل هستند: 𝑋برای فضای باناخ  

𝑥𝑛و ) 𝑋( در  𝑥𝑛ی پوچ ضعیف )  برای دو دنباله( 1) 
→، ∗𝑋در  (∗ 0)𝑥𝑛( 𝑥𝑛

∗ . 
 مجموعه است. 𝐿−، یک ∗𝑋 هر زیر مجموعه فشرده ی ضعیف در( 2) 

مجموعه، مجموعه ی فشرده ی ضعیف   𝐿−ان یک فضای باناخ یک  گطبیعی است که شرایطی را بررسی کنیم که در دو
 [ به شکل زیر بررسی شده است.3این کار توسط لیوویل در ]  ،نسبی باشد

 قضیه: .2-2
 زیر معادل هستند:گزاره های یک فضای باناخ باشد،  𝑋فرض کنیم 

:𝑇هر عملگر خطی کراندار   (1) 𝑋 → 𝑌  فضای باناخ برای هر𝑌   که مجموعه های فشرده ضعیف را به مجموعه

   (.( دارد𝑅𝐷𝑃)1پتیس متقابل -خاصیت دانفورد  𝑋). های فشرده در نرم می برد، یک عملگر ضعیف است

 ، فشرده ی ضعیف نسبی است. ∗𝑋  مجموعه در 𝐿−هر  (2)

  𝐿−یک    ∗𝑋فشرده ی نسبی از  ی  [ ثابت کردند که شرط لازم و کافی برای آن که هر مجموعه  5]مشتاقیون و سلیمی در  
هر   𝑐0نسبی باشد. به عنوان مثال در ی ، فشرده 𝑋آن است که هر مجموعه ی محدود در  ،محدود باشد ی مجموعه

 محدود است.   ی  مجموعه 𝐿−، یک 𝐵𝑙1محدود، فشرده ی نسبی است پس ی مجموعه 

[ بررسی شده  1در ]  محدود  های مجموعه 𝐿−نین ارتباط بین مجموعه های فشرده ی ضعیف ستاره ی دنباله ای و همچ
مجموعه ی محدود است اما عکس این مطلب در   𝐿−است. هر مجموعه ی فشرده ی ضعیف ستاره ی دنباله ای یک 

دنباله ای  ی  مجموعه ی محدود است اما فشرده ی ضعیف ستاره    𝐵𝑙∞[0,2𝜋]  ،−𝐿حالت کلی برقرار نیست به عنوان مثال  

  ، فشرده ی ضعیف ستاره ی دنباله ای است اگر هر دنباله در آن ∗𝑋در  𝐴دارکرانی نیست. یادآوری می کنیم که مجموعه 
 همگرا داشته باشد. ∗𝑊ر دنباله ی یک زی

 [ شرایط زیر را بررسی کردند. 1]نویسندگان در 

 قضیه:  .2-3
 : گزاره های زیر برقرار هستند 𝑋برای یک فضای باناخ 

 است. محدودی مجموعه  𝐿−،  محدودی مجموعه  𝐿−هر زیر مجموعه از یک   (1

 مجموعه ی محدود است. 𝐿−مجموعه، یک  𝐿−هر  (2

 مجموعه ی محدود است. 𝐿−هر زیر مجموعه ی فشرده ی ضعیف نسبی از فضای دوگان، یک  (3

 مجموعه ی محدود است.  𝐿−هر مجموعه ی فشرده ی ضعیف ستاره ی دنباله ای، یک  (4

مجموعه ی محدود در دوگان مشبکه باناخ، فشرده   𝐿−در قضیه زیر نیز شرایطی بررسی شده است که نشان می دهد هر  
 ی ضعیف نسبی باشد.

 قضیه:  .2-4
 گزاره های زیر معادل هستند: 𝑋برای یک فضای باناخ 

 .مجموعه ی محدود در دوگان یک مشبکه ی باناخ، فشرده ی ضعیف نسبی است 𝐿-هر  (1

:Tفضای تمام عملگرهای   (2 X →  𝑙∞  فشرده ی نسبی می برد با ی که هر مجموعه ی محدود را به مجموعه

:Tفضای تمام عملگرهای فشرده ی ضعیف  X →  𝑙∞ .یکی هستند 

مجموعه های محدود، مجموعه های فشرده نسبی و   𝐿−مجموعه ها،  𝐿−برای دوگان مشبکه های باناخ نیز ارتباط بین 
یک مشبکه ی  𝐸[ ثابت شده است که اگر 1مجموعه های فشرده ی ضعیف نسبی نیز مطالعه و بررسی شده اند. در ]

در   . نرم پیوسته ی ترتیبی دارد ∗𝐸مجموعه ی محدود، فشرده ی ضعیف نسبی باشد آنگاه   𝐿−هر     ∗𝐸باناخ باشد که در  
مجموعه های    𝐿−نرم پیوسته ی ترتیبی دارد اما  𝑙1 یعنی    𝑐0برعکس آن برقرار نیست. به عنوان مثال دوگان    حالت کلی

همچنین ثابت شده است که اگر در یک مشبکه ی باناخ هر دنباله ی پوچ  .فشرده ی ضعیف نسبی نیستند 𝑙1محدود در 
 .دیکی هستن  ∗𝐸مجموعه های محدود در   𝐿−مجموعه ها و  𝐿−ضعیف یک دنباله ی محدود باشد آنگاه 

 

 ضعیف ستاره به طور مجزا ی کلاس مجموعه های فشرده  -3

 
1 Reciprocal Dunford- Pettis 

352



 

 
 

ضعیف ستاره به طور مجزا که حالت ضعیف ستاره از مجموعه های فشرده ی ضعیف  ی  ما کلاس مجموعه های فشرده  
 .جزا می باشد را معرفی و مطالعه کردیمبه طور م

را فشرده ی ضعیف ستاره به طور مجزا است  ∗𝐸از مشبکه ی باناخ  𝐴زیر مجموعه ی نرم کراندار : تعریف. 1-3

⊃هر دنباله ی مجزای  برای اگر 𝑆𝑜𝑙(𝐴) (𝑥𝑛∗) ،𝑥𝑛
𝑤∗

→ 0. 
 بیان کرده ایم:  زیری  های محدود در قضیه  مجموعه 𝐿−ها و   مجموعه 𝐿−جموعه ها با ارتباط این م

 .گزاره های زیر برقرار هستند ∗𝐸برای دوگان مشبکه ی باناخ  قضیه:.  2-3

 ، فشرده ی ضعیف ستاره به طور مجزا است. ∗𝐸مجموعه در   𝐿−هر  (1

 مجموعه ی محدود است.  𝐿−ف ستاره به طور مجزا،  ی هر مجموعه ی فشرده ی ضع (2

، مجموعه ی فشرده ی ضعیف ستاره به  𝑙1عکس این مطالب در حالت کلی برقرار نیست به عنوان مثال گوی واحد در 
مجموعه ی محدود است که فشرده ی ضعیف ستاره   𝐵𝐶[0,1]∗  ،−𝐿مجموعه نیست و گوی واحد در    𝐿−طور مجزا است که  

 مجموعه های محدود در دیاگرام رسم شده است.  𝐿−ا و مجموعه ه 𝐿−به طور مجزا نمی باشد. ارتباط این مجموعه با  

 

 گیری . نتیجه4
به عنوان یک جمع بندی و درک بهتر خواننده، ارتباط بین کلاس های معرفی شده در این مقاله در دیاگرام های زیر رسم  

و شرایطی بیان شده    شده است. همچنین مثال هایی ذکر شده است که نشان می دهند کلاس های معرفی شده متفاوت هستند
  ی ضعیفی فشردهی معرفی شدهمجموعهو علی الخصوص ارتباط  . است که تحت آن ها، این کلاس ها یکی خواهند شد

 به صورت دیاگرام رسم شده است. مجموعه های محدود 𝐿−و   امجموعه ه 𝐿−ستاره به طور مجزا با 
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 وجود جواب برای دستگاه معادلات انتگرالی غیرخطی از نوع ولترا با هسته های پیوسته
    2 جمال رضایی روشن - 1 اکرم دهقان چاچکامی

 Akram.dehghan@iau.ac.ir . ، ایرانقائمشهر، دانشگاه آزاد اسلامیواحد قائمشهر،  ،ریاضی گروه ، دانشجوی دکترای-1
  Jml.roshan@iau.ac.ir ;gmail.comroshan@Jm  . ، ایرانقائمشهر ،دانشگاه آزاد اسلامیواحد قائمشهر،  ،ریاضی گروه ،عضو هیات علمی-2

 در این مقاله به بررسی وجود جواب برای دستگاهی از معادلات انتگرالی غیرخطی از نوع ولترا در فضاهای باناخ چکیده:
  𝑐0 × ℓ
می پردازیم. با تعریف عملگرهای مناسب و استفاده از خواص اندازه نافشردگی هاسدورف، شرایط کافی را برای 2

بودن توابع در دستگاه و برقراری شروط لازم، نشان می دهیم که عملگر  وجود نقطه ثابت ارائه می دهیم. با فرض کاراتئودوری
 همپیوسته و کراندار است و شروط چندگانه برایش برقرار است. در پایان، با ذکر یک مثال و انتخاب هسته های پیوسته و توابع 

f , g  خاص شامل تابعtanh.وجود حداقل یک جواب ثابت می شود ، 
 .نقطه ثابت، تابع کاراتئودوری، فضاهای باناخقضیه له انتگرالی ولترا، اندازه نافشردگی، معادکلمات کلیدی:  

ی وجود جواب برای معادلات انتگرالی از نوع ولترا، یکی از مباحث اساسی در نظریه معادلات انتگرالی و مطالعه مقدمه:
کاربردهای آن در فیزیک و علوم مهندسی است. روش نقطه ثابت از ابزارهای قوی در اثبات چنین دستگاه هایی است. در این 

سادوفسکی، وجود جواب برای دستگاهی از نوع ولترا در فضای -ی داربوو قضیهمقاله با استفاده از اندازه نافشردگی هاسدورف 
𝑐0باناخ  × ℓ
بررسی می شود. ساختار مقاله به این صورت است که ابتدا مفاهیم پایه معرفی، سپس فرض ها و قضایا بیان و  2

 در ادامه با ارائه مثالی مشخص، فرض ها مورد بررسی قرار می گیرند.
𝑘پیوسته است اگر   𝐼روی  γ(𝑘(𝑡))تابع ( ]5[) (:1. 1لم) ⊂ 𝐶(𝐼; 𝐸) :همپیوسته و کراندار باشد، همچنین داریم 

γ(𝑘) = sup
𝑡∈𝐼

𝛾(𝑘(𝑡)) 

γ(∫ 𝑘(𝑠)
𝑡

0

𝑑𝑠) ≤ ∫ 𝛾(𝑘(𝑠))
𝑡

0

𝑑𝑠 

𝑛𝜖Ν{𝛼𝑛}( اگر [6، لم  4]) (:2. 1لم ) ⊂ 𝐿
1(𝐼; 𝐸)  باشد و‖𝛼𝑛‖ ≤ 𝑘(𝑡)  برای هر𝑛 ≥  ، که 𝐼روی  1

 𝑘 ∈ 𝐿1(𝐼; γ({𝛼𝑛(𝑡)}𝑛∈Ν)آن گاه  ((∞.0) ∈ 𝐿
1(𝐼;  و ((∞.0]

γ({∫ 𝛼𝑛(𝑠)
𝑡

0

𝑑𝑠: 𝑛 ≥ 1}) ≤ 2∫ 𝛾({𝛼𝑛(𝑠): 𝑛 ≥ 1})
𝑡

0

𝑑𝑠  

𝑘( اگر [6، قضیه 2]) (:3. 1لم ) ⊂ 𝐶(𝐼; 𝐸)  یک مجموعه کراندار باشد آن گاه برای هرε > 𝑛𝜖Ν{𝛼𝑛}و یک دنباله  0 ⊂ 𝑘 
𝛾(𝑘)وجود دارد به طوریکه  ≤ 2γ({𝛼𝑛}𝑛∈Ν) + 𝜀  . 

. 𝛾1فرض کنید (: 4. 1مثال ) 𝛾2  اندازه های نافشردگی هاسدورف در فضاهای باناخ به ترتیب𝐸1. 𝐸2 باشند. برای هر 
 𝑘 ⊆ 𝐸1 × 𝐸2  اندازه نافشردگی هاسدورف در ،𝐸1 × 𝐸2 :را به صورت زیر تعریف می کنیم 

𝛾(𝑘) = 𝛾1(𝑘1(𝑘)) + 𝛾2(𝑘2(𝑘)) 
:𝑘𝑖که  𝐸1 × 𝐸2 → 𝐸𝑖 به صورت 𝑘𝑖(𝑎1. 𝑎2) = 𝑎𝑖  برای𝑖 = 1.  تعریف می شود. 2

 زیرمجموعه ناتهی، بسته، کراندار و محدب است. Aیک فضای باناخ باشد و  Eفرض کنید ( ]2 [) ( :5. 1قضیه )

                                                        
 نویسنده مسئول 2
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 𝐹: 𝐴 → 𝐴    زیر صدق می کند:تابعی پیوسته هست که در شرط 
γ(𝐹(𝑘)) ≤ 𝜑(𝛾(𝑘))   

𝑘برای هر  ⊆ 𝐴  که ،γ  یک اندازه نافشردگی دلخواه وφ: [0.∞) → یک تابع غیرنزولی) نه همیشه پیوسته( است، و  (∞.0]
lim
𝑛→∞

𝜑𝑛 (𝑡) = 𝑡برای هر  0 ∈  دارد. 𝐴حداقل یک نقطه ثابت در  𝐹. آن گاه  (∞.0]

 نتایج اصلی
 کنیم: ولترا با هسته عمومی را بررسی میدر این مقاله وجود جواب هایی برای دستگاه معادلات انتگرال غیرخطی از نوع 

{
 
 

 
 𝑢(𝑡) = ∫ 𝑎(𝑡 − 𝑠)𝑓(𝑠. 𝑣(𝑠). 𝑢(𝑠))

𝑡

0

𝑑𝑠                                                              

𝑣(𝑡) = ∫ 𝑏(𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑠. 𝑢(𝑠). 𝑣(𝑠))
𝑡

0

𝑑𝑠            𝑡 ∈ 𝐼 = [0. 𝑇]             (1 ∙ 2)

 

𝑎که در آن  ∈ 𝐿
1

𝛿1([0. 𝑡]، 𝑅)  و𝑏 ∈ 𝐿
1

𝛿2([0. t]، 𝑅)   0دو هسته اسکالر برای < 𝛿1،𝛿2 < فضاهای باناخ به  𝐸2و  𝐸1و  1
𝐸1هستند، علاوه بر این  2‖∙‖و  1‖∙‖ترتیب با نرم های  × 𝐸2  را با نرم ‖(𝑥. 𝑦)‖ = ‖𝑥‖1 + ‖𝑦‖2و توابع 

 𝑓: [0. 𝑇] × 𝐸2 × 𝐸1 → 𝐸1  و𝑔: [0. 𝑇] × 𝐸1 × 𝐸2 → 𝐸2 :تعریف می کنیم. فرضیات زیر را داریم 
. 𝑓توابع  (1) 𝑔  در شرایط کاراتئودوری صدق می کنند. 

𝑚1توابع  (2) ∈ 𝐿
1

𝛽1(𝐼. 𝑚2و  ((∞.0] ∈ 𝐿
1

𝛽2(𝐼. 0که  ((∞.0] < 𝛽1. 𝛽2 < وجود دارند، همچنین دو تابع پیوسته  1
.Φ1نانزولی  Φ2: [0.∞) × [0.∞) →  وجود دارند به طوری که :    (∞.0]

‖𝑓(𝑡. 𝑦. 𝑥)‖1 ≤ 𝑚1(𝑡)Φ1(‖𝑦‖2. ‖𝑥‖1) 
‖𝑔(𝑡. 𝑥. 𝑦)‖2 ≤ 𝑚2(𝑡)Φ2(‖𝑥‖1. ‖𝑦‖2) 

𝑥برای هر  ∈ 𝐸1  و هر𝑦 ∈ 𝐸2   و𝑡 ∈ 𝐼 = [0. 𝑇]                                                                                             . 
.𝐻2توابع  (3) 𝐻1: 𝐼 → .𝛾2و اندازه نافشردگی هاسدورف  (∞.0] 𝛾1    به ترتیب روی فضاهای باناخ𝐸1  و𝐸2  وجود

𝐵1دارند به طوریکه برای هر زیرمجموعه کراندار  ⊆ 𝐸1   و𝐵2 ⊆ 𝐸2 :داریم 
𝛾1(𝑓(𝑡. 𝐵2. 𝐵1)) ≤ 𝐻1(𝑡)𝜑1(𝛾2(𝐵2) + 𝛾1(𝐵1)) 
𝛾2(𝑔(𝑡. 𝐵1. 𝐵2)) ≤ 𝐻2(𝑡)𝜑2(𝛾1(𝐵1) + 𝛾2(𝐵2)) 

𝑡برای هر  ∈ [0. 𝑇]  و𝜑1 ، 𝜑2  صدق می کنند.( 5. 1)توابعی هستند که در قضیه 

. 𝑎دو تابع غیرنزولی  (4) 𝑏   که𝑎 ∈ 𝐿
1

1−𝛽1(𝐼، [0.∞))   و𝑏 ∈ 𝐿
1

1−𝛽2(𝐼، [0.∞))  :وجود دارند و داریم                                                              

{
 
 

 
 lim
𝜀→0

∫ |𝑎(𝜏 + 𝜀) − 𝑎(𝜏)|
1

1−𝛽1

𝜏

0

𝑑𝜏 = 0

lim
𝜀→0

∫ |𝑏(𝜏 + 𝜀) − 𝑏(𝜏)|
1

1−𝛽2

𝜏

0

𝑑𝜏 = 0

 

. 𝑝1حداقل یک جواب  (5) 𝑝2 ∈ 𝐶(𝐼.  : (نرم سوپریمم است   0‖∙‖): برای دستگاه نامعادلات زیر وجود دارد ((∞.0]
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{
 
 

 
 Φ1(‖𝑝1‖0 + ‖𝑝2‖0)∫ |𝑎(𝑡 − 𝑠)| ∙ 𝑚1(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠 ≤ 𝑝1(𝑡)

Φ2(‖𝑝1‖0 + ‖𝑝2‖0)∫ |𝑏(𝑡 − 𝑠)| ∙ 𝑚2(𝑠)
𝑡

0

𝑑𝑠 ≤ 𝑝2(𝑡)

 

 نامساوی های زیر برقرارند: (6)
(𝑎 ∗ 𝐻1)(𝑡) <

1

8
𝑏)و          ∗ 𝐻2)(𝑡) <

1

8
 

                                                                

 قضیه بعدی نتیجه اصلی این مقاله است.
.𝐶(𝐼( حداقل یک جواب در 1. 2دستگاه معادلات انتگرالی )  (:1. 2ضیه )ق 𝐸1 × 𝐸2)  ( 6دارد که شرایط )- (را 1 )

 برآورده می کند.
 اثبات:

.𝑢)برای هر زوج مرتب  𝑣) ∈ 𝐶(𝐼; 𝐸1 × 𝐸2)    تابع𝐹: 𝐶(𝐼. 𝐸1 × 𝐸2) → 𝐶(𝐼. 𝐸1 × 𝐸2)  را به صورت زیر تعریف می
 کنیم:

𝐹(𝑢. 𝑣)(𝑡) = (∫ 𝑎(𝑡 − 𝑠)𝑓(𝑠. 𝑣(𝑠). 𝑢(𝑠))
𝑡

0

𝑑𝑠.∫ 𝑏(𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑠. 𝑢(𝑠). 𝑣(𝑠)
𝑡

0

𝑑𝑠)               𝑡 ∈ 𝐼 

 ( است وجود دارند. در اینصورت تعریف می کنیم:5همان گونه که در ) 𝑝1 و 𝑝2فرض کنیم توابع 
𝐵𝑝1×𝑝2 = {(𝑢. 𝑣) ∈ 𝐶(𝐼; 𝐸1 × 𝐸2): ‖(𝑢. 𝑣)‖∞ ≤ ‖𝑝1‖0 + ‖𝑝2‖0} 

𝐴𝑝1×𝑝2 = 𝐶𝑜𝑛𝑣̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝐹(𝐵𝑝1×𝑝2) 
برای این منظور چند مرحله مجزا خواهیم  .سادوفسکی را بررسی می کنیم -شرایط قضیه نقطه ثابت داربو ،قضیه برای اثبات

 داشت:

;𝐶(𝐼را در  𝐹(𝐵𝑝1×𝑝2)ابتدا همپیوستگی و کرانداری  مرحله اول: 𝐸1 × 𝐸2)   بررسی می کنیم، در اینصورت با توجه به

;𝐶(𝐼نیز در   𝐴𝑝1×𝑝2قضایای آنالیز ریاضی بستار محدب آن یعنی  𝐸1 × 𝐸2) .همپیوسته و کراندار است 

:𝐹مرحله دوم: نشان می دهیم  𝐶(𝐼. 𝐸1 × 𝐸2) → 𝐶(𝐼. 𝐸1 × 𝐸2) .پیوسته است 

:𝐹نشان می دهیم مرحله سوم:  𝐴𝑝1×𝑝2 → 𝐴𝑝1×𝑝2  پیوسته است.    

:𝐹مرحله چهارم: حال نشان می دهیم که  𝐴𝑝1×𝑝2 → 𝐴𝑝1×𝑝2  سادوفسکی صدق می کند. فرض  –در تمام شرایط قضیه داربو
𝐴   کنیم ⊂ 𝐴𝑝1×𝑝2 .( و 2و شرط های )( 4. 1( و مثال )3. 1( و )2. 1( و )1. 1در اینصورت با اعمال لم ) دلخواه باشد

 ( داریم:3)
γ(𝐹𝐴)(𝑡) ≤ 4𝜑1(𝛾(𝐴))(𝑎 ∗ 𝐻1)(𝑡) + 4𝜑2(𝛾(𝐴))(𝑏 ∗ 𝐻2)(𝑡) 

𝜓1(𝑡)حال با قرار دادن  = 8𝜑1(𝛾(𝐴))(𝑎 ∗ 𝐻1)(𝑡)  و𝜓2(𝑡) = 8𝜑2(𝛾(𝐴))(𝑏 ∗ 𝐻2)(𝑡)  و طبق خواص𝜑2 و 𝜑1  و

. 𝜓1( می توان دید که 4شرط ) 𝜓2: [0.∞) → limتوابع نانزولی هستند و  (∞.0]
𝑛→∞

𝜓1
𝑛 (𝑡) = limو  0

𝑛→∞
𝜓2
𝑛 (𝑡) = برای  0
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𝑛هر  ≥ 𝜓(𝑡)اکنون تابع  .0 = max {𝜓1(𝑡). 𝜓2(𝑡)}  را تعریف می کنیم که برای هر𝜓: [0.∞) → نیز نانزولی است  (∞.0]

limو 
𝑛→∞

𝜓𝑛(𝑡) = 𝑛برای هر  0 ≥  . علاوه بر این، با استفاده از نامساوی به دست آمده داریم:0

γ(𝐹𝐴)(𝑡) ≤
𝜓1(𝛾(𝐴))

2
+
𝜓2(𝛾(𝐴))

2
≤ 𝜓(𝛾(𝐴))  پس تابع𝐹: 𝐴𝑝1×𝑝2 → 𝐴𝑝1×𝑝2 ( صدق می 5. 1در تمام شرایط قضیه )

.𝑢)کند. بنابراین، حداقل یک نقطه ثابت  𝑣) ∈ 𝐴𝑝1×𝑝2 ⊂ 𝐶(𝐼. 𝐸1 × 𝐸2)  برای𝐹  وجود دارد. به عبارت دیگر، دستگاه

.𝐶(𝐼( یک جواب در 1. 2معادلات انتگرال غیرخطی از نوع ولترا ) 𝐸1 × 𝐸2) .دارد 

.𝑢)سادوفسکی، دستگاه حداقل یک جواب پیوسته -طبق قضیه داربونتیجه: 𝑣) ∈ 𝐶(𝐼; 𝐸1 × 𝐸2) .دارد 
𝐸1ناخ  فضاهای با فرض کنید (:2. 2مثال ) = 𝑐0  و𝐸2 = ℓ

∞‖𝑥‖با نرم های به ترتیب  2 = sup
𝑘∈ℕ

|𝑥𝑘| و 

 ‖𝑦‖2 = (∑ |𝑦𝑘|
2∞

𝑘=1 )
1

 دستگاه معادلات انتگرالی غیر خطی از نوع ولترا زیر را در نظر بگیرید: را داریم.  2

{
 
 

 
 𝑢(𝑡) = ∫

1

1 + (𝑡 − 𝑠)
𝑓(𝑠. 𝑣(𝑠). 𝑢(𝑠))

𝑡

0

𝑑𝑠

𝑣(𝑡) = ∫
1

1 + (𝑡 − 𝑠)2
𝑔(𝑠. 𝑢(𝑠). 𝑣(𝑠))

𝑡

0

𝑑𝑠

       𝑡 ∈ 𝐼 = [0. 𝑇] . 𝑇 = 0/05        (2 ∙ 2)                                   

:𝑓که در آن  𝐼 × ℓ2 × 𝑐0 → 𝑐0  و𝑔: 𝐼 × 𝑐0 × ℓ
2 → ℓ2 :بصورت زیر تعریف شده اند 

𝑓(𝑡. 𝑣. 𝑢) =
1

𝑡 + 1
{
tanh(𝑣𝑘) +

1

2
𝑢𝑘

𝑘2
}𝑘=1
∞  

𝑔(𝑡. 𝑢. 𝑣) =
1

𝑡2 + 1
{
𝑢𝑘 + tanh (𝑣𝑘)

2 𝑘
}
𝑘=1

∞

 

2)معادله  می دهیمنشان  ∙ .𝑢)دارای یک جواب  (2 𝑣) ∈ 𝐶(𝐼; 𝑐0 × ℓ
 می باشد.     (2

𝑣𝑘با جایگزین کردن  نکته:

1+|𝑣𝑘|
 نیز همه شرایط حفظ می شود و ساختار دستگاه ساده تر می شود. tanh (𝑣𝑘)بجای  

( صدق می کنند، وجود حداقل یک جواب 2با انتخاب هسته های پیوسته و توابع کراندار مناسبی که درشرط ) نتیجه گیری:
 های مشابه قابل تعمیم است.پیوسته برای دستگاه ولترا اثبات شد و روش ارائه برای دستگاه

 منابع:
[1] Abadias, L., Alvarez, Banas, J., Lizama, C.: Solvability and uniform local attractivity for a Volterra equation of 
convolution type. J. Integral Equ. 31(2), 149-164 (2019) 
[2] Aghajani, A., Banas, J., Sabzali, N.: Some generalizations of Darbo fixed point theorem and applications.  

 Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 20(2), 15 pages (2013)  
[3] Alvarez, E., Lizama, C.: Application of measure of  noncompactness to Volterra equations of convolution type. J. 
Integral Equ. Appl. 28(4), 441-458 (2016) 
[4] Alvarez, E., Lizama, C.: Attractivity for functional Volterra integral equations of convolution type. J. Compute. 
Appl. Math. 30, 230-240 (2016) 
[5] Banas, J., Goebel, K.: Measures of Noncompactness in Banach Spaces. Marcel Dekke, New York, (1980) 
[6] Bothe, D.: Multivalued Pertubations of m-accretive differential inclusions. Israel, J. Math. 108, 109-138(1998)  
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p مرتبەی ثابت نقطەی خاصیت از ͬ هایی ویژگ
باناخ مشبͺەهای در
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مشبͺەهای در را p مرتبەی از ضعیف متعامد مفهوم ضعیف، p⁃جمع پذیر دنبالەهای از استفاده با مقاله این در چͺیده:
معادل سازی هایی شرایطͬ تحت و دارد p مرتبەی ثابت نقطەی خاصیت با ͬͺنزدی بسیار ارتباط که ͬ کنیم م معرفͬ باناخ
دست یابی منظور به را p مرتبەی از غیراکید اوپیال شرط و WORTH مهم خاصیت دو ادامه در ͬ دهیم. م ارائه آن برای
این بین مختلف ارتباط های به و ͬ کنیم م بررسͬ و مطالعه p مرتبەی از ضعیف ثابت نقطەی خاصیت با فضاهایی به

ͬ کنیم. م ارائه مثال هایی ͷی هر از و پرداخته ͬ ها ویژگ
ضعیف. متعامد خاصیت غیراکید، اوپیال شرط ،WORTH خاصیت ضعیف، ثابت نقطەی خاصیت کلیدی: کلمات

مقدمه ۱
یونان به نظریه این است. نهفته ثابت نقطەی نظریەی نام به ظریف و شͽرف مفهومͬ ریاضیات، بی کران گسترەی در
نگاه این برداشت. را تکرار گام های نخستین دایره مساحت محاسبەی برای ارشمیدس که زمانͬ ͬ گردد، م باز باستان
راه معادلات حل در شͽرف پیشرفت های نوزدهم قرن در شد. بزرگ نظریەای سنگ بنای بعد حد،قرن ها به تدریجͬ
سال در بروئر رسید. خود بالندگͬ اوج به ثابت نقطەی نظریەی بیستم قرن در گسترد. نظریه این دوبارەی تولد برای را
باناخ دارد. ثابت نقطەای خودش به nبعدی گوی از پیوسته نگاشت هر که کرد ثابت ͬͺتوپولوژی دیدی با ۱۹۱۱
نظریەی امروزه کرد. بیان انقباضͬ نگاشت های برای را خود مشهور قضیەی نبوغ از کامل فضایی در ۱۹۹۲ سال در
کاربرد فراکتالͬ هندسەی و کامپیوتر علوم و اقتصاد در است، علوم مشترک زبان که خاص ابزار ͷی نه ثابت نقطەی

دارد.
ثابت نقطەی خاصیت ۱ .۱

از C کراندار بستەی محدب ناتھͬ زیرمجموعەی هر برای هرگاه است ثابت نقطەی خاصیت دارای X باناخ فضای
کران دار، مجموعه بەجای کرک ۱۹۶۵ سال در باشد. داشته ثابت نقطەی ͷی T : C → C انقباضͬ خودنگاشت ،X
از مثال هایی l1 و c0 کرد. بیان را ضعیف ثابت نقطەی خاصیت و کرد جایͽزین را ضعیف فشردەی مجموعەی
ضعیف ثابت نقطەی خاصیت هستند. ثابت نقطەی خاصیت بدون ضعیف ثابت نقطەی خاصیت با باناخ فضاهای
داده گسترش چشم گیری بەطور را مسائل حل دامنەی ضعیف) فشردگͬ به نرمͬ (فشردگͬ نیاز مورد شرایط کاهش با

Author Ⅽorresponⅾing*

۱
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ͬ شوند، م آن ͬͺتوپولوژی ͬ های ویژگ یا فضاها هندسͬ ساختار به مربوط عمدتاً که خواصͬ باناخ، فضاهای در است.
این و... غیراکید اوپیال شرط ،WORTH خاصیت ضعیف، متعامد جمله: از ͬ دهند م نتیجه را ثابت نقطەی خاصیت
پوچ دنبالەی هر برای هرگاه است ضعیف متعامد ،E باناخ مشبͺەی شدەاند. بررسͬ نیز باناخ مشبͺەهای در خواص
اوپیال شرط ترتیب (به WORTH خاصیت E باناخ مشبͺەی .∥|xn| ∧ |x|∥ → 0 ،x ∈ E هر E در (xn) ضعیف
(به lim sup ∥xn − x∥ = lim sup ∥xn + x∥ ،x ∈ E و E در (xn) ضعیف پوچ دنبالەی هر برای هرگاه دارد غیراکید)
ضعیف و نرمͬ توپولوژی دو آن در که (خاصیتͬ شور خاصیت با فضا هر .(lim sup

n
∥xn∥ ≤ lim sup

n
∥xn+x∥ ترتیب

.[۳] هست نیز ضعیف متعامد هستند)، یͺسان X روی
خاصیت به مربوط هندسͬ ͬ های ویژگ از بعضͬ و ͬ بریم م کار به را ضعیف p⁃جمع پذیر دنبالەهای بخش این در ما
فضای از (xn) دنبالەی 1 ≤ p < ∞ هر برای که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا ͬ کنیم. م مطالعه را p مرتبەی از ثابت نقطەی
ضعیف p⁃همͽرای را (xn) دنبالەی .(x∗(xn)) ∈ lp ،x∗ ∈ X∗ هر برای اگر است ضعیف p⁃جمع پذیر ،X باناخ
است. X روی ضعیف p⁃جمع پذیر دنبالەهای همەی فضای lwp (X) که ،(xn − x) ∈ lwp (X) هرگاه گوییم x ∈ X به
p⁃همͽرای زیردنبالەی ͷی A در دنباله هر هرگاه دارد نام ضعیف p⁃فشردەی ،X باناخ فضای در A کران دار مجموعەی
مجموعەی ͷی BX بستەی یͺەی گوی اگر است ضعیف p⁃فشردەی ،X باناخ فضای همچنین باشد. داشته ضعیف
انقباضͬ خودنگاشت هر اگر دارد p مرتبەی از ضعیف ثابت نقطەی خاصیت X باناخ فضای باشد. ضعیف p⁃فشردەی

باشد. داشته ثابت نقطەی ͷی است) X از ضعیف p⁃فشردەی محدب  ناتهͬ زیرمجموعەی ͷی) T : K → K

او کرد. بحث ضعیف ثابت نقطەی خاصیت و ضعیف متعامد باناخ مشبͺەهای بین روابط دربارەی [۴] در سیمز
دنبالەای ضعیف پیوستەی مشبͺەای عملͽرهای E آنگاه باشد ترتیبی پیوستەی نرم با باناخ مشبͺەی ͷی E اگر داد نشان
خاصیت ضعیف، متعامد باناخ مشبͺەی هر کرد ثابت نتیجه ͷی عنوان به باشد. ضعیف متعامد اگر تنها و اگر دارد
جالبی معادل سازی های به و دادند گسترش و بهبود را سیمز نتایج [۱] در نویسندگان اخیراً دارد. ضعیف ثابت نقطەی

یافتند. دست

معادل اند: زیر عبارات ،E باناخ مشبͺەی برای .۱ .۱ لم

است. ترتیبی پیوستەی نرم با گسسته E .۱

است. ضعیف متعامد E .۲

محدود E باناخ مشبͺەی از A زیرمجموعەی که ͬ شویم م یادآور اول ͬ رساند. م دیͽری معادل سازی به را ما لم این
باشد. یͺنواخت همͽرای A روی E∗ در (x∗

n) (مجزا) ستاره ضعیف پوچ دنبالەی هر هرگاه گویند محدود) (تقریباً
باشد. محدود تقریباً E در نسبی ضعیف فشردەی مجموعەی هر اگر دارد ضعیف DP ∗ خاصیت E باناخ فضای

معادل اند: زیر عبارات آنگاه باشد باناخ مشبͺەی ͷی E اگر .۲ .۱ قضیه

دارد. شور خاصیت E (آ)

است. ضعیف DP ∗ خاصیت با ضعیف متعامد E (ب)

گسسته باناخ مشبͺەی ͷی l∞ و است ترتیبی پیوستەی نرم با غیرگسسته باناخ مشبͺەی ͷی L1[0, 1] مثال عنوان به
متعامد فضا دو این از ͷهیچ ی که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به است. ترتیبی پیوستەی نرم بدون و σ⁃ددکیند کامل

دارند. را ضعیف DP ∗ خاصیت دو هر ولͬ ندارند را ضعیف ثابت نقطەی خاصیت هیچͺدام پس نیستند ضعیف

۲
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،x ∈ E هر و (xn) ∈ lwp (E) هر برای هرگاه دارد p مرتبەی ضعیف متعامد خاصیت E باناخ مشبͺەی .۳ .۱ تعریف
.∥|xn| ∧ |x|∥ → 0

به نیست. برقرار همواره آن عکس اما هست نیز p مرتبەی از ضعیف متعامد ضعیف، متعامد باناخ مشبͺەی هر
p مرتبەی ضعیف متعامد شور، خاصیت بدون و p مرتبەی شور خاصیت با غیرگسسته باناخ مشبͺەی هر مثال عنوان
نرم بنابراین نیست c0 کپی شامل p مرتبەی شور خاصیت با باناخ مشبͺەی هر زیرا نیست ضعیف متعامد ولͬ هست

دارد. ترتیبی پیوستەی
باناخ مشبͺەی ͷی در مشبͺەای عملͽرهای ͬ کنیم. م یادآوری داریم نیاز آن به بعد قضیەی در که را مفهومͬ حال
گسسته باناخ مشبͺەی هر مثال عنوان به .|xn|

w−→ 0 ،(xn) ∈ lwp (E) هر برای اگر هستند ضعیف دنبالەای p⁃پیوستەی

دارد. ضعیف دنبالەای p⁃پیوستەی مشبͺەای عملͽرهای ترتیبی پیوستەی نرم با

معادل اند: زیر جملات آنگاه باشد باناخ مشبͺەی ͷی E اگر .۴ .۱ قضیه

است. p مرتبەی از ضعیف متعامد E .۱

دارد. ضعیف دنبالەای p⁃پیوستەای محاسبەای عملͽرهای و ترتیبی پیوستەی نرم E .۲

باناخ مشبͺەهای باشد. p مرتبەی ضعیف متعامد و گسسته اگر تنها و اگر است ضعیف متعامد E باناخ مشبͺەی
نیستند. p مرتبەی ضعیف متعامد p ≥ 2 برای اما هستند ۱ مرتبەی ضعیف متعامد ،1 ≤ p < ∞ که lp و c0

بەطوری دارد وجود L1[0, 1] در (rn) ضعیف ۲⁃جمع پذیر رادماچر دنبالەی ͷی شد ذکر قبل مثال در که همان طور
همەی کلͬ بەطور .∥|rn| ∧ |f |∥ = 1 ̸→ 0 که یافت را f ∈ L1[0, 1] عنصر توان مͬ و |rn| = 1 ،n هر برای که
گسستەی AL⁃فضاهای فقط اما دارند). ۱ مرتبەی شور خاصیت (زیرا هستند ۱ مرتبەی ضعیف متعامد AL⁃فضاها

c0 که کنید توجه نیستند. p مرتبەی ضعیف متعامد یͺەی عنصر با AM⁃فضاها از هیچ کدام اما هستند ضعیف متعامد
ترتیبی، پیوستەی نرم با AM⁃فضا هر که نکته این با است. یͺه عنصر بدون و ترتیبی پیوستەی نرم با AM⁃فضا ͷی

داریم: است گسسته

معادل اند: زیر عبارات باشد، AM⁃فضا ͷی یا گسسته باناخ مشبͺەی ͷی E اگر .۵ .۱ گزاره

است. ضعیف باناخ مشبͺەی ͷی E .۱

است. p مرتبەی از ضعیف متعامد باناخ مشبͺەی ͷی E .۲

دارد. ترتیبی پیوستەی نرم E .۳

E باناخ مشبͺەی ͬ کنیم. م معرفͬ را p مرتبەی از ضعیف DP ∗ خاصیت ضعیف، DP ∗ خاصیت با مشابه حال
باشند. محدود تقریباً نسبی ضعیف p⁃فشردەی زیرمجموعەهای همەی اگر دارد p مرتبەی از ضعیف DP ∗ خاصیت
از ضعیف DP ∗ خاصیت شور، خاصیت بدون و p مرتبەی شور خاصیت با گسسته باناخ مشبͺەهای مثال عنوان به

ندارند. ضعیف DP ∗ خاصیت و دارند p مرتبەی

معادل اند: زیر گزارەهای باشد باناخ مشبͺەی ͷی E اگر .۶ .۱ قضیه

دارد. p مرتبەی شور خاصیت E .۱

است. p مرتبەی از ضعیف DP ∗ خاصیت با p مرتبەی ضعیف متعامد باناخ مشبͺەی ͷی E .۲

۳
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ͬ بخشیم. م بهبود را سیمز نتایج ما ادامه در

آنگاه: باشد باناخ مشبͺەی ͷی E اگر .۷ .۱ تعریف

،x ∈ E هر و E در (xn) ضعیف p⁃جمع پذیر دنبالەی هر برای اگر دارد p مرتبەی WORTH خاصیت E .۱
.lim sup

n
∥xn − x∥ = lim sup

n
∥xn + x∥

،x ∈ E هر و E در (xn) ضعیف p⁃جمع پذیر دنبالەی هر برای اگر دارد p مرتبەی غیراکید اوپیال شرط ،E .۲
.lim sup ∥xn∥ ≤ lim sup

n
∥xn + x∥

غیراکید اوپیال (شرط p مرتبەی WORTH خاصیت غیراکید)، اوپیال (شرط WORTH خاصیت با باناخ مشبͺەی هر
(شرط ۱ مرتبەی WORTH خاصیت L1[0, 1] مثال عنوان به نیست. برقرار آن عکس و ͬ دهد م نتیجه را (p مرتبەی از

ندارد. غیراکید) اوپیال (شرط WORTH خاصیت اما دارد (۱ مرتبەی از غیراکید اوپیال

معادل اند: زیر نتایج σ⁃ددکیند کامل گسسته باناخ مشبͺەی هر برای .۸ .۱ نتیجه

دارد. p مرتبەی از WORTH خاصیت E .۱

است. p مرتبەی از ضعیف متعامد خاصیت E .۲

دارد. p مرتبەی از غیراکید اوپیال شرط E .۳

است. ضعیف متعامد E .۴

نتیجەگیری ۲

و باناخ فضاهای در ضعیف ثابت نقطەی خاصیت با ارتباط در متعددی ͬ های ویژگ [۲] در دالبی و سیمز اولین بار
در که هستند ویژگͬ سه غیراکید اوپیال شرط و WORTH خاصیت ضعیف، متعامد کردند. مطالعه باناخ مشبͺەهای
بر علاوه کردیم، معرفͬ را آن ها p نسخەی و خاصیت سه مقاله این در دارند. زیادی اهمیت ثابت نقطەی خاصیت
شده ذکر خواص بررسͬ مقاله این اصلͬ هدف واقع در آوردیم. دست به آن ها از معادل سازی هایی شرایطͬ تحت آن
نسخەهای و ثابت نقطەی خاصیت مطالعەی بود. یͺدیͽر با آن ها ارتباط و ضعیف p⁃جمع پذیر دنبالەهای ͷکم به
باشد. محققان سایر توسط کردن دنبال برای جذابی موضوع ͬ تواند م باناخ مشبͺەهای و باناخ فضاهای در آن مراجعمتفاوت

[1] H. Ardakani, K.Fallahi and S. Rajarzade, weak fixed point property of order p in Banach lattices, Positivity
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[3] K. Goebel and W.A. Kirk, Topics in Metric Fixed Point Theory, Cambridge University press, Cambridge,

1990.

[4] Sims, Brailey. ”Orthogonality and fixed points of nonexpansive maps.” Proc. Centre Math. Anal. Austral.

Nat. Univ. Vol. 20. 1988.
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ثابت نقطەی خاصیت با ارتباط در مختلفͬ ͬ های ویژگ

ایران. تهران، نور، پیام دانشͽاه پایه، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه گروه ریاضͬ، علمͬ هیأت عضو اردکانͬ*، حلیمه

ایران. سنندج، کردستان، دانشͽاه پایه، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروە علمͬ هیئت عضو فلاحͬ*، کمال

ایران. تهران، نور پیام تکمیلͬ تحصیلات مرکز آنالیز، گرایش محض ریاضͬ رشتە دكتری دانشجوی نوروزی*، فاطمه

ardakani@pnu.ac.ir, k.fallahi@uok.ac.ir, fatemehnorouzi7491@student.pnu.ac.ir

در را غیراکید اوپیال شرط و WORTH خاصیت ضعیف، متعامد (مثبت) مجزا نسخەی ما مقاله این در چͺیده:
ͬ گیریم. م نظر در را هستند معادل خواص این آن ها در که باناخͬ مشبͺەهای سپس ͬ کنیم م مطالعه باناخ مشبͺەهای
نرم و WORTH خاصیت غیراکید، اوپیال شرط از ͷی هر آن ها در که ͬ دهیم م ارائه را باناخͬ مشبͺەهای خاص بەطور
را Right توپولوژی ضعیف، توپولوژی جای به ادامه در است. ضعیف متعامد معادل آن ها در بودن ترتیبی پیوستەی
منجر که کرده معرفͬ را غیراکید Right⁃اوپیال شرط و Right-WORTH و Right⁃متعامد مفهوم سه و ͬ کنیم م جایͽزین
مثال هایی و آورده دست به ͷی هر از معادل سازی هایی ͬ شود. م Right توپولوژی به وابسته ثابت نقطەی خاصیت به

ͬ دهیم. م ارائه ͷی هر از
ضعیف. متعامد خاصیت غیراکید، اوپیال شرط ،WORTH خاصیت ضعیف، ثابت نقطەی خاصیت کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

ͬ شود. م شناخته مدرن آنالیز و توپولوژی در مفاهیم کاربردی ترین و زیباترین از ͬͺی عنوان به ثابت نقطەی خاصیت
خودش، به nبعدی بستەی کرەی ͷی از پیوسته تابع هر که کرد ثابت هلندی، شهیر ͬ دان ریاض براوئر ۱۹۱۱ سال در
نقطەی وجود تضمین برای تنهایی به «پیوستگͬ» و «فشردگͬ» که داد نشان قضیه این دارد. ثابت نقطەی ͷی حداقل
را محدب و فشرده مجموعەهای روی پیوسته نگاشت های برای ثابت نقطەی وجود براوئر هستند.قضیەی کافͬ ثابت
نقطەی قضیەی لهستانͬ نابغەی باناخ استفان ۱۹۲۲ سال در ͬ داد. نم ارائه آن یافتن برای روشͬ ولͬ ͬ کرد م تضمین
است. برابر نقطه آن در تابع مقدار با آن مقدار که است نقطەای تابع، ͷی ثابت نقطەی کرد. معرفͬ را باناخ ثابت
هر برای اگر ͬ گوییم م انقباضͬ نگاشت ͷی را T : C → X آن گاه باشد، X باناخ فضای از زیرمجموعه ͷی c اگر
زیرمجموعەی هر برای اگر است ثابت نقطەی خاصیت دارای X باناخ فضای .∥Tx − Ty∥ ≤ ∥x − y∥ ،x, y ∈ C

عبارت که صورتͬ در باشد. ثابت نقطەی T : C → C انقباضͬ خودنگاشت X از C کران دار و بسته محدب ناتهͬ
نقطەی خاصیت دارای X آن گاه باشد، برقرار X از ضعیف فشردەی محدب ناتهͬ زیرمجموعەی هر برای شده ذکر
و c0 فضاهای دارند. ثابت نقطەی خاصیت یͺنواخت محدب فضای هر و هیلبرت فضای هر است. ضعیف ثابت
نرمال، ساختار مانند خاصیت هایی هستند. ثابت نقطەی خاصیت بدون و ضعیف ثابت نقطەی خاصیت دارای l1

ͬ دهند. م تیجه را ضعیف ثابت نقطەی خاصیت شرایطͬ تحت غیراکید اوپیال شرط و ،WORTH ضعیف، متعامد

Author Ⅽorresponⅾing*
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(xn) صفر به همͽرای دنبالەی هر برای اگر دارد غیراکید) اوپیال ترتیب (به WORTH خاصیت X باناخ فضای
و هیلبرت فضاهای .(lim sup ∥xn∥ ≤ lim sup

n
∥xn + x∥) lim sup

n
∥xn − x∥ = lim sup ∥xn − x∥ ،x ∈ X هر و

(فضاهایی شور خاصیت دارای فضاهای و دارند غیراکید اوپیال خاصیت lp(1 ≤ p < ∞) دنبالەی فضاهای همین طور
در خاصیت ها این دارند. WORTH خاصیت هست) نیز پوچ نرم دنبالەی ͷی آن ها در ضعیف پوچ دنبالەی هر که

.[۴] شدەاند مطالعه و بررسͬ نیز باناخ مشبͺەهای

ثابت نقطەی خاصیت با ارتباط در متفاوتͬ ͬ های ویژگ ۲

ضعیف متعامد خاصیت باناخ، مشبͺەهای در ضعیف پوچ دنبالەهای از استفاده با [۱] در دالبی و سیمز بار اولین
نام ضعیف متعامد E باناخ مشبͺەی دارد. ضعیف ثابت نقطەی خاصیت با ͬͺنردی بسیار ارتباط که کردند معرفͬ را
که گرفت نتیجه سیمز همچنین .∥|xn| ∧ |x|∥ → 0 ،x ∈ E هر و E در (xn) ضعیف پوچ دنبالەی هر برای اگر دارد
دنبالەی ͬ شویم م یادآور است. فشرده ترتیبی بازەی هر ترتیبی، پیوستەی نرم با ضعیف متعامد باناخ مشبͺەی هر در
است مثبت دنبالەای (xn) همچنین .|xn| ∧ |xm| = 0 ،n ̸= m هر برای هرگاه دارد نام مجزا E باناخ مشبͺەی در (xn)

.xn ≥ 0 ،n هر برای اگر

(مثبت) مجزا ضعیف پوچ دبنالەی هر برای هرگاه است (مثبت) مجزا ضعیف متعامد ،E باناخ مشبͺەی .۱ .۲ تعریف
.∥|xn| ∧ |x|∥ → 0 ،x ∈ E هر و E در (xn)

مثال عنوان به نیست. برقرار آن عکس اما است (مثبت) مجزا ضعیف متعامد ضعیف، متعامد باناخ مشبͺەی هر
نیست. ضعیف متعامد اما است ترتیبی پیوستەی نرم L1[0, 1]

است: سودمند زیر معادل سازی

معادل اند: زیر گزارەهای E باناخ مشبͺەی برای [۲] .۲ .۲ قضیه

است. ترتیبی پیوستەی نرم با گسسته E .۱

است. ضعیف متعامد باناخ مشبͺەی ͷی E .۲

،E باناخ مشبͺەی .۳ .۲ تعریف

هر و E در (xn) (مثبت) مجزا ضعیف پوچ دنبالەی برای هرگاه دارد (مثبت) مجزا غیراکید اوپیال شرط .۱
.lim sup

n
∥xn∥ ≤ lim sup

n
∥xn + x∥ ،0 ̸= x ∈ E

هر و E در (xn) (مثبت) مجزا ضعیف پوچ دنبالەی هر برای هرگاه دارد (مثبت) مجزا WORTH خاصیت .۲
lim sup ∥xn − x∥ = lim sup

n
∥xn + x∥ ،x ∈ E

مجزا غیراکید اوپیال شرط l∞ باناخ مشبͺەی دارد. را غیراکید اوپیال شرط ضعیف متعامد باناخ مشبͺەی هر
∥en∥ = 1 ،n هر برای و است (مثبت) مجزا ضعیف پوچ دنبالەی ͷی l∞ در (en) استاندارد پایەی زیرا ندارد (مثبت)

.1 = lim sup
n

∥en∥ > lim sup
n

∥en + x∥ که دارد وجود x ∈ l∞ عضو و
ͬ کند: م بیان را (مثبت) مجزا غیراکید اوپیال شرط و ترتیبی پیوستەی نرم بودن معادل برای کافͬ شرط زیر قضیەی

معادل اند: زیر عبارات ،E σ⁃ددکیند کامل باناخ مشبͺەی هر برای .۴ .۲ قضیه

دارد. ترتیبی پیوستەی نرم E .۱

۲
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دارد. (مجزا) مثبت غیراکید اوپیال شرط E .۲

ولͬ دارد نیز را (مثبت) مجزا غیراکید اوپیال شرط آن گاه باشد داشته غیراکید اوپیال شرط E باناخ مشبͺەی اگر
حالͬ در دارد (مثبت) مجزا غیراکید اوپیال شرط 1 ≤ p < ∞ برای Lp[0, 1] مثال عنوان به نیست. برقرار آن عکس

دارد. غیراکید وپیال شرط L2[0, 1] فقط که
ͬ دهد. م نشان را معادل اند ترتیبی پیوستەی نرم با شده ذکر خواص آن تحت که کافͬ شرط زیر قضیەی

معادل اند: زیر نتایج ،E σ⁃ددکیند باناخ مشبͺەی هر برای .۵ .۲ قضیه

دارد. ترتیبی پیوستەی نرم E .۱

است. (مثبت) مجزا ضعیف متعامد E .۲

دارد. (مثبت) مجزا WORTH خاصیت E .۳

دارد. (مثبت) مجزا غیراکید اوپیال شرط E .۴

آخر قضیەی ͬ دهد م نتیجه را ضعیف ثابت نقطەی خاصیت غیراکید اوپیال شرط آیا که پرسید را سوال این سیمز
ͬ دهد. م نشان امر این برای را شرایطͬ قبلͬ نتایج از خلاصەای عنوان به بخش این

معادل اند: زیر عبارات σ⁃ددکیند گسسته باناخ مشبͺەی هر برای .۶ .۲ قضیه

دارد. ترتیبی پیوستەی نرم E .۱

است. ضعیف متعامد E .۲

دارد. WORTH خاصیت E .۳

دارد. غیراکید اوپیال شرط E .۴

Right-WORTH Right⁃متعامد، مفاهیم و ͬ کنیم م جایͽزین را Right توپولوژی ضعیف، توپولوژی جای به ادامه در
روی یͺنواخت همͽرای توپولوژی توپولوژی، ͬͺم ͬ کنیم م یادآوری ͬ کنیم. م معرفͬ را Right غیراکید اوپیال شرط و
Right توپولوژی کنیم تحدید X به را توپولوژی این چنانچه است X∗ روی σ(X∗, X∗∗) نسبی فشردەی زیرمجموعەهای
τ(X∗∗, X∗) ͬͺم توپولوژی تحدید از که است محدب موضعاً توپولوژی ͷی Right توپولوژی واقع در ͬ آید. م دست به
نرم زیرمجموعەی ͷی A اگر ͬ کنیم. م یادآوری را نیاز مورد مفاهیم از بعضͬ مطالعه این در ͬ آید. م دست به X به
ͷی A آن گاه lim

n→∞
sup
a∈A

| < a, x∗
n > | = 0 ،X∗ در (x∗

n) ضعیف پوچ دنبالەی هر برای که بەطوری باشد X کران دار

آنگاه باشد، نسبی فشردەی دانفورد⁃پتیس مجموعەی هر X باناخ فضای در اگر است. دانفورد⁃پتیس زیرمجموعەی
دارد. (DPrcP ) نسبی فشردەی دانفورد⁃پتیس خاصیت X

−Right دنبالەی هر برای اگر هستند ضعیف دنبالەای Right⁃پیوستەی E باناخ مشبͺەی در مشبͺەای عملͽرهای
دارای ترتیبی، پیوستەی نرم با گسسته باناخ مشبͺەی هر مثال بەعنوان باشد. ضعیف پوچ (|xn|) ،E در (xn) پوچ

است. ضعیف دنبالەای Right⁃پیوستەی مشبͺەای عملͽرهای

معادل اند: زیر عبارات باشد، باناخ مشبͺەی ͷی E اگر [۲] .۷ .۲ قضیه

است. Right⁃متعامد E .۱

۳
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دارد. ضعیف دنبالەای Right⁃پیوسته مشبͺەای عملͽرهای و ترتیبی پیوستەی نرم E .۲

هر از T : K → K خودنگاشت هر برای اگر دارد Right ثابت نقطەی خاصیت E باناخ مشبͺەی .۸ .۲ تعریف
باشد. داشته ثابت نقطەی ͷی E از K Right⁃فشرده محدب غیرتهͬ زیرمجموعەی

و نسبی ضعیف فشردەی اگر تنها و اگر گویند Right⁃فشرده را X باناخ فضای از A کران دار نرم زیرمجموعەی
دارد Right ثابت نقطەی خاصیت ضعیف، ثابت نقطەی خاصیت با باناخ فضای هر ازاین رو باشد. دانفورد⁃پتیس

نیست. برقرار آن برعکس اما

آن گاه باشد باناخ مشبͺەی ͷی E اگر .۹ .۲ تعریف

،x ∈ E هر و E در (xn) Right⁃پوچ دنبالەی هر برای هرگاه دارد WORTH-Right خاصیت E .۱
.lim sup

n
∥xn − x∥ = lim sup

n
∥xn + x∥

،x ∈ E هر و E در (xn) Right⁃پوچ دنبالەی هر برای هرگاه دارد Right غیراکید اوپیال شرط E .۲
.lim sup

n
∥xn∥ ≤ lim sup

n
∥xn + x∥

اوپیال شرط ترتیب (به WORTH-Right خاصیت (1 < p < ∞) Lp[0, 1] بازتابی فضاهای همەی مثال عنوان به
دارد. غیراکید) اوپیال شرط ترتیب (به WORTH خاصیت L2[0, 1] تنها ولͬ دارند (Right غیراکید

ͬ کند. م بیان را خواص این بین ارتباط زیر قضیەی
ͬ کند: م تصمین را قبل قضیەی خواص بودن معادل زیر شرط

نتیجەگیری ۳

باناخ فضاهای در که غیراکید اوپیال شرط و WORTH خاصیت ضعیف، متعامد (مثبت) مجزا نسخەهای مقاله این در
دادیم. ارائه آن ها از معادل سازی شرایطͬ تحت همچنین شدند. معرفͬ نیز باناخ مشبͺەهای در بودند شده معرفͬ
مطالعه توپولوژی این با را خاصیت ها این و کرده جایͽزین را Right توپولوژی ضعیف، توپولوژی بەجای همچنین
ثابت نقطەی خاصیت با ارتباط در دالبی و سیمز نتایج توسعەی و بهبود مقاله این هدف واقع در کردیم. بررسͬ و

است. ضعیف
مراجع

[1] Dalby, Tim, andBrailey Sims. ”Banach lattices and theweak fixed point property.” Proceedings of the Seventh

lntemational Conference on Fixed Point Theory and its Applications, Guanajuato, Mexico. 2005.

[2] Fallahi, K., H. Ardakani, and S. Rajavzade. ”Weak fixed point property for a Banach lattice of some compact

operator spaces.” Positivity 27.1 (2023): 16.

[3] Fallahi, K., H. Ardakani, and S. Rajavzade. ”Right fixed point property in Banach lattices.” Fixed Point

Theory 26.1 (2025).

[4] K. Goebel and W.A. Kirk, Topics in Metric Fixed Point Theory, Cambridge University press, Cambridge,

1990.

[5] B. Sims, A class of spaces with weak normal structure, Bull. Austral. Math, Soc. 50 (1994), 523-525.
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وجود جواب های کارا و بررسی خواص توپولوژیک آن  
 برای سیستم های تعمیم یافته 

 m.r.math@iau.ac.ir؛ واحد ملایر، دانشگاه آزاد اسلامی، ملایر، ایرانضی، ا ریگروه  یعلمئتیه عضو  ،1محمد رحیمی 
 

معرفی سیستم های تعمیم یافته از مسایل تعادل برداری آغاز می کنیم و به بررسی جواب های کارای آن    را بااین مقاله    چکیده:
نشان می دهیم که تحت شرایط مناسب، مجموعه جواب    و در نهایت  یک قضیه چگال بودن ارایه می کنیم  می پردازیم. سپس

و از آن همبندی مجموعه جواب های کارا را نتیجه می   های کارای مثبت سره در مجموعه جواب های کارا چگال است
 گیریم.

 
نیم پیوسته پایینی، نقاط درونی، سیستم های تعمیم  -Cفضای برداری توپولوژیک، جواب های کارا،    کلمات کلیدی:

 .یافته

 . مقدمه1
مساله تعادل یکی از مسایل مهم در آنالیز غیر خطی است که در زمینه های مختلفی از جمله اقتصاد، شیمی، فیزیک  

نامساوی تغییراتی برداری را برای تابع های مجموعه مقدار   1980و ... کاربرد دارد. جیانسی برای اولین بار درسال  
عد از دو دهه، نامساوی تغییراتی برداری و کاربردهای آن مورد  در فضای برداری اقلیدسی با بعد متناهی بیان کرد. ب

مدل های مختلف جواب های کارا در   2001و    2000علاقه و بررسی افراد بسیاری قرار گرفت. گانگ در سال های 
همبندی و بسته بودن مجموعه جواب های قوی مسایل تعادل    2006فضای موضعا محدب را معرفی کرد و در سال  

گانگ و یائو مسایل تعادل برداری در فضای موضعا   2008را در فضای موضعا محدب بررسی کرد. در سال برداری 
یافته نامیدند، بررسی کردند و نشان دادند که مجموعه جواب های کارا در  آنها را سیستم های تعمیم  محدب که 

 سیستم های تعمیم یافته، محدب می باشند.  
سیستم های تعمیم یافته از مسایل تعادل برداری آغاز می کنیم و به بررسی جواب های کارای  در این مقاله، کار را با  

یک قضیه چگال بودن ارایه  . سپس  و تعاریف جدیدی را برای دوتابعی ها در این فضا ارایه می کنیم  آن می پردازیم
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نشان می دهیم که تحت شرایط مناسب، مجموعه جواب های کارای مثبت سره در مجموعه    و در نهایت  می کنیم
 جواب های کارآمد چگال است و از آن همبندی مجموعه جواب های کارا را نتیجه می گیریم.

 تعاریف و مفاهیم اولیه 2
را فضای دوگان توپولوژیکی    Y*فضاهای برداری توپولوژیکی هاسدورف حقیقی می باشند.     Yو    Xدر کل این مقاله،  

Y    وC    را یک مخروط محدب بسته راسی درY    نظر می گیریم. مخروطC    یک ترتیب جزیی درY    با تعریف زیر
 ایجاد میکند:

x ≤ y ↔ y-x ∈C 
درون    C∈: f(y) > 0, y *Y∈f  ={#C\{ {0}باشد،   Cدوگان مخروط  f *C }=∋C }∈: f(y) > 0, y *Y فرض کنید 

زیرمجموعه ناتهی    . D }∈0, d ≥ : t ={ td cone(D)داشته باشیم :  Yاز  Dو برای زیرمجوعه ناتهی  C*نسبی 
 .   C = cone(M)گوییم هرگاه  Cرا یک پایه از  Cاز مخروط محدب   Mمحدب 

را    A∈xیک تابع مجموعه مقدار باشد. بردار  Y2 →A×F : A\}∅{و   Xیک زیر مجموعه ناتهی از  Aفرض کنید 
.مجموعه جواب های کارا  C\{0}متعلق نباشد به   F(x,y)داشته باشیم  y ∈Aیک جواب کارا گوییم هرگاه برای هر 

 نشان می دهیم.  V( A, F)را با    

   F(x,y)داشته باشیم  y ∈Aرا یک جواب کارای ضعیف گوییم هرگاه برای هر  x ∈Aناتهی باشد بردار  int Cاگر 
 نشان می دهیم. WV(A, F )مجموعه جواب های کارای ضعیف را با   . - int Cمتعلق نباشد به 

داشته    A∈ yجواب کارا گوییم هرگاه برای هر -fرا یک   A∈ xباشد دراینصورت بردار   C∈ f *\{0}فرض کنید 
 نشان می دهیم. fV(A, F )جواب های کارا را با  -fمجموعه .   f(F(x,y))≤  0باشیم 

داشته باشیم   A∈yموجود باشد که برای هر   C∈ f#را یک جواب کارای سره مثبت گوییم هرگاه   A∈xبردار 
f(F(x,y)) ≥ 0 

  ناتهی باشد آنگاه int C: اگر   1.2گزاره 
( A, F)WV⊂ ⋃ Vf( A, F) f ϵ 𝐶∗ \{0} ( A, F)     ,    WV⊂ V( A, F)  

 

 مجموعه ای محدب است. در اینصورت x ∈A  ،F(x+A)+Cو برای هر  ناتهی باشد int C: فرض کنید  2.2 لم
⋃ Vf( A, F) f ϵ 𝐶∗\{0} ( A, F) = WV 

 

→ F: Kت است. نگاش  Eیک زیرمجموعه از فضای برداری توپولوژیک  K فرض کنید:  3.2تعریف  2𝐾   را یک
 داشته باشیم:   K}  n, …, x 2, x 1{x ⊃نامیم هرگاه برای هر  KKMنگاشت 

 ⋃  𝐹(𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )⊂}  n, …, x 2, x 1{xco 

→ F: Kو نگاشت  است Xفضای برداری توپولوژیک از  یک زیرمجموعه Kفرض کنید :  4.2 لم 2𝑋   یک نگاشت
KKM  با   مقادیر بسته درK  است. همچنین فرض کنید زیرمجموعه ناتهی، فشرده و محدبB  ازK  موجود است

⋂به طوری که    𝐹(𝑥)𝑥∈𝐾  فشرده است. در اینصورت ⋂ 𝐹(𝑥)𝑥∈𝐾 ≠  ∅ 
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های   3 برای سیستم  آن  توپولوژیکی  و خواص  های کارا  وجود جواب 
 تعمیم یافته

 در این بخش ما به مطالعه وجود و یکتایی جواب های کارا برای دوتابعی ها در فضای برداری توپولوژیک می پردازیم. 
:𝜑فرض کنید  :    1.3  گزاره 𝐴 × 𝐴 → 𝑌    اگر باشد.  نگاشت  هر -Cنگاشتی    𝜑یک  برای  آنگاه  باشد  یکنوا 

f ϵ 𝐶∗ \{0}   ،𝜑fo  نگاشتی+R-.یکنواست 
→Aفرض کنید:  2.3  لم 𝑌  𝜑 →G : Aیک نگاشت است و   ∶ 2𝑌  :را به صورت زیر تعریف کنیم 

∀ 𝑥 ∈ 𝐴 , 𝐺(𝑥) =  𝜑(𝑥) − 𝐶 
 نیم پیوسته پایینی است. -𝜑  ،Cنیم پیوسته پایینی است اگر و تنها اگر   Gدر اینصورت 

 
𝐴فرض کنید  :  3.3 گزاره → 𝑌  𝜑  نیم پیوسته پایینی باشد آنگاه-𝜑  ،Cو  f ϵ 𝐶∗ \{0}یک نگاشت است. اکر   ∶

fo𝜑 ∶ 𝐴 → 𝑅 .نیم پیوسته پایینی است 
 

𝐴فرض کنید  :  4.3 گزاره → 𝑌  𝜑  نیم پیوسته بالایی باشد آنگاه-𝜑  ،Cو  f ϵ 𝐶∗ \{0}یک نگاشت است. اکر   ∶
fo𝜑 ∶ 𝐴 → 𝑅 .نیم پیوسته بالایی است 

 
𝐴فرض کنید  :  5.3نکته  → 𝑌  𝜑  محدب باشد آنگاه -𝜑  ،Cو  f ϵ 𝐶∗ \{0}یک نگاشت است. اکر   ∶

𝜑 ∶ 𝐴 → 𝑅fo  نگاشتی ،+R- .محدب است 
𝐴یک فضای موضعا محدب و  Yفرض کنید :  6.3گزاره  → 𝑌  𝜑  f ϵ 𝐶∗ \{0}یک نگاشت است. اگر برای هر   ∶

 ،𝜑fo  یک نگاشت+R-  محدب باشد آنگاه𝜑  نگاشتیC-.محدب است 
:𝜑یک مجموعه محدب و ناتهی است و    A ⊂ Xفرض کنید  :    7.3  لم 𝐴 × 𝐴 → 𝑌    و𝜓: 𝐴 × 𝐴 → 𝑌   دو نگاشت

 باشند. همچنین فرض کنید شرایط زیر برقرار است: 
,y ∈A   ،𝜓(𝑥برای هر -1 𝑦) + 𝜑(𝑥, 𝑦)  نگاشتیC-( نیم پیوسته بالایی(-C) -در  نیم پیوسته پایینی )x  .است 
,x ∈A     ،𝜓(𝑥برای هر -2 𝑥) + 𝜑(𝑥, 𝑥) = 0 . 
,x ∈A   ،𝜓(𝑥برای هر  -3 𝑦) + 𝜑(𝑥, 𝑦)    نگاشتیC-در  محدبy  .است 
𝐴یکنوای قوی روی  -𝜓  ،cو   𝜑نگاشت های  -4 × 𝐴  .باشند 
 موجودند به طوری که Aاز  Dو زیرمجوعه فشرده  Bزیرمحوعه محدب، فشرده و ناتهی -5

∀𝑦 ∈ 𝐴\𝐷 , ∃𝑥 ∈ 𝐵: 𝜓(𝑥, 𝑦) + 𝜑(𝑥, 𝑦) ∈ −𝑖𝑛𝑡 𝐶  
 

 مجموعه ای تک عضوی، محدب و فشرده است که  f ϵ 𝐶∗ \{0𝑌∗}  ،( A, F)fVدراینصورت برای هر  
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝐹(𝑥, 𝑦) =  𝜓(𝑥, 𝑦) + 𝜑(𝑥, 𝑦)  

:𝜑یک مجموعه محدب، فشرده و ناتهی است و   A ⊂ Xفرض کنید :  8.3قضیه  𝐴 × 𝐴 → 𝑌   و𝜓: 𝐴 × 𝐴 → 𝑌 
 دو نگاشت باشند. همچنین فرض کنید شرایط زیر برقرار است: 

,y ∈A   ،𝜓(𝑥برای هر  -1 𝑦) + 𝜑(𝑥, 𝑦)   نگاشتیC-( نیم پیوسته بالایی(-C) -در   نیم پیوسته پایینی )x   .است 

,x ∈A     ،𝜓(𝑥برای هر   -2 𝑥) + 𝜑(𝑥, 𝑥) = 0. 

,x ∈A   ،𝜓(𝑥برای هر  -3 𝑦) + 𝜑(𝑥, 𝑦)   نگاشتیC-در  محدبy  .است 

𝐴یکنوای قوی روی -𝜓   ،cو   𝜑نگاشت های   -4 × 𝐴  .باشند 
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5-  𝜑(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝐴 } D={   و𝜓(𝐴 × 𝐴)  زیرمجموعه های کراندار ازY  .باشند 

6- ≠ ∅#, C ≠ ∅Int C   
 آنگاه  

⋃ Vf( A, F) 
𝑓∈𝐶#

⊂ 𝑉(𝐴, 𝐹)  ⊂ 𝑐𝑙(⋃ Vf( A, F)
𝑓∈𝐶#

) 

 که

 
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝐹(𝑥, 𝑦) =  𝜓(𝑥, 𝑦) + 𝜑(𝑥, 𝑦)  

 

 همبند است.   V(A,F)باشند.در اینصورت    8.3مانند قضیه    Fو    𝜓و    𝜑و    Cو    Aو    Yو    Xفرض کنید  :    9.3  گزاره

 نتیجه گیری 4
در مجموعه  تحت شرایط مناسب، مجموعه جواب های کارای مثبت سره  تعمیم یافتههای سیستم در  دادیمنشان در این مقاله 

 و از آن همبندی مجموعه جواب های کارا را نتیجه می گیریم.   جواب های کارا چگال است

 مراجع  5
[1] Y.H.Cheng,On the connectedness of the solutions etforthe weak vector variationalin equality, 

Journal of Mathematical Analysis and Applications 260 (2001) 1–5.. 
 

[2] F. Giannessi, Theorem of the alternative, quadratic programs, and complementarity problems, 
Cottle, R. W. Giannessi and F. Lions, J.L. (eds.) Variational Inequalities and Complementarity 
Problems, Wiley, New York, (1980), 151–186. 

 
[3] X.H. Gong, Efficiency and Henig efficiency for vector equilibrium problems, Journal of 

Optimization Theory and Applications 108 (2001)139–154. 
 

[4] X.H. Gong, Strong vector equilibrium problems, Journal of Global Optimization Theory 
36(2006) 339–349. 

 
[5] X.H. Gong, W.T. Fu, W. Liu, Super efficiency for a vector equilibrium in locally convex 

topological vector spaces. In: Giannessi, F. (ed.) Vector Variational Inequalities and Vector 
Equilibria: Mathematical Theories, pp. 233–252. Kluwer, Dordrecht (2000). 

 
[6] X.H. Gong, J.C. Yao, Connectedness of the set of efficient solutions for generalized systems, 

Journal of optimization 138 (2008) 189–196. 
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 وجود جواب برای مسایل تعادل برداری تعمیم یافته  

 m.r.math@iau.ac.irواحد ملایر، دانشگاه آزاد اسلامی، ملایر، ایران؛ ضی، ا ریگروه  علمیهیئتعضو  ،1محمد رحیمی 
 

معرفی مسائل تعادل برداری تعمیم یافته و مسائل برداری تعمیم یافته قوی برای دوتابعی های چند    این مقاله را با  چکیده:
مقداری آغاز می کنیم سپس نشان می دهیم که مجموعه جواب آنها ناتهی، محدب و فشرده است. نهایتا، با استفاده از نتایج به  

 یم یافته دارای جواب می باشند.   دست آمده، نشان می دهیم مسائل نامساوی تغییراتی ضمنی تعم 
 
 

 شبه یکنوا .-Cپیوسته علامتی بالایی،  -KKM  ،Cمسائل تعادل برداری تعمیم یافته، نگاشت  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
مساله تعادل یکی از مسایل مهم در آنالیز غیر خطی است که در زمینه های مختلفی از جمله اقتصاد، شیمی، فیزیک  

نامساوی تغییراتی برداری را برای تابع های مجموعه مقدار   1980و ... کاربرد دارد. جیانسی برای اولین بار درسال  
عد از دو دهه، نامساوی تغییراتی برداری و کاربردهای آن مورد  در فضای برداری اقلیدسی با بعد متناهی بیان کرد. ب

فنگ به مطالعه نامساوی تغییراتی برداری ضمنی با توابع    2005سال   در علاقه و بررسی افراد بسیاری قرار گرفت.
    .چند مقداری در فضاهای باناخ پرداخت و وجود جواب را ثابت کرد

معرفی مسائل تعادل برداری تعمیم یافته و مسائل برداری تعمیم یافته قوی برای دوتابعی های چند  در این مقاله، کار را با  
مقداری آغاز می کنیم سپس نشان می دهیم که مجموعه جواب آنها ناتهی، محدب و فشرده است. نهایتا، با استفاده از نتایج به  

 یم یافته دارای جواب می باشند.   دست آمده، نشان می دهیم مسائل نامساوی تغییراتی ضمنی تعم 

 تعاریف و مفاهیم اولیه 2
 مجموعه ای محدب و ناتهی،  K ⊂ Xفضاهای برداری توپولوژیکی هاسدورف،   Yو  Xدر کل این مقاله،  

 C : K→ 2𝑌    .نگاشت چند مقداری با مقادیر مخروطی بسته، راسی و محدب باشندL(X,Y)   را نیز فضای تمام
,x ∈ X   ،l ∈ L(X,Y)    ،〈𝑙بگیرید و برای هر    Yبه    Xتوابع پیوسته از   𝑥〉    را مقدارl    درx  .همچنین   درنظر میگیریم
K→ L(X, Y)   𝑇 →C : Kو  ∶ K دو نگاشت و F: K × K → 2Y  .را یک نگاشت چند مقداری فرض می کنیم 
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:Fفرض کنید  :    1.2تعریف   K × K → 2Y    یک دوتابعی چند مقداری است. تابعF    دارای ویژگیC-    پیوسته علامتی
 است هرگاه: بالایی

 داشته باشیم:  x , y ∈ Kنوع اول : اگر برای هر 
F((1-t)x+ty, y) ∩ 𝐶((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≠ ∅ , ∀𝑡 ∈ ]0,1[ ⇛ 𝐹(𝑥, 𝑦) ∩ 𝐶(𝑥) ≠ ∅ 

 
 داشته باشیم:  x , y ∈ Kنوع دوم : اگر برای هر 

F((1-t)x+ty, y) ⊈ - int 𝐶((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦)  , ∀𝑡 ∈ ]0,1[ ⇛ 𝐹(𝑥, 𝑦) ⊈ −𝑖𝑛𝑡 𝐶(𝑥) 
 

:Fفرض کنید  :2.2 تعریف K × K → 2Y  یک نگاشت چند مقداری است. دراینصورت نگاشتF  : 
 داشته باشیم:  x , y ∈ Kشبه یکنوای قوی است هرگاه برای هر -Cالف(دارای ویژگی 

F(x,y) ⊈ - int 𝐶(𝑥)    ⇛     𝐹(𝑦, 𝑥) ⊂ − 𝐶(𝑦) 
 داشته باشیم:  x , y ∈ Kشبه یکنوا است هرگاه برای هر -Cدارای ویژگی  ب(

F(x,y) ⊈ - 𝐶(𝑥)\{0}     ⇛   𝐹(𝑦, 𝑥) ⊂ − 𝐶(𝑦) 
 شبه یکنوا نیز است.-Cشبه یکنوای قوی باشد آنگاه -F  ،Cاگر :  3.2نکته 

 مسائل تعادل برداری تعمیم یافته برای دوتابعی های چند مقداری 3
 

:Fنگاشت دوتایی چند مقداری  :    1.3تعریف   K × K → 2Y   را در نظر بگیرید. مسئله تعادل بردرای تعمیم یافته
که به طور اختصار     F(x,y) ⊈ - int 𝐶(𝑥)داشته باشیم:    y ∈ Kبه طوری که برای هر    x ∈ Kعبارت است پیدا کردن  

 نشان می دهیم.  GVEPبا 
داشته باشیم:    y ∈ Kبه طوری که برای هر    x ∈ Kمسئله تعادل بردرای تعمیم یافته قوی عبارت است پیدا کردن   

F(x,y) ⊈ - 𝐶(𝑥)\{0}    که به طور اختصار باGSVEP .نشان می دهیم 
 است.  GVEP، یک جواب  GSVEPواضح است که هر جواب 

 
 فرض کنید شرایط زیر برقرار است:  :  2.3قضیه 
1- F  نگاشتیC-شبه یکنوا است. 
∩ x ∈ K  ،F(x,x)برای هر   -2 𝐶(𝑥) ≠ ∅ . 
3- F نگاشتی  C-  پیوسته علامتی بالایی نوع اول است. 
 محدب است  z → F(x,z)ثابت، نگاشت  x ∈ Kبرای هر   -4
 نسبت به مولفه دوم نیم پیوسته پایینی است.  Fنگاشت  -5
متعلق  x که برای هر   موجود باشند  Kاز    Dزیرمجموعه محدب، فشرده و ناتهی   وK از    Bزیرمجموعه فشرده و ناتهی   -6

,𝐹(𝑦د است به طوریکه  وجوم x ∈ Dیک  K\Bبه  𝑥) ⊈ − 𝐶(𝑥) 
 ناتهی، فشرده و محدب است.  GSVEPآنگاه مجموعه جواب 

 
 فرض کنید شرایط زیر برقرار است:  :  3.3قضیه 
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1- F  نگاشتیC-.شبه یکنوای قوی است 
 x ∈ K  ،F(x,y) ⊈ - int 𝐶(𝑥)برای هر   -2
3- F نگاشتی  C-پیوسته علامتی بالایی نوع دوم است. 
 محدب است  z → F(x,z)ثابت، نگاشت  x ∈ Kبرای هر   -4
 نسبت به مولفه دوم نیم پیوسته پایینی است.  Fنگاشت  -5
 برای هر  موجود باشند که    Kاز    Dو زیرمجموعه محدب، فشرده و ناتهی    K از    Bزیرمجموعه فشرده و ناتهی   -6

x متعلق بهK\B  یکx ∈ D   موجود است به طوریکه𝐹(𝑦, 𝑥) ⊈ − 𝐶(𝑥) 
 ناتهی، فشرده و محدب است.  GVEPآنگاه مجموعه جواب 

 کاربرد  4
در این قسمت، کاربرد نتایج بخش قبل را در وجود جواب مسائل نامساوی تغییراتی برداری ضمنی تعمیم یافته بیان  

 می کنیم.
 مسئله نامساوی تغییراتی برداری ضمنی تعمیم یافته عبارت است از :  : 1.4 تعریف

,C(u)\{0}   〈𝐴(𝑢- ⊉ داشته باشیم: v ∈ Kبه طوری که برای هر  u ∈ Kپیدا کردن   -1 𝑢), 𝐺(𝑢, 𝑣)〉 
,int C(u)     〈𝐴(𝑢- ⊉ داشته باشیم: v ∈ Kبه طوری که برای هر  u ∈ Kپیدا کردن   -2 𝑢), 𝐺(𝑢, 𝑣)〉 
 

 فرض کنید شرایط زیر برقرار باشد::  2.4قضیه 
,𝐴(𝑥〉نگاشت   -1 𝑦), 𝐺(𝑥, 𝑦)〉 (x,y) →  ،C- .شبه یکنوا و پیوسته علامتی بالایی نوع اول است 
,x ∈ K   ،〈𝐴(𝑥برای هر   -2 𝑥), 𝐺(𝑥, 𝑥)〉  ∩ 𝐶(𝑥)  ≠ ∅ . 
,x ∈ K  ،y → 〈𝐴(𝑥برای هر   -3 𝑦), 𝐺(𝑥, 𝑦)〉  نگاشتیC-و نیم پیوسته پایینی است. محدب 
 xموجود باشند که برای هر  Kاز  Dو زیرمجموعه محدب، فشرده و ناتهی   K از  Bزیرمجموعه فشرده و ناتهی   -4

∈ K\B  یکx ∈ D  موجود است به طوریکهF(y,x)= 〈𝐴(𝑦, 𝑦), 𝐺(𝑦, 𝑥)〉 ⊈ −C(x)   . 
 ( ناتهی، محدب و فشرده است. 1مسئله نامساوی تغییراتی برداری ضمنی تعمیم یافته )آنگاه مجموعه جواب 

 
 فرض کنید شرایط زیر برقرار باشد:: 3.4قضیه 

,𝐴(𝑥〉نگاشت   -1 𝑦), 𝐺(𝑥, 𝑦)〉 (x,y) →  ،C- .شبه یکنوای قوی و پیوسته علامتی بالایی نوع دوم است 
,x ∈ K   ،〈𝐴(𝑥برای هر   -2 𝑥), 𝐺(𝑥, 𝑥)〉 ⊈ −𝑖𝑛𝑡𝐶(𝑥)  . 
,x ∈ K  ،y → 〈𝐴(𝑥برای هر   -3 𝑦), 𝐺(𝑥, 𝑦)〉  نگاشتیC-و نیم پیوسته پایینی است. محدب 
 xموجود باشند که برای هر  Kاز  Dو زیرمجموعه محدب، فشرده و ناتهی   K از  Bزیرمجموعه فشرده و ناتهی   -4

∈ K\B  یکx ∈ D  موجود است به طوریکهF(y,x)= 〈𝐴(𝑦, 𝑦), 𝐺(𝑦, 𝑥)〉 ⊈ −C(x)   . 
 ( ناتهی، محدب و فشرده است. 2مسئله نامساوی تغییراتی برداری ضمنی تعمیم یافته )آنگاه مجموعه جواب 

 

 جه گیرینتی 5
رفی  معمسائل تعادل برداری تعمیم یافته و مسائل برداری تعمیم یافته قوی برای دوتابعی های چند مقداری  تدااب در این مقاله

که مجموعه جواب آنها ناتهی، محدب و فشرده است. نهایتا، با استفاده از نتایج به دست آمده، نشان  م  دادیسپس نشان    نمودیم
 .مسائل نامساوی تغییراتی ضمنی تعمیم یافته دارای جواب می باشند دادیم
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غیرخطͬ سیستم های برای گردان جایͽزینͬ قضیه از تعمیم هایی
مجموعەای قید شامل

* بفرویی کاظمͬ فهیمەالسادات

ایران تهران، ،۳۶۹۷ −۱۹۳۹۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، دکتری دانشجوی
f.saⅾat.kazeⅿi@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

این ͷکلاسی شͺل دارد. اختصاص گردان جایͽزینͬ قضیه از مختلفͬ تعمیم های به مقاله این اصلͬ هدف چͺیده:
زیرخطͬ سیستم های به خطͬ سیستم های از قضیه این گسترش ما هدف است. شده بیان خطͬ سیستم های برای قضیه
بر را خود احͺام ͬ کنیم. م تحمیل سیستم به هم مجموعەای قید ͷی خود، نتایج نمودن قوی تر منظور به ͬ باشد. م
آنالیز روش های از آن ها اثبات در و نموده بیان مجموعەها محدب نرمال مخروط و توابع محدب زیردیفرانسیل حسب

کرد. خواهیم استفاده محدب
محدب. زیردیفرانسیل محدب، آنالیز جایͽزینͬ، قضیه گردان، قضیه کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

ͷی ناسازگاریِ معادل را نامعادلات از سیستم ͷی سازگاریِ که هستند ریاضͬ آنالیز در قضایایی ۱ جایͽزینͬ قضایای
D1(x) با را نظر مورد دستگاه دو اگر دیͽر، عبارت به ͬ کنند. م مجموعەای شمول های یا نامعادلات از دیͽری سیستم

بود: خواهد اینگونه جایͽزینͬ قضیەی ͷی کلͬ شͺل دهیم، نمایش D2(y) و

∃x0 D1(x0) ⇐⇒ ∀y ¬D2(y),

کاربردهای و آنها، اثبات جایͽزینͬ، قضایای انواع مطالعەی برای است. D2(y) سیستم  نقیض ¬D2(y) از منظور که
قضیه، این است. گ͒ردان۲ قضیه جایͽزینͬ، قضایای معروف ترین از ͬͺی کرد. مراجعه [۱] منبع به ͬ توان م ͷی هر
نشان دهنده R که است ذکر به لازم ͬ کنیم. م یادآوری زیر در را آن شͺل متعارف  ترین ما که دارد مختلفͬ بیان های

است. Rn در y و x برادر دو داخلͬ ضرب معرف ⟨x, y⟩ و حقیقͬ اعداد مجموعه

تنها و ͷی آنگاه باشد، Rnاز دلخواه متناهͬ زیرمجموعەی ͷی {a1, · · · , as} اگر [۱] :(ͷکلاسی (شͺل گردان قضیه

Author Ⅽorresponⅾing*
Aⅼternative Theoreⅿ۱

Gorⅾan۲

۱
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بود: خواهند صادق زیر گزاره دو از ͬͺی

کند: صدق زیر اکید نامساوی های در که دارد وجود x ∈ Rn ͷی حداقل آ)

⟨a1, x⟩ < 0, · · · , ⟨as, x⟩ < 0.

و نباشند صفر همزمان که نیستند موجود ،i = 1, · · · , s برای ،αi منفͬ غیر حقیقͬ اعداد ب)
s∑

i=1

αiai = 0.

مراجعه [۳] منبع به ͬ توان م گردان قضیه متعدد کابردهای و معادل، صورت های تاریخچه، اثبات، مطالعەی برای
نمود.

نامساوی متناهͬ تعداد در و φi(x) = ⟨ai, x⟩ خطͬ توابع برای گردان، قضیه اکید نامساوی های که است ذکر به لازم
شدند، خطͬ نامساوی نامتناهͬ تعداد برای قضیه این اثبات به موفق [۵] در نوبختیان و کنزی شدەاست. گرفته نظر در
فرض با قضیه این اثبات مقاله این در ما هدف گرفتند. قرار استفاده مورد گستردەای طور به [۲] منبع در نتایج این و
بر علاوه که ͬ گیریم م نظر در را ͬ تری کل سیستم های و رفته فراتر هم این از حتͬ است. φi توابع بودن زیرخط۳ͬ

ͬ باشند. م نیز مجموعەای قید ͷی شامل فوق، اکید نامساوی های

تعاریف و نمادها ۲

ͬ پردازیم. م شدەاند، برگرفته [۴] منبع از که ، محدب آنالیز از نمادهایی و تعاریف بیان به بخش این در
B1, . . . , Bs اگر که داد نشان ͬ توان م ͬ دهیم. م نشان conv(B) با را B ⊆ Rn شامل محدب مجموعه کوچͺترین

آنگاه باشد، Rn از محدبی زیرمجموعەهای

conv

( s∪
i=1

Bi

)
=

∪
αi≥0,

∑s
i=1 αi=1

s∑
i=1

αiBi =
{ s∑

i=1

αibi | αi ≥ 0, bi ∈ Bi,

s∑
i=1

αi = 1
}
.

N(B, x0) علامت با که ،x0 در B نرمال۴ مخروط .x0 ∈ B و باشد، Rnاز محدب زیرمجموعەی ͷی B کنیم فرض
از: است عبارت ͬ شود، م داده نشان

N(B, x0) :=
{
x ∈ Rn | ⟨x, b− x0⟩ ≤ 0, ∀b ∈ B

}
.

باشیم داشته α, β ∈ R و x, y ∈ Rn هر برای هرگاه ͬ گوییم م زیرخطͬ را ϑ تابع که است یادآوری به لازم

ϑ(αx+ βy) ≤ αϑ(x) + βϑ(y).

ϑ کنیم فرض باشد. درست α + β = 1 که α, β ≥ 0 هر برای بالا نامساوی هرگاه ͬ گوییم م محدب را ϑ همچنین
است. موجود d ∈ Rn بردار هر جهت در x̂ نقطه در ϑ جهتͬ مشتق که ͬ دانیم م .x̂ ∈ Rn و باشد محدب تابع ͷی

ͬ شود: م تعریف زیر رابطه توسط x̂ در ϑ ۵ زیردیفرانسیل

∂ϑ(x̂) :=
{
ξ ∈ Rn | ϑ′(x̂; d) ≥ ⟨ξ, d⟩, ∀d ∈ Rn

}
.

Subⅼinear۳

Norⅿaⅼ ⅽone۴

Subⅾifferentiaⅼ۵

۲
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است، فشرده و محدب ناتهͬ، مجموعه ͷی دامنەاش، درونͬ نقطه ͷی در محدب تابع ͷی زیرمشتق که ͬ شود م ثابت
داریم: و

∂ϑ(x̂) = {ξ ∈ Rn | ⟨ξ, y − x̂⟩ ≤ ϑ(y)− ϑ(x̂), ∀y ∈ Rn}.

هرگاه ͬ گویند م مخروط ͷی را Rn از Γ غیرتهͬ مجموعەی زیر که ͬ شویم م یادآور بخش این انتهای در

αu ∈ Γ, ∀α ≥ 0, ∀u ∈ Γ.

اصلͬ نتایج ۳

ͬ گیریم: م نظر در را زیر سیستم

(Υ) :

 φj(x) < 0, ∀j ∈ J := {1, . . . , p},

x ∈ A,

.0n ∈ A که است Rn از محدب زیرمجموعەی ͷی A و بوده زیرخطͬ φj : Rn → R توابع که
ͬ نماییم. م واگذار سخنرانͬ به را اثبات بیان ͬ گنجد، نم مبسوط چͺیده این در زیر قضیه اثبات که آنجایی از

هستند: معادل زیر گزارەهای اول): (شͺل گردان قضیه تعمیم

سیستم (یعنͬ ͬ کند م صدق ،j ∈ J هر برای ،φj(x) < 0 اکید نامساوی های در که دارد وجود x ∈ A ͷی حداقل آ)
است). سازگار (Υ) سیستم دیͽر، عبارت به یا دارد، جواب (Υ)

داریم: j ∈ J که αj نامنفͬ اعداد تمام ازای به ب)

0n ∈
∑
j∈J

αj∂φj(0n) +N(A, 0n) =⇒ αj = 0, ∀j ∈ J.

ما زیر قضیه بود. خواهیم نیازمند بالا قضیه از (ب) گزاره بررسͬ به گردان، قضیه از دیͽری شͺل های تنظیم برای
جزئیات و اثبات بیان ͬ کند. م راهنمایی خطͬ مثبت⁃مستقل بردارهای تعریف به و کرده، ͷکم گزاره این تحلیل در را

ͬ گردد. م واگذار سخنرانͬ به مطلب

باشد. شده داده Γ ⊆ Rn مخروط و بوده Rn محدب زیرمجموعەهای از گردایەای {Ω1, · · · ,Ωp} کنیم فرض قضیه:
]آنگاه،

∀αj ≥ 0, 0n ∈
( p∑
j=1

αjΩj

)
+ Γ, ⇔ αj = 0

]
⇐⇒ 0n /∈ conv

( p∪
j=1

Ωj

)
+ Γ.

تعمیم از دیͽری شͺل به مخروط ها، آنالیز محاسبات به توسل با اول، شͺل تعمیم در بالا قضیه بͺارگیری از بعد
مختصر این در نیز اثبات چهارچوب حتͬ بیان امͺان مجدداً است. برخوردار بسزایی اهمیت از که ͬ یابیم م دست

ͬ گردد. م واگذار مقاله ارائه زمان به و نبوده مقدور

۳
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،j ∈ J هر برای ،φj(x) < 0 اکید نامساوی های در که دارد وجود x ∈ A ͷی حداقل دوم): (شͺل گردان قضیه تعمیم
اگر تنها و اگر ͬ کند م صدق

0n /∈ conv

( p∪
j=1

∂φj(0n)

)
+N(A, 0n).

گردان قضیه ͷکلاسی شͺل همان که زیر، حͺم به آنگاه ،φj(x) = ⟨αj , x⟩ و A = Rn دهیم قرار بالا قضیه در اگر
ͬ رسیم. م است

x ∈ Rn ͷی حداقل باشد، Rnاز دلخواه متناهͬ زیرمجموعەی ͷی {a1, · · · , ap} اگر جدید): (شͺل گردان قضیه
اگر تنها و اگر کند صدق j ∈ J هر برای ⟨αj , x⟩ < 0 اکید نامساوی های در که دارد وجود

0n /∈ conv
(
{αj | j ∈ J}

)
.

نتایج ۴

نامساوی های توسط شده تعریف سیستم های برای گردان ͷکلاسی قضیه تعمیم از متفاوت شͺل دو به مقاله این در
شͺل فوق، تعمیم دوم شͺل از نتیجەای عنوان به یافتیم. دست محدب مجموعەای قید ͷی و زیرخطͬ توابع اکید

نمودیم. معرفͬ نیز را گردان ͷکلاسی قضیه از دومͬ
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نیمەنامتناهͬ غیرمحدب سیستم های در اسلیتر شرط

* بفرویی کاظمͬ فهیمەالسادات

ایران تهران، ،۳۶۹۷ −۱۹۳۹۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، دکتری دانشجوی
f.saⅾat.kazeⅿi@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

و کرده، تعریف قید بینهایت شامل غیرمحدب سیستم های برای را اسلیتر مهم و معروف شرط مقاله این در چͺیده:
تحدید حتͬ که است گونەای به تعمیم این داد. خواهیم نشان کاروش⁃کان⁃تاکر لازم شرط اثبات در را آن کاربرد

ͬ باشد. م کاراتر و ضعیف تر ͷکلاسی اسلیتر شرط از محدب، سیستم های به آن
بهینگͬ. شرط نیمەنامتناهͬ، سیستم ناهموار، آنالیز اسلیتر، شرط کلیدی: کلمات

یایەای تعاریف و مقدمه ۱

داده gt : Rn → R تابع ،t ∈ T هر ازای به و باشد نامتناهͬ) یا (متناهͬ دلخواه مجموعەی ͷی T ̸= ∅ کنیم فرض
مجموعەی باشد. شده

{
gt(x) ≤ 0 | t ∈ T

}
. (۱)

سیستم ͷی را ͬ باشد م x1, · · · , xn متغیر متناهͬ تعداد توسط شده تعریف نامساوی دلخواهͬ تعداد شامل که را
آن موجه مجموعەی یعنͬ است، شدنͬ (۱) سیستم که کرد خواهیم فرض مقاله این سراسر در ͬ گویند. م نیمەمتناهͬ

است: غیرتهͬ

F :=
{
x ∈ Rn | gt(x) ≤ 0 , t ∈ T

}
̸= ∅. (۲)

ͬ دهیم. م نشان ΠL با را آن باشند لیپ شیتز موضعاً gtها اگر و ͬ نامیم، م ΠC را (۱) سیستم باشند، محدب gt توابع اگر
است. ΠC از تعمیم ͷی ΠL پس ͬ باشد، م نیز محدب لیپ شیتزی، موضعاً تابع هر که ͬ دانیم م

رابطه اثبات در هم ۱ اسلیتر به منسوب شرط برقراریِ ،|T | < ∞ اگر که ͬ دانیم م محدب بهینەسازی تئوری از
دوگانگͬ رابطەی صحت در هم و ͬ شود، م داده نشان KKT با سادگͬ منظور به که ،۲ کاروش⁃کان⁃تاکر معروف
را، شرط این [۳] کنزی و گبرنا .[۱] دارد عهده بر را کلیدی ای و حساس نقش ۳ لاگرانژ دوگان مسئلەی برای قوی

Author Ⅽorresponⅾing*
Sⅼater۱

Karush−Kuhn−Tuⅽker۲

probⅼeⅿ ⅾuaⅼ Ⅼagrange۳

۱
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قوی دوگانگͬ رابطه و KKT شرط در را آن کاربرد و داده تعمیم است، نامتناهͬ T وقتͬ ،ΠC برای مختلفͬ طرق به
تعریف ΠL برای تحدب به نیاز بدون را شرط این [۴] کنزی دادند. نشان محدب نامتناهͬ نیمه بهینەسازی مسائل
نتایج همان که است گونەای به کنزی تعریف کردن ضعیف ما هدف نمود. استخراج آن از را مطلوب نتایج و کرده

نمود. حاصل بتوان را مطلوب
در ϑ جهتͬ مشتق باشد، شده داده x̂ ∈ Rn نقطه و بوده محدب ϑ : Rn → R تابع اگر که است یادآوری به لازم

ͬ شود: م تعریف زیر رابطه توسط x̂ در ϑ ۴ زیردیفرانسیل و است، موجود d ∈ Rn بردار هر جهت در x̂ نقطه

∂ϑ(x̂) :=
{
ξ ∈ Rn | ϑ′(x̂; d) ≥ ⟨ξ, d⟩, ∀d ∈ Rn

}
,

است. Rn در y و x بردار دو داخلͬ ضرب دهنده نشان ⟨x, y⟩ که
نقطه در φ ۵ کلارک جهتͬ مشتق باشند، شده داده x̂ ∈ Rn نقطه و φ : Rn → R لیپ شیتز موضعاً تابع اگر همچنین

شͺل به که ،d ∈ Rn جهت هر در x̂

φ0(x̂; d) := lim sup
x→x̂, t↓0

φ(x+ td)− φ(x)

t
,

ͬ گردد. م تعریف زیر رابطه توسط x̂ در φ کلارک زیردیفرانسیل و بوده، موجود ͬ گردد م تعریف

∂cφ(x̂) :=
{
ξ ∈ Rn

∣∣ φ0(x̂; d) ≥ ⟨ξ, d⟩, ∀d ∈ Rn
}
.

∂φ(x̂) از تعمیم ͷی ∂cφ(x̂) و هستند، فشرده و محدب ناتهͬ، مجموعەهای همواره ∂cφ(x̂) و ∂ϑ(x̂) که ͬ شود م ثابت
موضعاً تابع اگر و ، ∂cφ(x̂) = ∂φ(x̂) داریم باشد، هم محدب φ لیپ شیتز موضعاً تابع اگر یعنͬ است؛ {∇φ(x̂)} و

شود). دیده [۱ ،۲]) ∂cφ(x̂) = {∇φ(x̂)} داریم باشد، هم مشتق پذیر پیوسته طور به φ لیپ شیتز
ͬ کنیم: م فرض برقرار ΠL و Πc سیستم های برای را زیر شرط ، [۴ ،۳] از پیروی به

هر ازای به ،t → gt(x) تابع و بوده (اقلیدسͬ) البعد متناهͬ فضای ͷی در فشرده مجموعه ͷی T پیوستگͬ: شرط
باشد. پیوسته T روی ،x ∈ F

اصلͬ نتایج ۲

یعنͬ ͬ دهیم، م نمایش T (x̂) با را x̂ ∈ F در ΠL یا ΠC سیستم فعال اندیسهای مجموعەی

T (x̂) :=
{
x ∈ Rn | gt(x̂) = 0

}
.

ͷی دارای و کرده صدق پیوستگͬ شرط در اگر ͬ کند م صدق اسلیتر شرط در ΠC سیستم ͬ گوییم م [۳] .۱ .۲ تعریف
باشد. برقرار t ∈ T هر برای gt(x∗) < 0 رابطەی که باشد موجود x∗ ∈ F ͷی یعنͬ باشد، اسلیتر نقطەی

مسئلەی محدب، نیمەنامتناهͬ مسئلەی ͷی از منظور که ͬ شویم م متذکر اسلیتر، شرط از کاربردی دادن نشان برای
شͺل به که است بهینەسا زی ای

(CSIP ) : min f(x)

s.t. gt(x) ≤ 0, t ∈ T,

Subⅾifferentiaⅼ۴
Ⅽⅼarke۵

۲
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اگر ͬ کند م صدق اسلیتر شرط در ⅭSIP ͬ گوییم م ͬ باشند. م محدب R به Rn از gt و f توابع آن در که ͬ شود، م تعریف
سخنرانͬ به را اثبات بیان ͬ گنجد، نم مبسوط چͺیده این در زیر قضیه اثبات که آنجایی از کند. صدق شرط آن در ΠC

ͬ نماییم. م واگذار

آن جواب ͷی x̂ و کرده صدق اسلیتر شرط در (ⅭSIP) کنیم فرض (ⅭSIP برای KKT لازم (شرط .۲ .۲ قضیه
که موجودند t ∈ T1 برای λt نامنفͬ ضرایب و T1 مانند T (x̂) از ͬ ای متناه زیرمجموعەی آنگاه باشد.

0n ∈ ∂f(x̂) +
∑
t∈T1

λt∂gt(x̂),

است. Rn فضای مبدا) (یا صفر بردار دهندەی نشان 0n که

(یعنͬ اسلیتر شرط در موجود شرط دو هر و گرفته نظر در را ΠL سیستم اسلیتر، شرط تعمیم⁃تضعیف منظور به
ͬ کنیم. م تضعیف را) اسلیتر نقطه ͷی وجود و gtها تحدب

ͷی T (x̂) از T∗ متناهͬ زیرمجموعەی هر برای هرگاه ͬ کند م صدق SL شرط در x̂ ∈ F در ΠL ͬ گوییم م .۳ .۲ تعریف
.t ∈ T∗ هر برای gt(xT∗) < 0 که باشد موجود xT∗ ∈ Rn مانند نقطه

ضمناً نقطه. ͷی به SL شرط ولͬ دارد، بستگͬ سیستم کل به اسلیتر نقطەی ͷی وجود شرط که است تذکر به لازم
که ͬ دهد م نشان زیر مثال باشد. F در xT∗ که ندارد لزومͬ SL شرط در ولͬ ͬ گیرد م قرار F در حتماً اسلیتر نقطەی

است. ضعیفتر اکیداً اسلیتر نقطه وجود شرط از SL شرط

که ͬ گیریم م نظر در گونەای به را ΠL سیستم .۴ .۲ مثال

T := N ∪ {0}

g0(x) := −x

gt(x) := x− 1

t
, t ∈ N .

دیͽر، طرف از ندارد. وجود اسلیتر نقطه پس ،t ∈ T هر برای gt(xT∗) < 0 که یافت ͬ توان نم R در x∗ هیچ وضوح به
برای gt(xT∗) < 0 که ͬ شود م دیده xT∗ =

1

max(T∗) + 1
دادن قرار با باشد، T از متناهͬ زیرمجموعەی ͷی T∗ اگر

است. برقرار x̂ ∈ F موجه نقاط تمام در SL شرط پس .t ∈ T∗ هر

ͬ کنیم. م یادآوری [۲] از را زیر تعریف منظور، این به ͬ داریم. م معطوف تحدب شرط تضعیف بر را خود توجه حال،

زیرخطͬ خود سوم مولفەی به نسبت که باشد گونەای به F : Rn × Rn × Rn → R تابع کنیم فرض .۵ .۲ تعریف
موضعاً تابع باشد. Rn از نقطه ͷی x و باشد، حقیقͬ عدد ͷی ρ باشد، Rn روی نرم وار ͷی d : Rn×Rn → R باشد،

باشیم: داشته x ∈ Rn هر برای هرگاه ͬ گوییم م x در ,F)−محدب ρ) را h : Rn → R لیپ شیتز

F (x, x, ξ) + ρd2(x, x) ≤ h(x)− h(x), ∀ξ ∈ ∂ch(x).

مفهوم پس، محدب. توابع خاصیت بر ͬ شود م منطبق ۵ .۲ تعریف ،F (x, x, ξ) = ⟨ξ, x− x̄⟩ و ρ = 0 اگر وضوح به
است. بودن محدب مفهوم از تعمیم ͷی ,F)−محدب ρ)

ͬ رسیم. م مقاله این اصلͬ تعریف به شده، داده توضیحات به توجه با

۳
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روی d متریͷ وار و است زیرخطͬ سومش مولفەی به نسبت که F : Rn ×Rn ×Rn → R کنیم فرض .۶ .۲ تعریف
نسبت ضعیف اسلیتر شرط x̂در ∈ F نقطەی در ͬ گوییم م را ΠL سیستم باشند. شده داده ρt ∈ R حقیقͬ اعداد و Rn

باشد. برقرار x̂ در SL شرط و باشد ,F)−محدب ρt) ،x̂ در gt تابع ،t ∈ T هر ازای به هرگاه ͬ کند م صدق F به

ͬ دهیم. م نشان WSF شͺل به سادگͬ منظور به را F به نسبت ضعیف اسلیتر شرط
ضعیفتر اسلیتر شرط از که ͬ کند م معرفͬ را شرطͬ ͷی ۶ .۲ تعریف وضوح به بخش، این توضیحات به توجه با
برای KKT شرایط تنظیم در را اسلیتر شرط کارایی همان ضعیف، اسلیتر شرط این که دهیم نشان باید حال، ͬ باشد. م

ͬ گیریم م نظر در را زیر ناهموار نیمەنامتناهͬ مسئلەی منظور، این به دارد. ناهموار نیمەنامتناهͬ بهینەسازی مسائل

(LSIP ) : min f(x)

s.t. gt(x) ≤ 0, t ∈ T,

ͬ کند م صدق x̂ ∈ F در WSF شرط در ⅬSIP ͬ گوییم م هستند. لیپ شیتز موضعاً R به Rn از gt و f توابع آن در که
کند. صدق شرط آن در ΠL اگر

و است استوار نماهموار آنالیز مختلف تکنیͷ های بر است، مقاله این اصلͬ قضیه که زیر، قضیه اثبات که آنجا از
ͬ نماییم. م اکتفا آن صورت بیان به ͬ گنجد، نم مبسوط چͺیده این در

(ⅬSIP) برای بهینه نقطەی ͷی x̂ کنیم فرض (ⅬSIP): کنیم فرض (ⅭSIP برای KKT لازم (شرط .۷ .۲ قضیه
که باشد ,F)−محدب ρt) ،x̂ در هم f و ،t ∈ T هر برای ρt ≥ 0 که باشد برقرار گونەای به x̂ در WSF شرط اگر باشد.

که: موجودند t ∈ T ∗ برای ηt ≥ 0 ضرایب و ،T (x̂) از T ∗ متناهͬ مجموعەی زیر آنگاه ،ρ ≥ 0

0n ∈ ∂cf(x̂) +
∑
t∈T∗

ηt∂cgt(x0).

نتایج ۳

محدب بهینەسازی از فراتر آن کارایی که دادیم نشان و پرداخته، اسلیتر مشهور شرط تعمیم⁃تضعیف به مقاله این در
است. استفاده قابل نیز نیمەنامتناهͬ غیرمحدب بهینەسازی در و بوده متناهͬ
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را بیان میکنیم و سپس تعمیم اصل انقباض باناخ متعامد متریک  مقاله مفاهیم و تعاریفی از فضای در این چکیده:
 نماییم. در این فضا را ذکر می

 انقباض -وسته، پی-کامل، -دنباله، -متریک، -فضای  کلمات کلیدی:

  مقدمه .1
صاد، اقتفناوری،  مختلف از جمله هایای در پیشرفتانسیل و انتگرال از جمله علوم کاربردی و پایهمعادلات دیفر

صورت معادلات ریاضی، هدف  سازی مسائل به. پس از مدلباشدمی غیرهزیست، هوا و فضا، پزشکی و محیط
ن اثبات وجود جواب برای ای لیدی برایحل برای این معادلات است. نقطه ثابت یکی از ابزارهای کیافتن راه ،انسان

ضایای ترین قترین و مهمعنوان یکی از بنیادی نقطه ثابت باناخ به رود. در این میان، قضیهشمار مینوع معادلات به
اها بر اساس و دیگر فض شود، زیرا بسیاری از قضایای مرتبط با نقطه ثابت در فضاهای متریکشناخته می نقطه ثابت
مفهوم جدیدی با عنوان مجموعه های متعامد را  [1]مکارانش در هاسحاقی و  .اندتوسعه و تعمیم یافتهاین قضیه 

از این  یپرداختند و به عنوان کاربردکامل متعامد طوردر فضاهای بهمعرفی نمودند و به توسیع اصل انقباض باناخ 
 .پرداختند  ه دیفرانسیلمعادلیک به حل  فضا

از مجموعه های متعامد آورده شده است.سپس با  یددابتدا تعریف مجموعه متعامد و سپس مثالهای متعدر اینجا 
 است. آمدهاصل انقباض باناخ توسیع و در پایان،  شویم.متعامد آشنا می پیوسته طورنگاشتهای به

 تعاریف و مفاهیم اولیه .2
X فرض کنید .1-2عریفت  وX X  0اگر  وجود داشته باشد باشد. ، یک رابطه دوتاییx X  به

yطوریکه برای هر X ،0y x  0یاx y سپس ،X  یک مجموعه متعامد یا به طور خلاصهo- مجموعه
)شود و با نماد نامیده می , )X  شود.نشان داده می 

 ها آورده شده است.مجموعه-oدر زیر مثالهای متنوعی از 
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x,ی انسانهای جهان باشد. برایی همهمجموعه  Xفرض کنید . 2-2مثال  y X  هرگاه  تعریف میکنیمx  بتواند
yی منفی است آنگاه برای همه Oشخصی باشد که گروه خونی او  0x. اگر  خون دهد  yبه X  ،ها

0x y

). این بدان معنی است که  , )X   یکo-0باشد و در این مجموعه می مجموعهx فرد نیست.منحصربه 
 

X. 3-2مثال   کنیم را در نظر بگیرید. تعریف میm n  هرگاه وجود داشته باشدk   طوریکه به
m kn. 

n  ،0بینیم که برای هر ه وضوح میب n بنابراین .( , )X    یکo-باشد.مجموعه می 
,0]ض کنیم فر .3-2مثال  ]X   کنیمو تعریف می x y  برایx y اگر .

0 1x   آنگاه برای هرy X ،
0x y  0پسx y در نتیجه .( , )X    یکo-باشد.مجموعه می 

 
X[0,2] .4-2مثال    کنیم تعریف میدر نظر بگیرید. راx y  اگر{ , }xy x y 0. با در نظر گرفتن 0x  

0یا  1x  ،( , )X    یکo-باشد.عه میمجمو 
) فرض کنید .5-2 مثال , )X d  یک فضای متریک و:T X X باشدطوریکه وجود داشته باشد به عملگر پیکارد

x X طوریکه به
0

lim ( )n

n
T y x 


 برای هرy x.  کنیمتعریف میحالx y اگر 

0
lim ( , ( )) 0m

m
d x T y


 در .

)صورت این , )X   یکo-باشد.مجموعه می 
)فرض کنید  .6-2مثال  )M n ی همه ماتریسهای مجموعهn n ی باشد. رابطه  را روی( )M n  به صورت زیر

 کنیم:تعریف می
( ) ;A B X M n AX B    

Iبه وضوح  B  0 وB   بنابر این( )M n یک ،o-است. مجموعه 
.یک فضای ضرب داخلی با ضرب داخلی  Xفرض کنید .7-2مثال  , .  کنیم باشد تعریف می x y اگر 

, 0x y   0. به سادگی میبینیم که x  برای هرx X   و این نشان میدهد که( , )X    یکo- مجموعه
 است.

 یاصل یج. نتا3
)فرض کنید  .1-3عریفت , )X   یکo- مجموعه باشد. دنباله{ }n nx  صه یک دنباله متعامد )به طور خلاo-

n ،1nشود اگر برای هر دنباله( نامیده می nx x . 
)  فرض کنید .2-3عریفت  , , )X d باشد یعنی  یک فضای متریک متعامد( , )X   یکo- مجموعه و( , )X d

f:یک فضای متریک( سپس  X X درa X ( به طور متعامد پیوسته-گفته می)شود اگر برای هر  پیوسته 
o-ی دنباله{ }n na  ردX کهna a داشته باشیم ،( ) ( )nf a f a همچنین .f  را- پیوسته رویX 

aپیوسته در هر -f ،گوییم اگر  X.باشد 
 باشد.نیز می پیوسته- ر تابع پیوسته،واضح است که ه

 .بینیم که عکس این مطلب همیشه برقرار نیستدر مثال زیر می

X قرار میدهیم .3-3مثال   کنیم که و فرض میx y  1هرگاه 2
, ( , )

5 5
x y n n  ی یک رابn  یا

0x  چون برای هر .y X0داریم y  پس( , )X   یکo- مجموعه است. تابع:f X X  را با
)ی ضابطه ) [ ]f x x دهیم در نظر می گیریم. نشان میf ،- پیوسته رویX  است. برای اینکار فرض کنید
{ }kx  یک- دنباله دلخواه درX که باشد به طوری{ }kx همگرا به x X :باشد سپس حالات زیر را داریم 
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0kxاگر  (1  برای هرk 0، چونkx   0پسx   و( ) 0 ( )kf x f x . 
طوریکه ای به0kاگر وجود داشته باشد  (2

0
0kx   سپس وجود داردm   که برای هر

0k k 
1 2

[ , ]
5 5

kx m m  ،  1پس 2
[ , ]

5 5
x m m    و( ) ( )kf x m f x  در نتیجه .f ،-

 پیوسته نیست. Xروی  f. در حالیکه است Xپیوسته روی 
)  فرض کنید .4-3عریفت , , )X d یک فضای متریک متعامد باشد.X طور خلاصه طور کامل متعامد )بهبهo-

کامل است -oدنباله کوشی در آن همگرا باشد. واضح است که هر فضای کامل، -oهرگاه هر  شودمی کامل( نامیده
 کند.اما عکس این مطلب درست نیست. مثال زیر این مطلب را تایید می

X(0,1]فرض کنید  .5-3مثال    کنیم تعریف میو
1

3

0

x y
x y

or x


 

  
 

y. برای هر  X  0داریم y

-X oدهیم می با متر اقلیدسی فضای متریک کامل نیست. نشان Xدانیم مجموعه است. می-X ،oبنابراین .
}کامل است. برای اینکار فرض کنیم  }kx  یکo- دنباله کوشی دلخواه درX  باشد. سپس وجود دارد یک زیر

} باله ند }
nkx  از{ }kxکند:که در یکی از حالتهای زیر صدق می 

1n( برای هر 1  ،0
nkx   در اینصورت{ }

nkx .همگراست 

2)  { }
nkx  زیر دنباله یکنوا از{ }kx 1ر  طوریکه برای هاست بهn   1داریم

3nkx  در نتیجه { }
nkx ای به نقطه

1که  xمانند 
[0, ]

3
x  باشدهمگراست. از طرفی هر دنباله کوشی که دارای زیردنباله همگرا باشد خود ، همگرا می. 

 کامل است.-X ،oپس 
 
) فرض کنید .6-3عریفت , , )X d  0یک فضای متریک متعامد و 1   باشد. یک نگاشت:f X X  را

0با ثابت لیپ شیتس  (انقباض-به طور خلاصه، به طور متعامد، انقباض ) 1 شود اگر برای هر گفته می
,x y X  کهx yداشته باشیم ، 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y d x y 
 دهد.مثال زیر این نکته را نشان می  .عکس آن برقرار نیستانقباض است اما -، واضح است که هر انقباض

X(0,1] .7-3مثال   کنیمرا با متر اقلیدسی در نظر بگیرید. تعریف می x y  اگر{ , }xy x y. برای هر
,x y X . اکنون نگاشت:f X X گیریم:را با ضابطه زیر در نظر می 

,
( ) 2

0 , c

x
x X

f x

x X




 
 

 

x اگر y :حالتهای زیر را داریم 
1) xy x  0در نتیجهx  وy X  1یا دلخواهy   وx X دلخواه.  
2) xy y  0در نتیجهy   وx X  1دلخواه یاx   وy X .دلخواه 

  .انقباض است-یک  fکه در تمام این حالات نگاشت 
xاگر اما  X  وcy X   0دو عدد بسیار نزدیک به هم باشند آنگاه برای هر 1C  :داریم 
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( ) ( ) 0
2

x
f x f y c x y     

 نگاشت انقباض نیست. fدهد که و این نشان می
 
)فرض کنید  .8-3عریفت , )X   یکo- اشتنگباشد. مجموعه  :f X X  ،-شودنامیده می حافظ 

xهرگاه برای  y  داشته باشیم( ) ( )f x f y. 
) فرض کنید .9-3قضیه , , )X d یک فضای متریک o-(نه لزوما یک فضای متریک کاملکامل باشد)  و

0 1  اگر .:f X X نگاشت  یک-پیوسته ،- انقباض با ثابت لیپشیتس   و-باشد  حافظ
xدارای یک نقطه ثابت  fآنگاه  X است. همچنینf  یک عملگر پیکارد است یعنیlim ( )n

n
f x x 


 

xبرای هر  X. 

  گیرییجه. نت۴
اند و با نگاشتهایی آشنا شدیم که انقباض نیستند پیوسته-پیوسته نیستند اما  وجود دارند که نگاشتهاییآموختیم 

به کمک مفاهیمی چون امل هستند و ک-که کامل نیستند اما  وجود دارندانقباضند. همچنین فضاهایی  -اما 
-امل ک ،-گی، پیوست-  انقباض و-اخ آشنا شدیم.اصل انقباض بان یع ازبا یک توس حافظ 
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 متریک -Rتوسیع حقیقی اصل انقباض باناخ در فضای 

، تهران، 16769-7963نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه ریاضیگروه  یعلمئتیهعضو  ،1مریم نادری پاریزی
 M.Naderi.Parizi@pnu.ac.ir ایران

کنیم و سپس تعمیم اصل انقباض باناخ در متریک را بیان می -Rفی از فضای در این مقاله مفاهیم و تعاری چکیده:
 نماییم.این فضا را ذکر می

 انقباض -Rپیوسته،  -Rکامل، -Rدنباله،  -Rمتریک،  -Rفضای  کلمات کلیدی:

 مقدمه .1
حوزه از  ینموضوع در چند یناست. ا یرخطیغ هاییدهدر مطالعه پد پراهمیتو  قوی ینقطه ثابت ابزار یهنظر

 ی،هندسم یمی،ش شناسی،یستز یب،تقر یهنظر سازی،ینهبه یهنظر یاضی،اقتصاد ر ها،یباز یهمانند نظر یاضیات،ر
کار کرد. سپس بروور  ینهزم ینبود که در ا یکس ین، پوانکاره اول1889. در سال میباشدکاربرد ای دار یرهو غ یزیکف

به معرفی فضای  [1]همچنین اسحاقی و همکارانش در  ثبات کرد.نقطه ثابت را ا یه، قض1611در سال و  [ 1در ]
R- .متریک پرداختند و به عنوان کاربردی از این فضا به حل معادلات انتگرال کسری پرداختند 

 تعاریف و مفاهیم اولیه .2
 اثبات کرد. Xباناخ، قضیه زیر را در فضای متریک کامل 

f: و کامل یک فضای متریک   (d , X) فرض کنید. 1-2قضیه  X X  (0,1)  برای به طوریکهیک نگاشت باشد 
 

( ( ), ( )) ( , )d F x F y d x y 
x, برای هر y X . سپسf دارای یک نقطه ثابت درX .است 
)باشد. سپس سه تایی  Xیک رابطه روی  Rیک فضای متریک و   (d , Xید )فرض کن .2-2تعریف , , )x d R  یا به طور
 متریک گوییم. -Rرا یک فضای  Xخلاصه 

)فضای متریک  .3-2مثال , )R  را در نظر بگیرید. قرار دهید:R  ،:R   یا:R   در اینصورت با هرR

)، سه تایی  , , )R   یک فضایR- .متریک می باشد 

}دنباله  .4-2تعریف }nx  را در یک فضایR- متریکX یک R-   دنباله گوییم اگر برای هر,n k ، n n kx R x  . 
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}دنباله  -R .5-2تعریف }nx  درX  را همگرا بهx X 0گوییم اگر برای هر   عدد طبیعیN  وجود داشته

nکه برای طوریباشد ب N،  ( , )nd x x . نویسیم یدر این صورت م
R

nx x. 

X[0,2] .6-2مثال   ر نظر بگیرید. قرار می دهیم را با متر اقلیدسی د:R    1و
2nx

n
   برای هرn

1. چون  1
2 2

1n n
  


1nپس   nx x   در نتیجه{ }nx ،R-  2دنباله می باشد و

R

nx   1اما
nx

n
  یک

R-.دنباله نمی باشد 

f:نگاشت  .7-2عریفت X X  را درx X، R-  پیوسته گوییم اگر برای هرR-  دنباله{ }nx  درX  که
R

nx x ،

)داشته باشیم  ) ( )
R

nf x f x همچنین .f، R-  پیوسته رویX اگر  شودنامیده میاf  در هر نقطهx X ،R-  پیوسته
 باشد.

دنباله یک دنباله نیز می باشد اما عکس این مطلب همیشه  -Rته نیز می باشد چون هر پیوس -Rهر نگاشت پیوسته ، نگاشتی   .8-2لم
 درست نیست.

f:نگاشت  .9-2عریفت X X  یکR-  0 سلیپ شیتانقباض با ثابت 1   گفته می شود اگر برای هر,x y X 
xکه  R yداشته باشیم ، 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y d x y 
 
f:نگاشت  .01-2عریفت X X  راR- حافظ گوییم اگر برای هر,x y X  کهx R y  داشته باشیم

( ) ( )f x R f y. 
X .11-2مثال     را  با توپولوژی استاندارد در نظر بگیرید. قرار میدهیم:R  و نگاشت:f X X  را با ضابطه

2( )f x x  1در نظر میگیریم. اگر 2x x  2آنگاه 2

1 1 2 2( ) ( )f x x x f x    بنابر اینf   یکR- است. حافظ 
K .21-2عریفت X ،R-   فشرده نامیده می شود اگر هرR-  دنباله{ }nx  درK .دارای زیر دنباله همگرا باشد 
 نتیجه: 

X.31-2مثال  R  0,1]اقلیدسی  در نظر بگیرید و فرض کنید را با متر)K   و:R  و در اینصورتK ،R-  فشرده
 است در حالیکه فشرده نیست.

Kفرض کنید  .41-2لم  X  فشرده  باشد در اینصورتK ،R- .فشرده است 
}دنباله  -R  یک .51-2عریفت }nx  درX   را یک دنبالهR-  0کوشی گوییم اگر برای هر   وجود داشته باشد عدد صحیح

N  به طوریکه برای هر,n m N  ،( , )n md x x . 
 باشد. Xهمگرا به نقطه ای در  Xکوشی در  -Rکامل نام دارد هرگاه هر دنباله  -X ،R.61-2عریفت

  همیشه برقرار نیست. کامل است اما عکس این مطلب -Rفشرده، -Rهر فضای   .17-2نتیجه
X .81-2مثال   نظر بگیرید. اگر  را با توپولوژی استاندارد در:R  داده شده باشد آنگاهX ،R-  کامل است اماR-

}دنباله  -Rفشرده نیست چون  }n زیر دنباله همگرایی نیست. دارای هیچ 
0کامل باشد)نه لزوما فضای متریک کامل( و -Rیک فضای متریک   X فرض کنید [1] .91-2قضیه  1 هرگاه.

:f X X  ،R-  ،پیوستهR-  انقباض وR-  0حافظ باشد و وجود داشته باشدx X 0که بطوریx R y  برای هر
( )y f X سپسf دارای یک نقطه ثابتx است. همچنینf  یک عملگر پیکارد است وlim ( )n

n
f x x 


. 
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 گیرییجهنت. 3
  -Rنگاشتهایی وجود دارند که پیوسته نیستند اما  دریافتیم دنباله و غیره آشنا شدیم. -Rمتریک،  -Rفضای با مفاهیم جدیدی همچون 

باشد اما عکس این مطلب درست کامل نیز می -Rباشد.همچنین هر فضای کامل، پیوسته نیز می -Rپیوسته هستند. اما هر تابع پیوسته، 
 به کمک این مفاهیم جدید با یک توسیع از اصل انقباض باناخ آشنا شدیم. نیست و

 منابع
 

1. Brouwer, L. E.  Abbildung von Mannigfaltigkeiten, U., (1912) Math Ann., 71, 97–115. 

2. Khalehoghli, S., Rahimi, S.H. and Gordji M. E. (2020) Fixed point theorems in R-metric spaces with 

applications, AIMS Mathematics, 5(4): 3125–3137. 
3.  Rudin, W., Principles of mathematical analysis, thired edition, McGraw-Hill, Inc, 1976 
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 با رمزارزها در گذاریسرمایه ریسک ارزیابی و سازیمدل
 GARCH–VaR  ترکیبی مدل از استفاده

 
 خزل محمد

 ایران تهران، ،‎3697-19396‎ پستی صندوق نور، پیام دانشگاه ریاضی، گروه علمیهیئت عضو

 فارغ التحصیل کارشناسی ارشد 
khezel@pnu.ac.ir 

 

 مدیریت زمینه در را جدیدی هایچالش خود، بینیپیش غیرقابل و نوسانی ماهیت دلیل به رمزارزها بازار :چکیده
 ریسک ارزیابی برای ترکیبی رویکردی پژوهش، این در .است کرده ایجاد گذارانسرمایه گیریتصمیم و ریسک
تعمیم شرطی پذیرینوسان مدل یعنی پرکاربرد، آماری مدل دو بر مبتنی که شودمی ارائه رمزارزها در گذاریسرمایه

 رمزارزهای قیمتی هایداده ابتدا .است (Value at Risk) ریسک معرض در ارزش شاخص و (GARCH) یافته
 GARCH(1,1) مدل با بازده نوسانات رفتار و گرفته قرار آماری تحلیل مورد (اتریوم و کوینبیت جمله از) منتخب
 اطمینان سطوح و محاسبه VaR شاخص یروزانه مقادیر مدل، این خروجی از استفاده با سپس .شودمی برآورد

 GARCH–VaR ترکیبی مدل که دهدمی نشان حاصل نتایج .گیردمی قرار بررسی مورد (٪۹۹ و ٪۹۵)مختلف
سرمایه گیریتصمیم برای کارا ابزاری عنوان به تواندمی و دارد شدید هایزیان احتمال بینیپیش در مناسبی عملکرد
 .شود گرفته کار به رمزارزها بازار در مالی نهادهای و گذاران

 پذیرینوسان ،(VaR) ریسک معرض در ارزش ،GARCH  مدل رمزارز، مالی، ریسک :کلیدی کلمات

 مقدمه.  1
 جهانی اقتصادی نظام در ایویژه جایگاه نوین، مالی هایپدیده ترینمهم از یکی عنوان به رمزارزها اخیر، هایسال در

 ارزیابی بازار، این غیرمتمرکز ساختار و قیمتی، ثبات عدم شدید، نوسانات نظیر هاییویژگی حال، این با .اندیافته
 بازده رفتار آماری سازیمدل دیگر، سوی از .است کرده بدل حیاتی ایمسئله به را گذاریسرمایه ریسک دقیق

 .نماید کمک ریسک ماهیت بهتر درک در گذارانسرمایه به تواندمی رمزارزها

 که هستند مالی هایداده تحلیل در مؤثر ابزارهای از GARCH و ARCH مانند پذیرینوسان بر مبتنی هایمدل
 به (VaR) ریسک معرض در ارزش شاخص همچنین .دارند را بازار نوسانات در ناگهانی تغییرات توصیف توانایی
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 بازه یک در را پرتفوی احتمالی زیان حداکثر است قادر ریسک، سنجش معیارهای ترینشدهشناخته از یکی عنوان
 .بزند تخمین معین اطمینان سطح با و مشخص زمانی

 تا شده گرفته کاربه رمزارزها نوسانی رفتار سازیمدل برایVaR و GARCH روش دو این ترکیب پژوهش، این در
 .گردد فراهم بازار این در گذاریسرمایه ریسک ارزیابی برای تحلیلی چارچوبی

 اصلی نتایج.  2
 GARCH–VaR  ریاضی مدل 1. 2

 :شودمی تعریف زیر صورتبه GARCH(1,1) مدل

𝑟𝑡 = 𝜇 + 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡𝑧𝑡, 𝑧𝑡 ∼ 𝑁(0,1) 

𝜎𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼1𝜀𝑡−1

2 + 𝛽1𝜎𝑡−1
2  

 معرض در ارزش شاخص مدل، پارامترهای برآورد از پس .است 𝑡 زمان در بازده شرطی واریانس 𝜎𝑡2 آن در که
1) اطمینان سطح در (VaR) ریسک − 𝛼) شودمی محاسبه زیر صورت به: 

𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡 = 𝜇𝑡 + 𝜎𝑡𝑧𝛼 

 .است 𝛼 اطمینان سطح با متناظر استاندارد نرمال توزیع صدک 𝑧𝛼 رابطه این در

 تفسیر و هاداده تحلیل 2. 2

 مدل ،2024 تا 2020 هایسال طی کوینبیت قیمت روزانه هایداده روی بر شدهانجام تجربی تحلیل در
GARCH(1,1)  پارامتر که داد نشان نتایج .گردید برآورد نماییدرست حداکثر روش با 𝛽1 که دارد بالایی مقدار 

 ٪۹۹ اطمینان سطح در VaR یشدهمحاسبه مقادیر همچنین .است رمزارز بازار در نوسانات پایداری یدهندهنشان
 .باشدمی بازار پرنوسان روزهای در توجهقابل هایزیان احتمال بیانگر

 عددی نتایج.  3
 هایآزمون تحلیل .شد مقایسه واقعی هایزیان با VaR شدهبینیپیش مقادیر ترکیبی، مدل دقت ارزیابی منظوربه

 هایزیان رخداد احتمال بینیپیش در قبولی قابل دقت GARCH–VaR مدل که داد نشان (Kupiec Test) پوشش
 واریانس–میانگین ساده هایمدل از بهتر را بازار رفتار مدل این بالا، نوسان هایدوره در ویژهبه .دارد آستانه از فراتر
 .کندمی سازیشبیه

 کوینبیت رمزارز برای GARCH–VaR مدل از حاصل عددی نتایج

 (آستانه از عبور روزهای تعداد) نقض درصد (%) VaR میانگین اطمینان سطح
۹۵٪ 3.25 5.1٪ 
۹۹٪ 4.87 1.2٪ 
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 گیرینتیجه . 4
سرمایه ریسک ارزیابی و تحلیل برای ریاضی چارچوبی GARCH–VaR ترکیبی مدل از استفاده با پژوهش، این در

 پویا صورتبه را بازار نوسانات رفتار تواندمی مدل این که داد نشان تجربی نتایج .گردید ارائه رمزارزها در گذاری
مدل آتی، هایپژوهش در شودمی پیشنهاد .نماید بینیپیش قبول قابل دقت با را احتمالی هایزیان و کرده توصیف

 .گیرد قرار استفاده مورد نیز رمزارزها بین همبستگی بررسی برای GARCH چندمتغیره های

 منابع.  5
 ریاضی هایپژوهش مجله سرمایه، بازار نوسانات بینیپیش در عصبی هایشبکه از استفاده منصوری، .ر .1

 .13۹8 ،70–۵۵ .ص ،23 شماره ،کاربردی

 شماره ،10 سال ،پیشرفت و اقتصاد فصلنامه ،GARCH مدل با ارز نرخ نوسانات سازیمدل احمدی، .ص .2
2، 1۴00. 

3. Engle, R. (1982). Autoregressive Conditional Heteroskedasticity with Estimates of the 

Variance of UK Inflation. Econometrica, 50(4), 987–1007. 

4. Bollerslev, T. (1986). Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity. 

Journal of Econometrics, 31(3), 307–327. 

5. Jorion, P. (2007). Value at Risk: The New Benchmark for Managing Financial Risk. 

McGraw-Hill. 
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ارزیابی ریسک و نوسانات در بازار بورس ایران با استفاده از 
  GARCH   مدل

 مطالعه موردی پنج سهم منتخب
 

 خزل محمد
 ایران تهران، ،19395-4697 پستی صندوق نور، پیام دانشگاه ریاضی، گروه علمیهیئت عضو

ir.ac.pnu@khezel 

 

 .است اقتصادی گیریتصمیم و مالی ریاضی حوزه در مفاهیم ترینمهم از نوسانات تحلیل و ریسک : مدیریتچکیده
 فملی، شامل ایران بورس بازار در فعال هایشرکت از منتخب سهم پنج نوسانات رفتار بررسی پژوهش، این هدف
 سالهسه زمانی بازه در قیمتی هایداده .باشدمی GARCH خانواده هایمدل از استفاده با فولاد و اخابر فارس، شبندر،
 شناسایی در مناسبی توانایی GARCH(1,1) مدل که داد نشان نتایج .شد محاسبه روزانه بازده و آوریجمع اخیر

 سطوح در (VaR) ریسک معرض در ارزش آزمون اساس بر .دارد بازار ریسک میزان ارزیابی و نوسانات پویایی
 آن بیانگر نتایج این .بودند گذاریسرمایه ریسک و نوسان بیشترین دارای شبندر و فملی سهام ،۹٪٪ و ۵۹٪ اطمینان
 سرمایه بازار گذارانسیاست و گذارانسرمایه گیریتصمیم بهبود در تواندمی ریاضی هایمدل بر مبتنی تحلیل که است
 .کند ایفا مؤثری نقش ایران

 ایران بورس ریسک، معرض در ارزش ،GARCH مدل ریسک، ارزیابی مالی، ریاضی :کلیدی کلمات

 مقدمه.  1
سرمایه هدایت و منابع تخصیص در اساسی نقش کشور، هر اقتصادی نظام اصلی ارکان از یکی عنوانبه مالی بازارهای

 رفتار سازیمدل و تحلیل تا است شده باعث تهران بورس در سهام قیمت شدید نوسانات اخیر، هایسال در .دارند ها
 لازم زمینه احتمالی، هایمدل و آماری ابزارهای از استفاده با مالی ریاضی .شود برخوردار ایویژه اهمیت از ریسک
 .کندمی فراهم را مالی هایداده در پنهان الگوهای شناخت برای
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 تا است گرفته قرار موردبررسی منتخب سهم پنج نوسانات ،GARCH(1,1) مدل از استفاده با پژوهش، این در
 انتخاب .گیرد قرار سنجش مورد پرتفوی سطح در روزانه ریسک میزان نوسانات، بندیخوشه و پایداری تحلیل ضمن
 .است گرفته انجام آتی نوسانات بینیپیش و شرطی واریانس ناهمسانی توصیف در آن توانایی دلیل به GARCH مدل

 تحقیق پیشینه و نظری مبانی. 2
 (1986) بولرسلاو توسط ،GARCH آن، یافتهتعمیم مدل سپس و (1982) انگل توسط بارنخستین ARCH مدل

 و تغییرات بینیپیش برای مناسبی ابزار مالی، زمانی هایسری در نوسانات رفتار بر تمرکز با هامدل این .شد معرفی
دوره که معنا بدین است؛ نوسانات بندیخوشه پدیده شناسایی ها،مدل این اصلی ویژگی .اندکرده فراهم بازار ریسک
 .دهندمی رخ دیگر پرنوسان هایدوره دنبالبه معمولاا  پرنوسان های

پژوهش نیز ایران بازار در .اندداشته تأکید مختلف مالی بازارهای در GARCH هایمدل کارایی بر متعددی مطالعات
 غیرخطی و خطی هایمدل مقایسه و ریسک معرض در ارزش تحلیل کل، شاخص نوسانات سازیمدل نظیر هایی
 .است گرفته قرار ایران بورس سازشاخص سهم پنج واقعی هایداده تحلیل بر تمرکز تحقیق، این در .است شده انجام

 تحقیق روش. 3
 زمانی بازه در فولاد و اخابر فارس، شبندر، فملی، شامل منتخب سهم پنج روزانه پایانی قیمت شامل تحقیق هایداده

 :شودمی محاسبه زیر صورتبه روزانه بازده .است 1۰۱3 تا 1۰۱۱

𝑟𝑡 = ln (
𝑃𝑡
𝑃𝑡−1

) 

 .است 𝑡 روز پایانی قیمت 𝑃𝑡 آن در که

 :شودمی تعریف زیر صورتبه GARCH(1,1) مدل

𝑟𝑡 = 𝜇 + 𝜖𝑡, 𝜖𝑡 ∼ 𝑁(0, ℎ𝑡)

ℎ𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝜖𝑡−1
2 + 𝛽ℎ𝑡−1

 

 از پارامترها برآورد برای .باشندمی نوسانات پایداری بیانگر 𝛽 و 𝛼 ضرایب و است شرطی واریانس ℎ𝑡 مدل، این در
 .است شده استفاده (MLE) بیشینه نماییدرست روش

 تحلیل و عددی نتایج. 4
𝛼 ضرایب سهم، پنج تمام در که داد نشان بررسی مورد هایداده بر GARCH(1,1) مدل برازش نتایج + 𝛽 نزدیک 

 از ایخلاصه (1) جدول در .است بازار نوسانات در بلندمدت پایداری وجود بیانگر موضوع این .باشندمی یک به
 .است شده ارائه مدل تخمینی نتایج
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 GARCH(1,1) مدل تخمینی ضرایب خلاصه

𝛼 𝛽 𝛼 نماد + 𝛽 
 0.96 0.75 0.21 فملی
 0.96 0.78 0.18 شبندر
 0.95 0.83 0.12 فارس
 0.95 0.86 0.09 اخابر
 0.95 0.80 0.15 فولاد

 آزمون  .دارند را روزانه ریسک بیشترین نتیجه در و نوسان سطح بیشترین شبندر و فملی سهام که داد نشان نتایج
 از مناسبی بینیپیش توانایی شدهارائه مدل که داد نشان نیز ۵۹٪ اطمینان سطح در (VaR) ریسک معرض در ارزش
 .دارد روزانه بالقوه هایزیان

 گیرینتیجه. 5
 بازار در ریسک ارزیابی و نوسانات تحلیل برای مؤثری ابزار GARCH(1,1) مدل که دهدمی نشان مطالعه این نتایج
 در تواندمی که است پذیربینیپیش نسبتا   رفتار بیانگر کشور سهام بازار در نوسانات پویای ساختار .است ایران بورس

 هایمدل از آتی هایپژوهش در شودمی پیشنهاد .گیرد قرار استفاده مورد مالی هایگذاریسیاست و پرتفوی مدیریت
 .شود استفاده نوسانات نامتقارن اثرات کردن لحاظ برای GJR-GARCH یا EGARCH نظیر ترپیشرفته

 سپاسگزاری. 6
 این بهبود در خود ارزشمند نکات ارائه با که کنفرانس علمی کمیته اعضای و نور پیام دانشگاه محترم همکاران از

 .شودمی قدردانی صمیمانه اند،بوده رسانیاری پژوهش

 منابع. 7
 اقتصادی، هایپژوهش مجله ایران، سرمایه بازار تحلیل در واریانس ناهمسان هایمدل از استفاده منصوری، .ر -1

 .۱٪13 ،2٪–7۵ .ص ،32 شماره
 ایران، مالی ریاضی فصلنامه سهام، بازار نوسانات تحلیل در GARCH مدل کاربرد حاتمی، .م و شریفی .ن -2

 .٪٪13 سال
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ریزی چندهدفه لجستیک بحران  با استفاده از حل مدل برنامه

ایی در ارزیابی کار (FGP) :فازی ارمانیریزی الگوریتم برنامه

 های امدادی ایرانشبکه

 ، تهران، ایران19396-3697صندوق پستی نور،  پیام، دانشگاه مریم یعقوبی ،1لنویسنده او

 yaghoubi@pnu.ac.ir-m 

ویژه سیل، یک چالش اساسی در مدیریت کارآمد زنجیره تأمین در عملیات امدادرسانی پس از بلایای طبیعی، به: چکیده

های منابع و عدم قطعیت شدید اطلاعاتی ریزی دقیق تحت محدودیتشود که نیازمند برنامهلجستیک بحران محسوب می

ریزی ریاضی چندهدفه برای عه یک مدل برنامهاست. در راستای بهبود پاسخگویی و کارایی، این پژوهش به توس

ای از اهداف متضاد و پردازد. مدل پیشنهادی، مجموعهتخصیص بهینه منابع لجستیکی در سناریوی امدادرسانی سیل می

های کل عملیاتی، حداکثرسازی کارایی تخصیص منابع ، کاهش سازی هزینهدهد: حداقلحیاتی را همزمان هدف قرار می

سازی استفاده از ظرفیت مراکز توزیع اولیه.برای مقابله با عدم شده )توسط ناوگان امداد(، و بهینهی طیهامسافت

های عملیاتی مراکز، و دیده، ظرفیتهای ذاتی موجود در پارامترهای کلیدی مانند تقاضای تخمینی مناطق آسیبقطعیت

-λکارگیری رویکرد ندهدفه ارتقا یافته است. این توسعه با بهریزی فازی چها، مدل قطعی به یک مدل برنامهپویایی هزینه

Maximization  و تعریف توابع عضویت فازی خطی برای هر یک از اهداف، امکان دستیابی همزمان به سطوح رضایت

پذیر در گیری انعطافآورد. این رویکرد، امکان تصمیمگیرنده فراهم میشده را برای تصمیمقابل قبول و از پیش تعیین

سازد.کارایی و قابلیت حل مدل فازی چندهدفه پیشنهادی، های پارتو را میسر میفضای فازی و استخراج مجموعهٔ بهینه

و اجرای یک مطالعه موردی عددی معتبر مورد ارزیابی قرار گرفت.  GAMSافزار سازی دقیق در نرماز طریق پیاده

دهد که دل فازی را در مقایسه با رویکردهای قطعی تأیید کرده و نشان مینتایج تحلیلی حاصل از این مطالعه، اعتبار م

آورد. این دستاورد تری را در برابر نوسانات محیطی فراهم میتر، و عملیاتیتر، مقاومهای متعادلحلاین چارچوب، راه

در شرایط اضطراری یاری  گیرندگان حوزه مدیریت بحران راتواند به عنوان یک ابزار تحلیلی قدرتمند، تصمیممی

 رساند.

 .ی،مدیریت زنجیره تامینمدل سازی فاز،(FMOLP) زیریزی خطی چندهدفه فابرنامه،تخصیص منابع  کلمات کلیدی: 

 مقدمه .1

نی، ترین تهدیدها برای ایمنی جوامع انسانی، همواره موجب بروز خسارات جابلایای طبیعی به عنوان یکی از بزرگ

ی بینی، سرعت وقوع و گسترهشوند. از میان این بلایا، سیل به دلیل ماهیت غیرقابل پیشمالی و زیرساختی گسترده می

سیرهای یزی و مدیریت بحران دارد. هرچه میزان خرابی بیشتر و مرای در برنامهپذیری جغرافیایی، اهمیت ویژهآسیب

یار جهت تخصیص بهینه منابع حیاتی های تصمیمگیری از مدلارتباطی متأثر از شرایط محیطی شوند، اهمیت بهره

 [4].یابدافزایش می

                                                           
 مریم یعقوبی . 1
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ی تخصیص منابع )نظیر غذا، دارو، پناهگاه موقت و نیروی انسانی( از گیری دربارهدر عملیات امدادرسانی، تصمیم

های لجستیکی و دیده باید با در نظر گرفتن چهار عامل کلیدی انجام شود:هزینهمراکز امداد به مناطق آسیب

در این [2]ان مسیرها،محدودیت ظرفیت مراکز امداد فعال.پذیری مناطق هدف،فاصله و قابلیت اطمینونقل،درجه آسیبحمل

انی و طراحی شده است که اهداف اقتصادی، انس( (MOLPچندهدفه این نیاز، یک مدل ریاضی پژوهش، برای پاسخ به 

دهی بر ی کل عملیات با وزنگیرد. تابع هدف اول بر کاهش هزینهزمان در نظر میکارایی زیرساختی را به صورت هم

بندی نواحی کند ارزش انسانی و اولویتپذیری مناطق تمرکز دارد، در حالی که تابع هدف دوم تلاش میشدت آسیب اساس

 ال را بهینهشده و تعداد مراکز فعبحرانی را حداکثر کند. دو تابع هدف دیگر با تمرکز بر کارایی عملیاتی، کل مسیر طی

  (MOLP)فهیط واقعی بحران، مدل پایه به یک مدل فازی چندهدشی از شراسازند.برای مقابله با ابهامات و نوسانات نامی

شود رضایت نسبی از تمام اهداف در باعث می[3]زیمرمن  λ-Maximization گسترش یافته است. استفاده از رویکرد 

ی در مواجهه پذیری بالایسازی رفتار واقعی سیستم، از انعطافبالاترین سطح ممکن حفظ شود. این مدل فازی ضمن شبیه

ویژه گیری پویاتر و مؤثرتر در شرایط اضطراری کمک کند، بهتواند به تصمیمها برخوردار است و میبا تغییر داده

 که اطلاعات ناقص یا متناقض است.زمانی

 تعریف مدل ریاضی. ۲
 جموعه ها واندیس هام
K مجموعه مراکز امداد اولیه 
J مجموعه مناطق اسیب دیده 
S سناریوها 

 پارامترها 

   
𝑆𝑘 کز امداد اولیهامنابع موجود در مر ظرفیت کل 

𝐷𝑗
𝑠 یویدر سنار دیدهمنطقه آسیب تقاضای کل s 

Cost 𝑘𝑗
𝑠 انتقال برای تخصیص یک واحد منبع از  هزینه عملیاتیk به)  jیوینارسدر )شامل هزینه لجستیک اولیه s 

𝑇 𝑘𝑗  زمان سفر پایه )بدون در نظر گرفتن تأثیر سیل( ازk  بهj 

𝑑 𝑘𝑗  مسیراز فاصلهk به j 

𝑅𝑘𝑗
∗ 𝑠

 )پارامتر ورودی از تحلیل هیدرولوژی( j به kاز  قابلیت اطمینان مسیر 

∆𝑡𝑗
∗𝑠

 (ارامتر ورودی از تحلیل لجستیکپ قه)در منط تأخیر عملیاتی ثابت 

𝑣𝑗
𝑠 گره تقاضا پذیرییبآس عدد 

𝛼 وزن اهمیت زمان نسبت به هزینه 

 

 متغیرها
𝑋 𝑘𝑗 منبعی که از مرکز امداد  مقدارk  دیدهه منطقه آسیببj شودده میاختصاص دا. 

 
𝛽 𝛽 = 𝑚𝑎𝑥 ∑ ∑ 𝑑 𝑘𝑗 . 𝑋 𝑘𝑗

𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾

 

  

 :شودیم یفتعر یربه شرح ز ی بحران سیلدر امدادرسان یکمدل لجست

 
𝑚𝑖𝑛𝐹1 = ∑ ∑ 𝑋 𝑘𝑗 . 𝑣𝑗

𝑠(Cost 𝑘𝑗
𝑠 + 𝛼(

1

𝑅𝑘𝑗
∗ 𝑠 + 𝑇 𝑘𝑗(1 + ∆𝑡𝑗

∗𝑠
))𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾               

)1( 
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𝑚𝑎𝑥𝐹2 = ∑ ∑ 𝑋 𝑘𝑗 . 𝑣𝑗
𝑠

𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾

 
(2)  

𝑚𝑖𝑛𝐹3 = 𝛽 

               (3) 

𝑚𝑖𝑛𝐹4 = ∑ ∑ 𝑤𝑘

𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾

 
(4) 

s.t 

∑ 𝑋 𝑘𝑗𝑘 = 𝐷𝑗
𝑠                                ∀𝑗 ∈ 𝐽 (5) 

∑ 𝑋 𝑘𝑗𝑗 ≤ 𝑆𝑘 . 𝑤𝑘                               𝑘 ∈ 𝐾             (6) 

∑ ∑ 𝑑 𝑘𝑗 . 𝑋 𝑘𝑗 ≤ 𝛽

𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾

 (7) 

𝑋 𝑘𝑗 ≥ 0 , 𝑤𝑘 ∈ {0,1}                     ∀𝑘 ∈ 𝐾, 𝑗 ∈ 𝐽     (8) 

ه سشامل  هزینهدهی شده عملیاتی است. این ، کاهش هزینه کل وزنمی باشد هدف اصلیدر این مدل ،تابع هدف اول که 

اهمیت  αوزن  .رمی باشد.زمان مؤثر سف وریسک خرابی مسیر ل،هزینه مستقیم انتقاکه شامل  جزء مهم است

شود تا دهی میپذیری گره تقاضا وزنکند. کل هزینه با عدد آسیبزمان/ریسک را نسبت به هزینه مستقیم تعدیل می

 د.تر( تلقی شوشدهه، کنترلبرتر )و در نتیجتر، هزینهعملیات در مناطق حساس

جنبه بشردوستانه تأکید دارد. هدف، حداکثرسازی ارزش منابع تخصیص یافته است. به این ترتیب،  تابع هدف دوم ،بر

دهنده تأثیرگذاری امدادرسانی شود، که نشانپذیری یا اولویت بالاتر ترغیب میمدل به تخصیص منابع به مناطق با آسیب

که ) βکند. با به حداقل رساندن متغیر کمکی را کنترل می به طور غیرمستقیم، زمان پاسخگویی ،ت.تابع هدف سوم اس

کند تا کل مسیر طی شده برای رساندن منابع را کاهش دهد. این کران بالایی بر کل مسافت طی شده است(، مدل تلاش می

ین هدف کارایی زیرساختی را دنبال هدف چهارم ،کند.تابع امر مستقیماً به کاهش تأخیر و بهبود سرعت عملیات کمک می

، مدل مراکز امدادی را که لزوماً نباید استفاده شوند، غیرفعال  𝑤𝑘 کند. با به حداقل رساندن مجموع متغیرهای باینریمی

 د.کناندازی/عملیاتی مراکز غیرضروری کمک میهای راهکند. این کار به تمرکز منابع و کاهش هزینهمی

باید به طور کامل و دقیق توسط  sدر سناریوی  jدیده آسیب (تضمین می کند که تقاضای کل منطقه 5محدودیت اول)

مجموع منابع تخصیص یافته از ( تضمین می کند 6محدودیت دوم )تأمین شود.  k مجموع منابع ارسال شده از تمام مراکز

کند که تضمین می 𝑤𝑘 تغیر باینریود ومفراتر ر 𝑆𝑘 تواند از ظرفیت کل مرکز نمی j دیده به تمام مناطق آسیب k مرکز 

را به مدل معرفی  βمتغیر کمکی  (7د.محدودیت سوم)تواند از آنجا ارسال شوفعال نشود هیچ منبعی نمی k اگر مرکز 

توسط منابع تخصیص یافته، تعریف دهی شده کند و آن را به عنوان یک کران بالا برای مجموع مسافت طی شده وزنمی

𝑚𝑖𝑛𝐹3 سازیکند. بهینهمی = 𝛽  کند که این کران )و در نتیجه کل مسافت حمل و نقل( به حداقل( تضمین می۳)در معادله 

 .دکنشرایط، دامنه مجاز متغیرهای تصمیم را تعریف می (8برسد. محدودیت )

 با پارامترهای فازی خطیFGPمدل  .3
به کردن مدل  یگام به گام فازاستفاده می کنیم.مراحل  [1]یزی فازی ارمانیرکردن مدل چندهدفه از برنامه یفاز یبرا

حداقل و مقادیر (𝐺𝑖)آرمانی ریزی فازی ارمانی ابتدا باید برای هر یک از توابع هدف مقادیر در برنامه شرح زیر است.

𝑊𝑖) قابل قبول اغلب با حل مدل در جهت مخالف   𝑊𝑖مقادیر ای هر تابع هدف وبا حل مدل  بر 𝐺𝑖مقادیررا مشخص کنیم.(  

𝑊𝑖]محدوده  یینس از تعپ.آیدبه دست می , 𝐺𝑖] یخط یتتابع عضو یکهر هدف،  یبرا𝜇(𝐹𝑖) تحقق  یزانم یلتبد یبرا

میزان عضویت  𝐹𝑖سازی، با کاهش مقداربرای توابع کمینه. کنیمیم یفتعر ۱تا  ۰ ینب یدرجه فاز یکبه  هدف

𝜇𝑖 هدفه کلاسیک تبدیل مدل چندهدفه فازی به یک مدل تک مینیمم زیمرمن -استفاده از رویکرد ماکسیممبا یابد.افزایش می 

خواهیم درجه رضایت از تمامی اهداف را به طور همزمان به حداکثر برسانیم.یک متغیر شود. ایده این است که ما میمی

کنیم و هدف مدل نهایی را دهنده کمترین درجه رضایت از بین تمام اهداف است( را تعریف می)که نشانλجدید به نام 

اگر پارامترهای کلیدی مانند :کنیمرا اضافه می 13 تا10هدف محدودیت های  برای هر  دهیم وقرار می λماکسیمم کردن 

را  کز امداد اولیهامنابع موجود در مر ظرفیت کل و jه ب kانتقال برای تخصیص یک واحد منبع از  هزینه عملیاتیتقاضا و

ریزی ریاضی فازی با مدل به برنامه طور قابل توجهی افزایش می یابد و فازی در نظر بگیریم دقت مدل را به

 شود.برای این کار، ما نیاز به تعریف توابع عضویت برای این پارامترهای ورودی و همچنینپارامترهای فازی تبدیل می

کنیم تعریف می ایمثلثی یا ذوزنقه عدد فازیای هر پارامتر فازی، یک بر های اصلی به فرم فازی داریم.تبدیل محدودیت
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تغییر می یابد وبقیه  15و 14و 10به شکل  6و5ومحدودیت های  1تابع هدف ت.که نمایانگر محدوده مقادیر احتمالی آن اس

 د.محدودیتهای اصلی بدون تغییر باقی می مانن

 یر می باشد.زبه صورت  λ- Maximization بر اساس روش (FMOLP) ریزی خطی چندهدفه فازیل برنامهمد

 

 
max 𝝀 )9( 
∑ ∑ 𝑋 𝑘𝑗 . 𝑣𝑗( 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝑘𝑗

𝑠𝑐
+ 𝝀𝑐𝑘𝑗 + 𝛼(

1

𝑅𝑘𝑗
∗ 𝑠 + 𝑇 𝑘𝑗(1 + ∆𝑡𝑗

∗𝑠
))𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾 + 𝝀(𝑊1 − 𝐺1) ≤ 𝑊1              )10( 

∑ ∑ 𝑋 𝑘𝑗 . 𝑣𝑗 − 𝝀(

𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾

𝐺2 − 𝑊2) ≥ 𝑊2   )11( 

𝛽 + 𝝀(𝑊2 − 𝐺2) ≤ 𝑊2 
 )12( 

∑ ∑ 𝑤𝑘 + 𝝀(𝑊3 − 𝐺3) ≤ 𝑊3𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾     )13( 
St. 
∑ 𝑋 𝑘𝑗𝑘 ≥  𝐷𝑗

𝑠𝑐
− 𝑝𝑗𝝀                                ∀𝑗 ∈ 𝐽 )14( 

∑ 𝑋 𝑘𝑗𝑗 ≤ 𝑆𝑘
𝑐. 𝑤𝑘 + 𝝀𝑞𝑘𝑤𝑘                               𝑘 ∈ 𝐾             )15( 

∑ ∑ 𝑑 𝑘𝑗 . 𝑋 𝑘𝑗 ≤ 𝛽

𝑗∈𝐽𝑘∈𝐾

 )16( 

𝑋 𝑘𝑗 ≥ 0 , 𝑤𝑘 ∈ {0,1}                     ∀𝑘 ∈ 𝐾, 𝑗 ∈ 𝐽  )17(   

 گیرییجه. نت4
، گامی جستیک امدادرسانی در بحران سیلمدیریت لی یک مدل ریاضی چندهدفه فازی برای پژوهش حاضر با توسعه

دهد که رویکرد های انسانی در شرایط عدم قطعیت برداشته است. نتایج مدل نشان میگیریمؤثر در جهت بهبود تصمیم

صیص گیرنده را به سمت تخپیشنهادی قادر است بین اهداف اقتصادی، انسانی و عملیاتی توازن برقرار کند و تصمیم

 هدایت نماید. انسانی بیشترهزینه کمتر، سرعت بالاتر و اثربخشی منابع با 

پاسخ به  و ها افزایش یافتهها در محدوده عدم قطعیت دادهانعطاف تصمیمشود سازی به مدل موجب میکردن فازیاضافه

دل مردی، تغییرات در پارامترهایی نظیر ظرفیت مراکز یا تقاضای مناطق با دقت بیشتری انجام گیرد. از دید کارب

برداری احمر مورد بهرههای امدادرسان مانند هلالهای پشتیبان تصمیم برای سازمانطراحی سامانه تواند درشده میارائه

کاری و اتلاف زمان جلوگیری سازی کرده و از موازیقرار گیرد تا در شرایط واقعی، مسیرهای تخصیص منابع را بهینه

 نماید.
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 gmail.com5712357mary@  تهرانری،1ناحیهدبیرریاضی،،

نرم افزار دانشگاه آزاد اسلامی واحد  فرزانه اعیان منش شاد،فارغ التحصیل کارشناسی ارشدمهندسی کامپیوتر
 far_ayanshad@yahoo.comمؤدیان متوسط،تهران،ک،کارشناس ارشد فناوری اداره امور مالیاتی ارا

به دنبال مطرح شدن ایده ی »نوشتن برای یادگیری « به عنوان ابزاری برای ساخت فعال دانش، پژوهش های   کیده:چ
بسیاری تحت این عنوان انجام گرفت. با توجه به اینکه پژوهش های معاصر از تأثیر کلی نوشتن به عنوان یک 

ثیر آن در یادگیری هر رشته ی علمی تغییر ابزارعمومی خوب  برای سنجش و یادگیری به سمت بررسی دقیق تر تأ 
حاضربه بررسی تأثیر نوشتن بر سنجش یادگیری بهتردرس ریاضی  حقیقجهت داده اند.از اینرو  تصمیم گرفتم در ت

نفری دانش  220نفری دانش آموزان پایه دهم را از بین جامعه ی  28بپردازم.در ابتدای سال تحصیلی یک نمونه ی 
از  یادگیری شانبرگزیدم . با برگزاری آزمون تشخیصی متوجه ضعف به روش تصادفی یک ری آموزانم در ناحیه 

( شدم. برای حل این مشکل راهکارهایی ارائه و از میان آن ها با توجه به اثربخشی 1مطالب پیش نیاز کتاب ریاضی)
جش یادگیری و زودبازدهی، روش چرک نویس را برگزیده  وبا اجرای عملی در یک جلسه درسی، اهمیت آن را درسن

 به دانش آموزان نشان دادم. اجرای این روش به خوبی توسط دانش آموزان در طی سال ادامه یافت. نتایج امتحانات
 . نشان دادریاضی درس تأثیرمثبت این روش را بر سنجش یادگیری مطلوب 

 چرک نویس، نوشتن برای یادگیری کلمات کلیدی:

 مقدمه.1
معمول برای ثبت دانسته های خود به سراغ نوشتن می روند. هنگام نوشتن،  فرد چیزهایی را که  دانش آموزان به طور  

می داند یا باور دارد بر روی کاغذ می آورد. نوشتن می تواند وسیله ای باشد برای چیزهایی که نمی دانیم و قصد  
دو دانش آموز به کمک آن بفهمد به کدام یادگرفتن آن را داریم و ابزار مهمی برای یادگیری و تقویت آن در ذهن باش

بخش های درس احاطه پیدا کرده،کدام بخش ها را درست متوجه نشده و چه سؤال هایی در ذهن او ایجاد شده 
ها نیاز به محاسبه و تحلیل پذیر نیست و حل تمرین است. یادگیری ریاضی نیز تنها با مطالعه و گوش دادن امکان

شود. مطالعه ی صحیح هر صفحه عه صحیح ریاضی بدون نوشتن هنگام مطالعه کامل نمیروش مطال  .نوشتاری دارد
 ریاضی، نیازمند استفاده از کاغذ باطله)چرک نویس( برای یادگیری آن است.  
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 پیشینه پژوهش  .1-1
«  2برای یادگیریتوجه به نقش نوشتن در یادگیری وتفکر، منجر به توسعه ی رویکردی به نام »نوشتن    1970در دهه ی  

(. این رویکرد بر این اندیشه استوار است : فهم و تفکر یادگیرنده 1393در تعلیم و تربیت شده است)عالی وهمکاران،
(.بر اساس مطالعات موردی لانگر و  2005از طریق فرآیند نوشتن وضوح می یابد و رشد می کند)بارزمن وهمکاران،

یادگیری -ابزاری برای فراخواندن سه نوع فرایند اساسی تفکر در جریان یاددهی(، تکالیف نوشتاری 1987آپلبی)
هستند: فعال ساختن دانش وتجربه شخصی در ارتباط با موضوع به منظور آماده شدن برای دریافت موضوع جدید 

ذکر می  وساخت مجدد دانش شخصی و گسترش آن.طرفداران رویکرد»نوشتن برای یادگیری«  دلایلی برای این ادعا 
کنند مبنی بر اینکه: نوشتن، زبان و کلمات را به سطح هوشیاری می آورد و آن ها را موضوع تفکر می 

 (. 1993کند)السون،
در تحقیق حاضر نیز بر نوشتن چرک نویس ریاضی به عنوان ابزاری مهم برای یادگیری بهتر مطالب ریاضی تأکید 

 شده است. 

 روش .2-1
نفر از دانش آموزان   28لعه امتحان در منزل را به عنوان یک تکلیف تحویل دهند. ازبین  از دانش آموزان خواستم مطا 
نفر برای اولین آزمون مستمر کلاسی در روی کاغذ مطالب تدریس شده را تمرین کرده   4پایه دهم علوم تجربی تنها 

وان حل تمرین ها بر روی کاغذ بودند. در نوشته هایشان ازتوضیح نحوه ی مطالعه امتحان در منزل نیز چیزی به عن
 نبود. 

 ی اصل یج. نتا2
 

راهکارهایی برای حل مشکل ضعف دانش آموزان در یادگیری ریاضی به ذهنم رسید عبارت بود از:تدریس مجدد 
درس، تشکیل کلاس فوق برنامه، ارسال فیلم های آموزشی، دعوت از اولیای دانش آموزان ومشورت با آنان برای حل 

شورت با همکاران، آموزش روش چرک نویس، طرح مشکل در جلسه شورای دبیران و تصمیم گیری این مشکل، م
 .  آنبرای حل 

طرح و  حجم زیاد مطالب،  در طول هفته  تدریس مجدد درس با توجه به محدود بودن تعداد جلسات ریاضی
ل کلاس فوق برنامه ی حل درس سالانه تقریبا غیرممکن بود.در جلسه ی مشترک اولیا وشورای دبیران برای تشکی

تمرین ورفع اشکال، تصمیم گیری شد. همکاران نیز عوامل مختلفی را باعث ضعف دانش آموزان در یادگیری ریاضی 
اکثرشان خارج از حیطه ی وظایف معلم بود و به تصمیم گیری در حوزه ی ستادی مربوط می شد.   مطرح نمودند اما

از بین راهکارهای مطرح شده، آموزش صحیح مطالعه ی ریاضی در منزل به وسیله ی ابزار چرک نویس در سنجش 
گروه   7ش آموزان کلاس را به یادگیری به دلیل اثربخشی وزودبازدهی ، جهت اجرا برگزیدم.  درابتدای جلسه بعد دان

نفره به صورت تقریبا همگن)ضعیف،متوسط،خوب،عالی( گروه بندی نمودم.  سه گروه اول گروه آزمایش، سه   4
گروه بعدی گروه کنترل وگروه باقیمانده ، همیار معلم در طراحی سؤال واجرای آزمون شدند. قبل از شروع ساعت  

یس درسنجش یادگیری به این صورت تشریح شد: ابتدا خط به خط کتاب کلاسی برای گروه آزمایش،  روش چرک نو
مشارکتی انجام وسپس سؤالات کار در کلاس وتمرین وفعالیت بدون نگاه به صورت توسط آنان مطالعه ویادگیری 
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 کردن به روش حل وبه شیوه امتحان گرفتن از خود حل کنند و افراد گروه پس از حل هر سؤال شیوه ی حل را برای 
یکدیگر توضیح ونقدوبررسی کنندتا یادگیری شان تثبیت شود.به آنان تأکید شد همه این کارها باید بر روی کاغذ که 
چرک نویس نام دارد انجام شود و در پایان چرک نویس ها را به عنوان تکلیف مطالعه ی امتحان تحویل معلم دهند. 

د تا درس اول را مطالعه و تمرین کنند وخود را برای آزمون  دقیقه فرصت داده ش 45به هر دو گروه آزمایش و کنترل 
پایانی کلاس آماده کنند.گروه همیار نیز مسؤول طرح چند سؤال از این درس و تکثیر آن به تعداد مورد نیاز شد.پس 

 ازبه پایان رسیدن زمان مطالعه، توسط گروه همیار با نظارت معلم، آزمون برگزار و برگه ها تصحیح شد.

 ی عدد یجنتا. ۳
 ، تجزیه وتحلیل شد. 1نمره ای به کمک آمار توصیفی در جدول  10نمرات دانش آموزان در آزمون 

 1-5/3-4- 5-5/6- 7- 7-7/ 5-75/7-8-5/8-  5/9نمرات گروه آزمایش: 
 0-0/ 5-5/1- 25/1-3-4-5/4- 5-7/ 25-75/7-8-10نمرات گروه کنترل: 

 تحلیل آماری نمرات دانش آموزان.1جدول 

 
 نمودار آماری داده های  جدول  . 1شکل

 

، میانگین نمرات گروه آزمایش که روش چرک نویس را برای سنجش مطالعه 1در نمودارمستطیلی شکل
نمره بیشتر    4نمره بیشتر از گروه کنترل است. واریانس داده های گروه کنترل در حدود    2ریاضی بکار بردند در حدود  

گروه بیشتر از گروه آزمایش است یعنی  از گروه آزمایش است و این نشان می دهد انحراف از میانگین نمرات این
نمره   5/1پراکندگی نمرات بیشتر و فاصله نمرات از میانگین قابل توجه است.دامنه تغییرات نمرات گروه آزمایش 

کمتر از گروه کنترل است وکم شدن فاصله بین بیشترین وکمترین نمره در این گروه نشان می دهد روش چرک نویس 
ادگیری وپیشرفت دانش آموز ضعیف داشته است. این گروه به دلیل داشتن ضریب تغییرات تأثیر خوبی بر سنجش ی

کمتر، همگن تر است و یادگیری دانش آموزان بیشتر و تدریس برای معلم در این گروه راحت تر است.مطالعه ی  

0
2
4
6
8
10
12

گروه کنترل گروه آزمایش

مقایسه شاخص های آماری در دوگروه کنترل وآزمایش

میانگین واریانس احراف معیار ضریب تغییرات
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ت آن با تجزیه ریاضی به روش چرک نویس درطی یک جلسه ی درسی به دانش آموزان آموزش داده شد و تأثیر مثب
وتحلیل نمرات به شیوه ی عملی برای دانش آموزان اثبات شد.در جلسات بعدی برخی از دانش آموزان به عنوان  
همیار معلم، مسؤول جمع آوری وبررسی چرک نویس شدند و با ارائه ی گزارش کار در هر جلسه معلم را در جریان 

  مشاهده می شود. 2ش ها درشکل روند اجرای طرح قرار می دادند. نمونه ای از گزار

                                 نمونه هایی از گزارش همیار مسؤول بررسی تکلیف چرک نویس دانش آموزان. 2شکل

 

 گیرییجه. نت۴
در نظرسنجی که انجام شد، نتایج خوب امتحان ترم اول نیز تأثیر مثبت این روش را تأییدکرد. در پایان سال تحصیلی  

اکثر دانش آموزان از اجرای این روش ابراز رضایت نمودند.وپیشنهادات و انتقاداتی برای ادامه ی این روند در سال 
اد صفحات و مطالب تمرین شده در چرک نویس دلخواه باشد، های بعد مطرح نمودند. که اهم آن عبارتند از: تعد

راستی آزمایی انجام درست چرک نویس با پرسش حداقل یک سؤال از داخل چرک نویس دانش آموز توسط سرگروه  
 ها یامعلم، تحویل چرک نویس پس از بررسی به دانش آموز برای استفاده از یادداشت ها ونکات مهم داخل آن.

 منابع
(. تأثیر آموزش مبتنی بر رویکرد نوشتن برای 1393.کدیور، پروین. دلاور، علی.)آمنه.سیف، علی اکبر عالی،-1

( بر ارتقاء سطح یادگیری و تفکر دانشجویان . فصلنامه روانشناسی تربیتی، شماره سی WTLیادگیری )
 . 93وچهارم، سال دهم، زمستان
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  بازرگانی ایده بازطراحی ریاضیات رشته

 ، تهران، ایران19396-3697نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه ریاضیگروه  یعلمئتیهعضو  ،نژادهانیه حاجی
H.Hajinezhad@pnu.ac.ir  

 ، تهران، ایران19396-3697نور، صندوق پستی  ، دانشگاه پیامریاضی ی گروه علمئتیه، عضو 1زهره حیدرپور
 zohreh.heidarpor@pnu.ac.ir  

ک مفاهیم تصاد و حسابداری، ناتوانی دانشجویان در درهای مدیریت، اقدر آموزش ریاضیات پایه برای رشته: چکیده
. تجربه هایشان، از مشکلات نظام آموزش عالی ایران استارتباطی محتوای دروس با نیازهای واقعی رشتهجبری و بی

ها ع این چالشدر دانشگاه ایندیانا پنسیلوانیا، الگویی موفق برای رف رشته بازرگانیبازطراحی درس حساب دیفرانسیل 
ی، حل مسئله، با تأکید بر استدلال کمّ یو محتوای بازرگانیدهد. در این الگو، درس جدید با عنوان ریاضیات ارائه می

، اب دیفرانسیلهای پیچیده حسبازتنظیم شده است. تغییرات شامل حذف بخش بازرگانیو کاربردهای واقعی در 
صورت مفهومی و بود تا دانشجویان مفاهیم را به جئوجبراادغام مباحث ضروری جبر و افزودن آزمایشگاه فناوری 

های اقتصادی گیریتر دانشجویان از نقش ریاضیات در تصمیمموجب افزایش انگیزه و درک عمیق و کاربردی بیاموزند
 .دهای ایران باشدر دانشگاه ی بازرگانیزنگری دروس ریاضی رشتهبرای با تواند مبناییشد. چنین الگویی می

 ، بازطراحی دروسبازرگانیجئوجبرا، حساب دیفرانسیل، ریاضیات پایه، رشته  کلمات کلیدی:

 مقدمه: .1

سیک های مدیریت و اقتصاد عمدتاً بر مبنای الگوهای کلادر نظام آموزش عالی ایران، آموزش ریاضیات در رشته
ی زمینه قوی ریاضی، کارآمدی محدودانسیل طراحی شده است؛ الگویی که برای دانشجویان فاقد پیشحساب دیفر

لیل داده های استدلال کمّی و تحشود، بلکه مهارتتنها موجب افت انگیزه و عملکرد تحصیلی میدارد. این مسئله نه
ا نیازهای برو، بازطراحی دروس ریاضی متناسب ینکند. از ااند، تقویت نمیهای مدیریتی حیاتیگیریرا که برای تصمیم

 .شودریزی آموزشی محسوب میکار ضرورتی استراتژیک در برنامهبازار واقعی 
 

های انداز مشترک برای برنامهموضوع اصلی گزارش چشم« وضع موجود غیرقابل قبول است»عبارت  2015در سال 
ای علوم [. این گزارش حاصل خرد جمعی چندین انجمن حرفه9بود ] 2025در سال  مقطع کارشناسی علوم ریاضی
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ریاضیات و آمار ارائه داد. این گزارش  دروس کارشناسی مقطع ها درباره آموزشای از توصیهریاضی است که مجموعه
دوین شد که توصیه کرده بود در آمریکا ت (National Research Council) در پاسخ به مطالعه شورای ملی تحقیقات

در  .[7] «های آموزشی هستندهای درسی موجود در ریاضیات نیازمند بازنگری اساسی در محتوا و شیوهبرنامه»
های مدل استفاده از فناوری، :روزکردن دروس ارائه شد از جملهبرای به یی، پیشنهادهامذکور مشترک اندازچشم

غرب ایالات شمالایندیانا پنسیوالنیا در دانشگاه  .های ارتباطیو مهارت استدلال کمّی، حل مسئله، یادگیری فعال،
 ردبازطراحی ک مذکور انداز مشترکهای گزارش چشمرا مطابق توصیه بازرگانیمتحده نیز درس حساب دیفرانسیل 

ایندیانا  تجربه دانشگاه 2در بخش ما بنا داریم [. 2,۴,5,6,۸] اندهای متعددی به این موضوع پرداختهپژوهش .[3]
های زشمند برای دانشگاهرا به عنوان الگویی ار بازرگانیی در بازطراحی دروس حساب دیفرانسیل رشته پنسیوالنیا
  مرور کنیم.ایران را 

 های کسب و کاربازطراحی دروس حساب دیفرانسیل رشته. ۲

در  بازرگانیاب دیفرانسیل تجربهٔ بازطراحی درس حس در اینجااست.  مروری-توصیفیروش این مقاله از نوع 
 .بررسی شده است [3] دانشگاه ایندیانا پنسیلوانیا بر اساس گزارش

را مطرح کرد، زیرا محتوای آن  بازرگانیپیشنهاد بازنگری درس حساب دیفرانسیل  بازرگانیگروه ، 201۸در سال 
ای جبر ضعف داشتند. گروه ریاضی نیز معتقد فراتر از نیاز واقعی رشته بود و بسیاری از دانشجویان در مباحث پایه

نه صرفاً یادگیری  و استفاده از فناوری متمرکز شود های واقعیتوابع مبتنی بر دادهبود که درس باید بر درک مفهومی، 
و افزودن  بازرگانی. در نهایت، تصمیم گرفته شد با اصلاح محتوا، تمرکز بر کاربردهای و تکنیک مکانیکی قواعد

انداز های گزارش چشمو توصیه [1] آزمایشگاه فناوری، درس جدیدی ارائه شود که با استانداردهای اعتبارسنجی
 .راستا باشدهم [9] مشترک

 : مقایسه دروس1جدول 
  )جدید( بازرگانیریاضیات  )اصلی( بازرگانیحساب دیفرانسیل 

دارد.  بازرگانیای، نمایی و لگاریتمی در زمینه های چندجملهتمرکز بر مدل
های عددی، نموداری و جبری تولیدشده از های تحلیل و تفسیر دادهروش

کند. مفاهیم اصلی حساب دیفرانسیل معرفی را بررسی می بازرگانیکاربردهای 
 .مشتق و انتگرال بازرگانییژه بر کاربردهای شوند، با تأکید ومی

شامل مرور توابع ابتدایی، از جمله توابع لگاریتمی و نمایی است. دانشجویان رشته 
شوند. مدیریت با مفاهیم مرکزی حساب دیفرانسیل )حد، مشتق و انتگرال( آشنا می

 .شودمیدر این درس بر کاربردهای حساب دیفرانسیل در مدیریت و اقتصاد تأکید 

صورت در فرایند بازنگری، بسیاری از قواعد و مباحث پیشرفته مشتق و انتگرال حذف شدند و برخی مفاهیم صرفاً به
استفاده کنیم محدود شد.  بازرگانیهای مدل مربوط بهبه توابعی  انتخاب نوع توابع شهودی آموزش داده شدند.

 1جدول . منتقل شدند(GeoGebra) جئوجبراه بودند، به آزمایشگای ریاضی هایی که نیازمند فنون پیشرفتهمدل
موضوعات صرفاً ریاضی و فاقد   دهد.را نشان می  شدهو نسخه بازطراحی  توصیف درس در نسخه اصلی سه واحدی

ر پایه های مرتبه بالا نیز کنار گذاشته شد تا زمان کافی برای مرور مباحث جبکاربرد مستقیم مانند پیوستگی یا مشتق
های نمایی و لگاریتمی طراحی شد که بیشترین فراهم شود. محتوای جبر با تمرکز بر توابع خطی، درجه دوم و مدل

ترتیب، بدین .دهدتغییرات ایجادشده در محتوا را نشان می 2جدول ارتباط را با کاربردهای مالی و اقتصادی داشتند. 
با رویکردی مفهومی و کاربردی بود، نه مبتنی بر محاسبات ترکیبی از جبر و حساب دیفرانسیل  ،درس جدید

  .مکانیکی
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جای تمرکز بر پاسخ دقیق ریاضی، بتوانند مسائل رفت بهارزیابی یادگیری دانشجویان نیز تغییر کرد. از آنان انتظار می
سازی کنند، متغیرها ها مدلها کاربردی طراحی شدند تا دانشجویان از دادهرا درک کرده و نتایج را تحلیل کنند. تمرین

در یک شرکت  :شودمیاین تمرین طرح ، و واحدها را بشناسند و نتایج را به زبان تحلیلی بیان کنند. به عنوان نمونه
دلار بود. با  51٫31خودکار  550دلار و برای  10٫۸1خودکار  100هزینهٔ کل تولید  ،خودکارهای ژلی تولیدکننده

، این بازرگانیدر نسخهٔ قدیمی درس حساب دیفرانسیل  .آیددست میفرض خطی بودن رابطه، مدل هزینه خطی به
انشجویان موظف ، دبازرگانیشده ریاضیات تمرین صرفاً یک مسئلهٔ جبری مقدماتی بود. اما در درس بازطراحی

خودکار، هزینهٔ کل و نهایی  90محاسبهٔ هزینهٔ ثابت، هزینهٔ متوسط برای  از جمله تری انجام دهند:بودند تحلیل کامل
دادند چرا هزینهٔ خودکار، و تفسیر ارتباط شیب مدل با هزینهٔ نهایی. همچنین باید توضیح می 91و  90برای تولید 

 .کردندها واحدها را ذکر میت و در تمام پاسخنهایی در این مدل خطی ثابت اس

: مقایسه عناوین۲جدول   

 بازرگانیشده: ریاضیات نسخه بازطراحی بازرگانینسخه اصلی: حساب دیفرانسیل  هفته

 های خطی، توابعنمودارها، خطوط، مدل حدها، پیوستگی، تعریف مشتق 1-2

 هاایکاربردهای خطی و درجه دوم، چندجمله ایقسمت و زنجیرهضرب، خارجقواعد توان، حاصل 3-۴

 های نمایی و لگاریتمی، کاربردهای مالیمدل های مرتبه بالاتر، ترسیم منحنی، اکسترمم مطلقمشتق -5

 ینرخ متوسط تغییر، تعریف و تفسیر مشتق، قاعده توان  گیری ضمنیسازی، مشتقبهینه 7-۸

 سازیاکسترمم مطلق، بهینه هاضدمشتق مشتق توابع نمایی و لگاریتمی، 9-10

 هاضدمشتقسازی بیشتر، بهینه قضیه اساسی حساب دیفرانسیل، مساحت، مقدار متوسط 11-12

 قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و کاربردها گیریفنون انتگرال 13-1۴

افزاری ارسال همراه با فایل نرمهای تحلیلی خود را ، دانشجویان موظف بودند پاسخجئوجبرا آزمایشگاه برنامهدر 
گیری واقعی در قالب تصمیم (Marginal Analysis) کنند. هدف این بود که مفاهیم انتزاعی مانند مشتق و تحلیل نهایی

ها توانایی استدلال کمّی، تحلیل داده و تفسیر نتایج را تقویت کرده و پیوندی روشن میان تجربه شوند. این فعالیت
دانشجویان تابع  ، جئوجبراتکلیف  به عنوان نمونه در یک .روس اقتصاد و مدیریت برقرار کردنددرس ریاضی و د

یافتند سپس تغییر را می ( MC(x) ) گیری، تابع هزینه نهاییرا وارد کرده و با استفاده از مشتق ( C(x) ) هزینه کل
، خطای تقریب را بررسی و نتیجه را تحلیل ندکردمی واقعی و تقریبی هزینه را برای تولید یک واحد بیشتر محاسبه

𝐶(𝑥) کردند. برای مثال، در تابعمی = 7125 + (−6.64 + .0016𝑥)𝑥   ،شد تغییر هزینه میان تولید از آنان خواسته می
بازی را تخمین زده و تفسیر کنند. در ادامه نیز با یک مسئلهٔ حداکثرسازی سود، دو صدمین و صد و یکمین اسباب

و به سؤالات تحلیلی درباره عوامل مؤثر بر هزینه نهایی، سطح تولید بهینه و تأثیر  نندکسازی را مقایسه بهینهروش 
 . دهندهزینه نهایی بر سود کل پاسخ 

افزار را جذاب بازخورد دانشجویان از درس جدید بسیار مثبت بود. آنان یادگیری فعال، کار گروهی و استفاده از نرم
های ریاضی گروهاین موفقیت حاصل همکاری نزدیک  آن را مرتبط با نیازهای رشتهٔ خود ارزیابی کردند. دانستند ومی
در آغاز بازطراحی، برخی اعضای گروه ریاضی  شد.بود؛ تعاملی که بدون آن، بازطراحی مؤثر ممکن نمی بازرگانیو 

اما این نگرانی با  .ای علمی درس شودهایی از حساب دیفرانسیل باعث تضعیف محتونگران بودند که حذف بخش
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 (quantitative reasoning course) به درس استدلال کمّی کسب و کار تغییر نگاه از یک درس حساب دیفرانسیل
 .های محاسباتیهدف، درک مفاهیم در کاربردهای واقعی است، نه تسلط بر تکنیکزیرا  برطرف شد.

برای گزینش  MyLab Math رو، از محیطدرسی مناسبی یافت نشد. ازاین دلیل تغییرات گستردهٔ محتوایی، کتاببه
ار گرفت. ها از منابع مختلف استفاده شد و توسعهٔ محتوای اختصاصی برای درس جدید در دستور کار قرتمرین

رآمد جایگزینی کا بازرگانیکارگیری فناوری، یادگیری فعال و تأکید بر استدلال کمّی موجب شد درس ریاضیات به
طور های اقتصادی را بهگیریباشد و درک دانشجویان از نقش ریاضیات در تصمیم بازرگانیبرای حساب دیفرانسیل 
 .چشمگیری افزایش دهد

 گیری:نتیجه .3

سویی محتوای نشان داد که هم در دانشگاه ایندیانا پنسیوالنیا بازرگانیبازطراحی درس حساب دیفرانسیل به ریاضیات 
تر، افزایش انگیزه و ارتقای موجب درک مفهومی عمیق (جئوجبرا) درسی با نیازهای واقعی رشته و استفاده از فناوری

تواند تأکید دارد و می بازرگانیریاضی و  هایگروهاهمیت همکاری  بر همچنین شودمیهای تحلیلی دانشجویان مهارت
 .قرار گیرد توانمندالتحصیلانی منظور تربیت فارغهای ایران بههای درسی دانشگاهرنامهبری مبنایی برای بازنگ
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درسی ریاضی رشته ادبیات و علوم  هایکتابتحلیل محتوای 
 سازی مدلبر اساس رویکرد  انسانی

 ، تهران، ایران69391-7963نور، صندوق پستی  پیامدانشگاه ریاضی، گروه  یعلمئتیهعضو  ،1شریفه رضاقلی
rezagholi@pnu.ac.ir 

 ، تهران، ایران16769-7963نور، صندوق پستی  پیامریاضی، دانشگاه  علمی گروهاکبر رضایی، عضو هیئت
، تهران، 16769-7963آموزش ریاضی، دانشگاه پیام نور، صندوق پستی ارشد  فارغ التحصیل کارشناسی، علی عسکری

 ایران
  چکیده:

های درسی مطابق با اهداف سند و رویکردهای ها برای تألیف کتابپس از تدوین سند برنامه درسی ملی در ایران، تلاش
هایی جهت بررسددددی های تازه تألیف اجرای آزمایشددددی ندارند، انهام پ وه نوین آموزش جهانی آغاز شددددد  از آنها که کتاب

های عیین شده ضروری است  در همین راستا، پ وه  حاضر با هدف تحلیل تمرینات کتابها با اهداف تمطابقت محتوای آن
سددازی و به روش تحلیل محتوا انهام شددد  نمونه آماری ریاضددی رشددته ادبیات و علوم انسددانی بر اسددا  رویکرد مد  درسددی

سدددازی، که مشدددتمل بر پنه مقوله مد ( در حوزه 1761پور )پ وه ، همه تمرینات این سددده کتاب بود  چارچوب ن ری رفی 
اسددت، به عنوان « سددازیمد »و « کاربرد اسددتاندارد»، «زمینه مدار مسددتقل از زمینه»، «زمینه مدار غیر معقو »، «بدون زمینه»

مبنای تحلیل مورد اسددتفاده قرار گرفت  برای ایمینان از پایایی کدگراری، از فرمو  ضددریی پایایی اسددکات اسددتفاده شددد و 
و « زمینه مدار غیر عاقلانه»های به دسدت آمد  نتایه نشدان داد که هیی یا از تمرینات این سه کتاب در مقوله 61/۰ی ضدری

 13و « کاربرد استاندارد»درصد  ۹6، «بدون زمینه»درصد از تمرینات  ۴۵گیرند  در مهموع سه کتاب، قرار نمی« سدازیمد »
 سددازی در تألیفمدار به وی ه مسددامل مد شددود از مسددامل زمینهنهایتا پیشددنهاد می بودند « مسددتقل از زمینه»درصددد نیا از نوع 

 های درسی ریاضی استفاده شود کتاب
  مدارسازی، مسامل زمینهبرنامه درسی ملی، تحلیل محتوا، کتاب درسی ریاضی، رویکرد مد  کلمات کلیدی: 

 . مقدمه۱
 ؛ شورای ملی معلمان ریاضی1663، ۹آموزان دارد )ما و کیشوردان  یادگیری ریاضیات ارتبایی قابل توجه با انگیاه

NCTM ،۹۰۰۰( معتقد است 16۹9) 7(، بنابراین، تلاش برای ایهاد انگیاه در آنان از اهمیت بالایی برخوردار است  اسکمپ
یق بیابند  این احسا  نیاز، از یرآموزان باید احسا  نیاز به دانستن آن را در خود که برای ایهاد انگیاه یادگیری ریاضی، دان 

بد  یاسازی ریاضی اهمیت میشود و دقیقاً در همین نقطه است که رویکرد مد ارامه مسامل واقعی و کاربردی زندگی ایهاد می
به  های اخیرشود و در سا ی دنیای واقعی به یا مد  ریاضی ترجمه میسازی ریاضی، فرآیندی است که یی آن یا مسئلهمد 

 ای مهم از تحقیقات آموزش ریاضی، توجه پ وهشگران و کارشناسان این حوزه را به خود جلی کرده است نوان شاخهع
توای ای در محبا توجه به تدوین سند تحو  بنیادین ن ام آموزشی و برنامه درسی ملی در کشورمان، تغییرات گسترده

ناپریر از زندگی (، ریاضیات نه تنها بخشی جدایی1761سی ملی )های درسی صورت گرفته است  بر اسا  سند برنامه درکتاب
رود  این دان ، با کاربردهای وسی  در های مختلف زندگی به شمار میروزمره است، بلکه ابااری برای حل مسامل در زمینه

های مه ن ریهتحلیل مسامل و اراکند که قادر به استدلا  منطقی، تهایه و های گوناگون انسانی، به تربیت افرادی کما میفعالیت
                                                        

 نويسنده مسئول 1
2 Ma & Kishor 
3Skemp 
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های روزمره و مفاهیم کارگیری این دان  در حل چال فراگیر باشند  همچنین یکی از اهداف کلیدی در آموزش ریاضی، به
سازی آموزان در فرآیندهای ریاضی، از جمله توانایی مد انتااعی است و در حیطه یادگیری ریاضی، بر توانمندسازی دان 

 ای شده است  مسامل واقعی، تأکید وی ه ها وپدیده
  در شود و از جایگاهی رفیترین مولفه برنامه درسی شناخته میدر ن ام آموزشی کشور ایران، کتاب درسی به عنوان اصلی

توجه (   با 176۹آموزان و هم برای معلمان، برخوردار است )شیخ الاسلامی و همکاران، فرآیند تعلیم و تربیت، هم برای دان 
ن ر ها از مشوند، بررسی و ارزیابی آنهای درسی در ایران، اغلی بدون گرراندن مرحله اجرای آزمایشی تدوین میبه اینکه کتاب

ای برخوردار است  یکی از این رویکردهای نوین در آموزش های جدید آموزشی، از اهمیت وی هانطباق با استانداردها و ن ریه
ای است  گنهاندن مساملی که کاربرد ریاضی در حل مسامل زندگی های عملی ریاضی در آموزش مدرسهریاضی، تأکید بر کاربرد
تر های درسی ریاضی را به شکل قابل توجهی غنیتواند محتوای کتابسازی، میهای مد کشند و فعالیتواقعی را به تصویر می

 سازد 
سی های دربرای تحقق اهداف آن، و همچنین نق  کلیدی کتاببا در ن ر گرفتن اهمیت برنامه درسی ملی و لاوم تلاش 

رسد  بررسی سازی و کاربرد، ضروری به ن ر میهای درسی ریاضی به مفهوم مد در این مسیر، بررسی میاان توجه کتاب
علوم  و های درسی ریاضی رشته ادبیاتهای محدودی بر روی کتابکند که پ وه تحقیقات پیشین در این زمینه، مشخص می

 ایها، اهمیت وی هسازی در آنها و بررسی میاان توجه به رویکرد مد انسانی صورت گرفته است  از این رو، تحلیل این کتاب
 یابد  می

 روش. ۲
های این تحقیق از نوع توصیفی و با استفاده روش تحلیل محتوا انهام شده است  جامعه آماری در این پ وه  کتاب

باشد و قسمت تمرین این سه کتاب می 1۵۰7درسی ریاضی پایه دهم، یازدهم و دوازدهم رشته ادبیات و علوم انسانی چاپ سا  
  تشده اسی موجود در بخ  تمرین به عنوان یا واحد ثبت در ن ر گرفته هابه عنوان نمونه انتخاب شده و هر یا از پرس 
( ۹۰۰1) 1گرفته از چارچوب ن ری گالبرایت و استیلمنایده (، که 1761پور )برای کدگراری واحدها از چارچوب ن ری رفی 

مدار زمینه»، «مینهبدون ز»شان در پنه دسته است، استفاده شد  یبق این چارچوب، مسامل ریاضی بر اسا  مفروضات
گیرند  بنابراین، هر یا از واحدهای ثبت در یکی از قرار می« سازیمد »و « کاربرد استاندارد»، «مستقل از زمینه»، «غیرعاقلانه

   بندی گردیدهای تعریف شده در این چارچوب یبقهبندیدسته

  یج. نتا۳
 ۱تحلیل تمرینات کتاب ریاضی و آمار . ۱-۳

نمایش »آ « های اراریکار نا داده»، «تانع»، «رعادله درجه دآم»های پایه دهم انسییانو اچ ارار ل یی  نا ن  ا  1کتاب ریاضییو آ ارار 

ن سی ایو تشییل   هییسه ادییهر در هچ ل یی  ا سیو درا آج د دارد که هچ کسام هییار  تمچی اتو ادییه که در جسآ  چیچ ر  له « هاداده

 تمچی ات رشخص هسه ادهر 

 ۱نتایج حاصل از کدگذاری تمرینات کتاب ریاضی و آمار  -۱-۳جدول 

 سازیمدل کاربرد استاندارد مستقل از زمینه غیر عاقلانه بدون زمینه تعداد کل 

 0 2 1 0 11 22 ل   اآ 

 0 3 1 0 11 22 ل   دآم

 0 2 4 0 1 21 ل   د م

 0 1 2 0 10 12 ل   ارارم

 0 11 1 0 22 10 رجم ع
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تمچیو  12پایه دهم انسیییانو در رجم ع دارای  1کتاب ریاضیییو آ ارار 

« نسآ  چر  ه»درصیس  اچ ایو تمچی ات در ر  له رسال    ۷۶ر رد ) 22ادیه که  

ر رد  11آ « رست   اچ چر  ه»درصس  اچ ن ع رسال   10تمچیو ) 1قچار گچله آ 

اب ر در ایو کتقچار گچلت س« کارنچد ادتانسارد»درصیس  ن   در ددیته رسال     23)

 سر یاله نش« داچیرس »آ « رسار غ چ ناقلانهچر  ه»ه چ تمچی و در ددته رسال  

 ۱سهم هر مقوله نسبت به کل در کتاب ریاضی و آمار  -۱-۳شکل 

  ۲تحلیل تمرینات کتاب ریاضی و آمار  -۲-۳

هر اد« ارار»آ « تانع»، «ر طق آ ادتسلا  ریاضو اه ایو نا»پایه یاچدهم انسیانو هار  ده ل   نا ر ض نات   2کتاب ریاضیو آ ارار  

 ن سی ایو تمچی ات رشخص هسه ادهرهچ ل   اچ ا س درا که هچ کسام هار  تمچی اتو اده تشل   هسه اده که در جسآ  چیچ ر  له

 ۲نتایج حاصل از کدگذاری تمرینات کتاب ریاضی و آمار  -۲-۳جدول 

 سازیمدل کاربرد استاندارد هاز زمین مستقل غیر عاقلانه بدون زمینه تعداد کل 

 0 0 1 0 4 2 ل   اآ 

 0 ۶ 0 0 20 2۶ ل   دآم

 0 ۶ ۶ 0 1 12 ل   د م

 0 14 1 0 22 4۶ رجم ع

 

تمچیو  4۶پایه یاچدهم انسییانو رجم نا دارای  2کتاب ریاضییو آ ارار 

« نسآ  چر  ه»درصس  اچ ایو تمچی ات در ر  له رسال   23ر رد ) 22ادیه که  

ر رد  14آ « رست   اچ چر  ه»درصس  اچ ن ع رسال   1۶تمچیو ) 1قچار گچله آ 

تاب سر در ایو کقچار گچلت « کارنچد ادتانسارد»درصیس  ن   در ددته رسال    30)

قچار « دییاچیرس »آ « رسار غ چ ناقلانهچر  ه»ه چ تمچی و در ددییته رسییال   

 نگچلهر 

 ۲سهم هر مقوله نسبت به کل در کتاب ریاضی و آمار  -۲-۳شکل 

  ۳تحلیل تمرینات کتاب ریاضی و آمار  -۳-۳

« الگ های غ چخطو»آ « الگ های خطو»، «آ احتما ارار »پایه دآاچدهم انسانو هار  ده ل   نا ر ض نات  3کتاب ریاضیو آ ارار  

 ن سی ایو تمچی ات رشخص هسه ادهرادهر در هچ ل   ا س درا آج د دارد که هچ کسام دارای تمچی اتو ادهر در جسآ  چیچ ر  له

 ۳نتایج حاصل از کدگذاری تمرینات کتاب ریاضی و آمار  -۳-۳جدول 

 سازیمدل کاربرد استاندارد هاز زمینمستقل  غیر عاقلانه بدون زمینه تعداد کل 

 0 14 14 0 4 32 ل   اآ 

 0 ۶ 1 0 14 22 ل   دآم

 0 ۶ 4 0 14 22 ل   د م

 0 21 11 0 32 ۶1 رجم ع
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تمچیو  ۶1پایه دآاچدهم انسانو رجم نا دارای  3کتاب ریاضیو آ ارار  

« نسآ  چر  ه»درصس  اچ ایو تمچی ات در ر  له رسال   41ر رد ) 32اده که 

 21آ « رست   اچ چر  ه»درصیس  اچ ن ع رسیال     24تمچیو ) 11قچار گچله آ 

ایو  ت سر درقچار گچل« کارنچد ادتانسارد»درصس  ن   در ددته رسال   32ر رد )

 «دییاچیرس »آ « رسار غ چ ناقلانهچر  ه»کتاب ه چ تمچی و در ددییته رسییال  

 قچار نگچلهر 

 ۳سهم هر مقوله نسبت به کل در کتاب ریاضی و آمار  -۳-۳ شکل

 بندی جمع -۴-۳

 112تمچیو هسییت س که تعساد  201ر رجم ع، ایو دییه کتاب دارای د

ر رد  32جای گچلت س آ « نسآ  چر  ه»درصس  اچ تمچی ات در ددته  24ر رد )

درصس   21تمچیو ) ۷1آ « رست   اچ چر  ه»درصس  اچ تمچی ات در ر  له  1۶)

 ن دنسر در ایو دیییه کتاب تمچی و اچ ن ع« کیارنچد ادیییتیانیسارد   »هم اچ ن ع 

 یاله نشسر « داچیرس »آ « رسار غ چ ناقلانهچر  ه»

 سهم هر مقوله نسبت به کل در مجموع سه کتاب -۴-۳شکل 

 گیرییجه. نت۴
شود که بیشتر تمرینات این سه کتاب بدون زمینه دنیای واقعی هستند و هیی ها و نمودارها مشاهده میبا بررسی جدو 

، عدم وجود مسامل غیر عاقلانه و وجود مسامل شودمیمشاهده مثبتی که  نکته اما ارد سازی وجود ندتمرینی از نوع مسامل مد 
ل دهد که مسامهای تحقیق نشان میها است  به یور کلی، نتایه حاصل از یافتهکاربرد استاندارد در هر فصل از این کتاب

 سازی دارند زیادی با رویکرد مد ی ادبیات و علوم انسانی فاصله های درسی ریاضی رشتهموجود در کتاب

 منابع
ران، درسی ای(  تحلیل محتوای کتاب حسابان بر اسا  رویکرد مدلسازی  فصلنامه مطالعات برنامه1761پور، الف  )رفی  -1

  1۴9-17۴، ص ۹۵شماره 
جدیدالتالیف ریاضی  های(  تحلیل محتوای کتاب176۹شیخ الاسلامی، ه ، احمدی، غ ، عصاره، ع ، و ریحانی، الف  ) -۹

    17، شماره 3درسی، سا  و راهنمای معلم سا  دهم رشته انسانی با تاکید بر رویکرد زمینه محور  ن ریه و عمل در برنامه
(  سند برنامه درسی ملی جمهوری اسلامی ایران  تهران: 1761مرکا اسناد و مدارک علمی، وزارت آموزش و پرورش  ) -7

 مولف 
4. Galbraith, P. L., & Stillman, G. (2001). Assumptions and context: Pursuing their role in modeling 

activity. In Modelling and Mathematics Education: Applications in Science and Technology (ICТМА 

9) (pp. 300-310). 

5. Ma, X., & Kishor, N. (1997) Assessing the relationship between attitude toward mathematics and 

achievement in mathematics: A meta-analysis. Journal For Research in Mathematics Education, 28(1), 

26-47.  

ed.). Middlesex, UK: Penguin  ndSkemp, R. R. (1986). The psychology of learning mathematics (26. 

Books. 
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 بررسی سواد دیجیتال بر عملکرد تحصیلی 
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های اطلاعات و ارتباطات مختلف، جامعه به یک محیط دیجیتالی با پیشرفت سریع و کاربرد گسترده فناوری چکیده:
ای مقابله با اطلاعات و حل مشکلات غنی از فناوری تبدیل شده است.مردم به طور فزاینده ای از فناوری دیجیتال بر

استفاده می کنند. سواد دیجیتال به یک مهارت اصلی جدید در کار، یادگیری و ارتباطات تبدیل شده است.نظیمات 
بداع های آموزشی و یادگیری دیجیتالی اآموزشی نیز توسط فناوری دیجیتال پیشرفته در حال تغییر است و انواع روش

د دسترسی شوند، ماننهای آموزشی مختلفی که توسط فناوری دیجیتال پشتیبانی میدر فعالیت آموزانشده است.دانش
اری های الکترونیکی، توسعه همکهای مدیریت یادگیری، جستجوی منابع یادگیری آنلاین، خواندن کتاببه سیستم

 .کرده اند  های یادگیری مبتنی بر اینترنت شرکتآنلاین و شرکت در انجمن
 مدیریت یادگیری  سواد دیجیتال، عملکرد تحصیلی، کلیدی:کلمات 

 . مقدمه1
های آموزشی شناخته های اصلی تحول در نظامعنوان یکی از مؤلفههای دیجیتال بهدر عصر حاضر، فناوری

های های یادگیری، شیوهورود ابزارهای نوین ارتباطی و اطلاعاتی به محیط می گوید[1]دستجوردی شوند. می
ر ساخته تآموزان برجستهآموزش و ارزشیابی را دگرگون کرده و نقش سواد دیجیتال را در موفقیت تحصیلی دانش

است. سواد دیجیتال فراتر از توانایی استفاده از ابزارهای فناوری، شامل درک، تحلیل، ارزیابی و تولید محتوا در 
 .اند مسیر یادگیری را تسهیل و تقویت کندتوفضای دیجیتال است؛ مهارتی که در کنار دانش درسی، می

های کلیدی در ارزیابی عنوان شاخصدستاوردهای تحصیلی و عملکرد تحصیلی به،  [2] رضایی از سوی دیگر، 
 هایتنها بازتابی از میزان یادگیری و توانایی. این دو مفهوم، نهمی نماید آموزان مطرحموفقیت آموزشی دانش

ند، بلکه تحت تأثیر عوامل متعددی از جمله انگیزش، خودکارآمدی، محیط آموزشی و اآموزانشناختی دانش
عنوان یک عامل میانجی، نقش مهمی در تواند بههای فردی قرار دارند. در این میان، سواد دیجیتال میمهارت

 .ها ایفا کندارتقاء این شاخص
بین سواد دیجیتال با دستاوردهای تحصیلی و با توجه به اهمیت موضوع، پژوهش حاضر با هدف بررسی رابطه 

انجام شده  ۳۰۴۰–۳۰۴۱ریز در سال تحصیلی آموزان مقطع متوسطه دوم شهرستان نیعملکرد تحصیلی دانش
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تری از تأثیر های علمی و ابزارهای معتبر، به درک دقیقگیری از روشاست. این تحقیق تلاش دارد با بهره
ساز تدوین راهکارهایی برای بهبود آموزان دست یابد و زمینهتحصیلی دانشهای دیجیتال بر موفقیت مهارت

 .کیفیت آموزش در مدارس باشد

 . 
 نقش و جایگاه سواد دیجیتال. 1-1

ماتریسی از ظرفیت  :می گوید[3]دردزینسکی است  است نه مجموعه ای از مهارت هاروش تفکر یک  سواد دیجیتال 
های انتقادی و بازتابی و همچنین تفکر خلاق منظم است که دانش آموز را وادار می کند تا به طور گسترده ای از 
طریق محیط اطلاعاتی هنگامی که از طریق یک محیط یادگیری حمایتی در سطح دوره، برنامه یا نهاد حفظ شود، 

یک "عادت ذهنی" که به دنبال بهبود مداوم و انضباط تبدیل شود.  عادت گرایشیسواد دیجیتال می تواند به یک 
 شخصی در تحقیق، تحقیق و ادغام دانش از منابع مختلف است.

ی، ها در فرآیند یادگیرهای آموزشی و نقش فزاینده آنهای دیجیتال در محیطبا توجه به گسترش روزافزون فناوری
شود. آموزان بیش از پیش احساس میا بر موفقیت تحصیلی دانشهضرورت شناخت تأثیر این مهارت [4] آدرین

های علمی و آماری، به بررسی دقیق این روابط گیری از روشدر این راستا، پژوهش حاضر تلاش کرد تا با بهره
 .هایی کاربردی برای بهبود کیفیت آموزش ارائه دهدبپردازد و یافته
بررسی و بیان می ای های همبستگی، رگرسیون چندگانه و تحلیل خوشهنتایج حاصل از آزمون [5]وی وی یان 

که بین سواد دیجیتال و دستاوردهای تحصیلی، و همچنین بین این دو متغیر با عملکرد تحصیلی، رابطه  نماید
، بلکه نشان دادند که سواد های پژوهش را تأیید کردندتنها فرضیهها نهمثبت و معناداری وجود دارد. این یافته

 .دآموزان ایفای نقش کنکننده مهم در موفقیت تحصیلی دانشبینیعنوان یک عامل پیشتواند بهدیجیتال می
آموزان را بر اساس سطح سواد ، سه گروه متمایز از دانشمقاله شده در اینای انجاماز سوی دیگر، تحلیل خوشه

ردی در های فبندی نشان داد که تفاوتتحصیلی شناسایی کرد. این گروهدیجیتال، انگیزش تحصیلی و عملکرد 
های آموزشی و مشارکت در فرآیند یادگیری، تأثیر مستقیمی بر نتایج تحصیلی دارد. بنابراین، توجه استفاده از فناوری

ت ثر در جهت ارتقاء کیفیتواند گامی مؤهای آموزشی متناسب با نیازهای هر گروه میها و طراحی برنامهبه این تفاوت
 آموزش باشد

 عددی یج. نتا۲
ریز مورد تجزیه و تحلیل آماری قرار آموز مقطع متوسطه دوم شهرستان نیدانش ۱53شده از های گردآوریداده

های اصلی و فرعی بود. گرفتند. هدف اصلی این قسمت، بررسی روابط میان متغیرهای پژوهش و آزمون فرضیه
های آماری مناسب شامل همبستگی پیرسون، تی مستقل، رگرسیون خطی و تحلیل مسیر از آزمون برای این منظور،

 .استفاده شد
ها نشان داد که سواد دیجیتال نقش مؤثری در ارتقاء عملکرد تحصیلی، انگیزه تحصیلی نتایج حاصل از تحلیل داده

ارهای دیجیتال با موفقیت تحصیلی رابطه آموزان دارد. همچنین، استفاده از ابزو دستاوردهای تحصیلی دانش
راستا ها با پیشینه نظری و مطالعات پیشین همهای پژوهش تأیید شدند و یافتهمثبت و معناداری دارد. تمامی فرضیه

 .بودند
 

 ها ارائه شده است:ای از نتایج آزمون فرضیهدر جدول زیر، خلاصه
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 های پژوهشجدول: خلاصه نتایج آزمون فرضیه
 وضعیت  نتیجه آزمون آزمون آماری عنوان فرضیه

رابطه بین سواد دیجیتال و دستاورد 
 تحصیلی

همبستگی 
 پیرسون

r = 0.62, Sig = 0.000  تأیید 

رابطه بین سواد دیجیتال و عملکرد 
 تحصیلی

همبستگی 
 پیرسون

r = 0.58, Sig = 0.000  تأیید 

زان آموتفاوت عملکرد تحصیلی بین دانش
 دیجیتال بالا و پایین با سواد

 تأیید  t = 3.87, Sig = 0.000 تی مستقل

پذیری سواد دیجیتال برای بینیپیش
 دستاورد تحصیلی

رگرسیون خطی 
 ساده

R² = 0.38, Beta = 
0.62, Sig = 0.000 

 تأیید 

رابطه بین استفاده از ابزارهای دیجیتال و 
 دستاورد تحصیلی

همبستگی 
 پیرسون

r = 0.49, Sig = 0.000  تأیید 

تأثیر سواد دیجیتال بر انگیزه تحصیلی و 
 عملکرد تحصیلی

۴55۳و  Beta = 0.45 تحلیل مسیر , 
Sig = 0.000 

 تأیید 

رابطه بین دستاورد تحصیلی و عملکرد 
 تحصیلی

همبستگی 
 پیرسون

r = 0.66, Sig = 0.000  تأیید 

 
ای و هعنوان یک متغیر واسطعنوان یک عامل مستقل، بلکه بهتنها بهدهند که سواد دیجیتال نهاین نتایج نشان می

 های پژوهش حاضر نشان داد که سواد دیجیتالیافتهآموزان نقش دارد. کننده در موفقیت تحصیلی دانشبینیپیش
آموزان دارد و همچنین دستاوردهای تحصیلی دانش رابطه مثبت و معناداری با دستاوردهای تحصیلی و عملکرد

طور مستقیم با عملکرد تحصیلی مرتبط است. این نتایج با بخش قابل توجهی از پیشینه پژوهش تحصیلی نیز به
  .راستا بوده و تأییدکننده نقش کلیدی سواد دیجیتال در موفقیت تحصیلی استداخلی و خارجی هم

 ۴5.0ضریب همبستگی بین سواد دیجیتال و دستاورد تحصیلی برابر با ،  پیرسون  بر اساس نتایج آزمون همبستگی
دهنده وجود رابطه مثبت و معنادار بین دو متغیر است. بنابراین، بود. این یافته نشان ۴5۴۴۴و سطح معناداری 

مراه حصیلی آنان هآموزان با ارتقاء سطح دستاوردهای تتوان نتیجه گرفت که افزایش سواد دیجیتال در دانشمی
وجوی اطلاعات، استفاده از منابع آموزشی آموزان در جستتواند ناشی از توانایی بیشتر دانشاست. این رابطه می

 .های یادگیری آنلاین باشددیجیتال و تعامل مؤثر با محیط

 گیری. نتیجه۴
 گذارد؟تأثیر میآموزان در پاسخ به اینکه چگونه سواد دیجیتال بر عملکرد تحصیلی دانش

ی آموزانی که دارای سواد دیجیتال بالاترباید گفت نتایج آزمون همبستگی و آزمون تی مستقل نشان داد که دانش
دهی اطلاعات، های مطالعه، سازمانهستند، عملکرد تحصیلی بهتری دارند. سواد دیجیتال موجب ارتقاء مهارت
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 بررسی میزان تأثیر استفاده از روش تخته حل مسئله کمپیون بر فراشناخت 

 دانش آموزان پایه هفتم تهران از دیدگاه شونفلد و شراو در مبحث جبر و معادله
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 گروه آموزش ریاضی، دانشگاه فرهنگیان

 تهران، ایران 

14665-889صندوق پستی   
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 صدیقه توکلی 

 دانشجو کارشناسی ارشد آموزش ریاضی دانشگاه فرهنگیان استان تهران 

s.tavakoli1249@gmail.com 

 

 چکیده: 

آموزان پایه هفتم در مبحث  پژوهش حاضر با هدف بررسی تأثیر روش تخته حل مسئله کمپیون بر فراشناخت دانش

های  تواند تواناییاین روش با تکیه بر مشارکت فعال، تحلیل گروهی و بازتاب ذهنی، می جبر و معادله انجام شده است.  

دانش و خودتنظیمی  کند. شناختی  تقویت  را  تخته حل مسئله    این  آموزان  روش  اثربخشی  ارزیابی  با هدف  پژوهش 

آموزان پایه هفتم در حوزه جبر و معادله صورت گرفته است. رویکرد مذکور با تمرکز  کمپیون در بهبود فراشناخت دانش

 شود.  مهارتهای  شناختی یادگیرندگان می ساز ارتقای ها و بازتاب ذهنی، زمینهحلهای گروهی، تحلیل راهبر فعالیت

 شونفلد و شراو، ، جبرو معادله     تخته حل مسئله کمپیون، فراشناخت،  ها: کلید واژه 

 مقدمه: 

  های فراشناختی یادگیری است.  ، تمرکز ناکافی بر جنبه ی دانش آموزان در ریاضیات ها   ناکامی   یکی از دلایل اصلی  

فرآیندهای شناختی خود و    است، شامل دانش و آگاهی فرد نسبت به  "تفکر درباره تفکر"فراشناخت، که به معنای  

آموزانی که از مهارتهای فراشناختی    است. دانش  توانایی کنترل، نظارت و ارزیابی آنها در حین انجام تکالیف یادگیری

نند. روشهای  ک  تر عمل می مسئله و دستیابی به اهداف تحصیلی موفق تری برخوردارند، معمولاً در یادگیری، حل قوی

یادگیری ریاضی،  -در راستای مقابله با این چالشها و ارتقاء روشهای یاددهی اتکای بیش از حد بر    تدریس سنتی، به دلیل

 1994یون و براونکمپ)که توسط  اند. روش تخته حل مسئله کمپیون  آموزشی مورد توجه قرار گرفته  رویکردهای نوین

را در    های کلیدی فراشناخت  که مؤلفه (1985شونفلد و شراو    ) معرفی شد، این پژوهش بر اساس چارچوب نظری    (

آموزان پایه هفتم در مبحث    دانش  کنند، به بررسی تأثیر این روش نوین بر فراشناخت  حل مسئله مؤثر شناسایی می 
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کند تا فرآیند یادگیری خود را مدیریت کنند، بلکه  می  آموزان کمک تنها به دانشفراشناخت نهپردازد.    جبر و معادله می

های نوین تدریس که بر شود. در این میان، روشموجب افزایش اعتماد به نفس، خودتنظیمی و توانایی حل مسئله می

.  ها ایفا کنندتوانند نقش مؤثری در ارتقای این مهارتمشارکت فعال، تعامل گروهی و تحلیل ذهنی تأکید دارند، می

های گروهی و تمرکز بر فرآیند حل مسئله،  ها، »تخته حل مسئله کمپیون« است که با طراحی فعالیتیکی از این روش

 سازد آموز را درگیر تفکر درباره تفکر خود میدانش

 بیان مسئله: 

رو  های شناختی روبهچالشآموزان پایه هفتم در مواجهه با مفاهیم انتزاعی ریاضی مانند جبر و معادله، اغلب با  دانش 

شود. روش کمپیون با تمرکز بر حل  هستند. ضعف در فراشناخت موجب کاهش توانایی حل مسئله و درک مفاهیم می

می فرآیندهای ذهنی،  تحلیل  و  این  مسئله گروهی  اصلی  باشد. مسئله  فراشناخت  ارتقای  برای  مؤثر  راهکاری  تواند 

روش تخته حل مسئله  شود؟آموزان میروش موجب بهبود فراشناخت دانشپژوهش آن است که آیا استفاده از این  

  ن یک رویکرد آموزشی فعال و مشارکتی است که با هدف ارتقاءمهارتهای حل مسئله و فراشناخت در دانش کمپیو

کلیدی و پیوسته در فرآیند حل مسئله تأکید دارد که به صورت    آموزان طراحی شده است. این روش بر پنج مرحله

مشاهده دقیق و جمع آوری  -1.پنج مرحله شامل  دشو  اجرا می   تخته یا ابزار مشابه  بصری و ساختاریافته بر روی یک 

دانش درباره  "فراشناخت، به عنوان    ارزیابی راه حل  -5حل مسئله  -4طرح ریزی راهبرد-  3درک مسئله- 2اطلاعات  

های یادگیری مدرن است. این مفهوم به توانایی فرد    ، یکی از مفاهیم کلیدی درنظریه" تفکر درباره تفکر "یا    " شناخت

شونفلد و شراو، از   دیدگاه شونفلد و شراو:.فرآیندهای شناختی خود اشاره دارد  برای آگاهی، درک، کنترل و تنظیم

بر اهمیت عناصر فراشناختی در   را معرفی کردند که  فراشناخت درحل مسئله، مدلی  موفقیت  پیشگامان در زمینه 

- 1برشمردند:  در ریاضیات، تأکید دارد. آنها پنج مؤلفه کلیدی را برای فراشناخت مؤثر در حل مسئله   تحصیلی، به ویژه 

ریزی  ب گذاری-2رنامه  راهبردها  -3هدف  بکارگیری  و  اطلاعات  -4انتخاب  دهی  خو-5سازمان  عملکرد  بر                                                   د                                                 نظارت 

های فراشناختی در ارتباط است.مراحل مشاهده و درک   ن به طور مستقیم با این مؤلفه تخته حل مسئله کمپیوروش 

ریزی اشاره    ریزی و شناخت وظیفه مرتبط است، طرحریزی راهبردمستقیماً به دانش راهبردی و برنامه  مسئله به برنامه

را تکمیل می   دارد، ارزیابی  و  نظارت  فرایند  بازبینی،  و  ارزیابی  نظارت مستمر است،و مرحله  نیازمند    اجرای مسئله 

های گروهی، استفاده  روش تخته حل مسئله کمپیون یکی از رویکردهای نوین آموزشی است که با طراحی فعالیتکند.

سازد. استفاده از  ز را به تفکر درباره تفکر خود وادار میآموهای تحلیل مسئله، و تأکید بر مشارکت فعال، دانشاز تخته

 .آموزان باشد ساز ارتقای فراشناخت و بهبود عملکرد تحصیلی دانشتواند زمینهاین روش می

 پژوهش:   مرور پیشینه

انجام  های تدریس نوین،  با توجه به اهمیت فراشناخت در یادگیری ریاضی و کمبود مطالعات داخلی در زمینه روش

ریزان آموزشی و پژوهشگران  تواند راهنمایی برای معلمان، برنامهرسد. نتایج آن میاین پژوهش ضروری به نظر می

تحقیقات متعددی، تأثیر رویکردهای فعال    :مطالعات خارجی.های آموزشی مؤثرتر اقدام کنندباشد تا در طراحی روش

گسترده،    در یک فراتحلیل  (ن م )فریاند. به عنوان مثال    قرار داده و مشارکتی را بر یادگیری وفراشناخت مورد تأیید  

و نرخ شکست تحصیلی دانشجویان    نشان دادند که روشهای تدریس فعال، منجر به بهبود قابل توجهی در نتایج یادگیری 

در    (2017د)دارلینگ هامونهمچنین  شود.    روشهای سنتی سخنرانی می  نسبت به  علوم پایه، مهندسی و ریاضیات 
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روشها نه    جامع، به بررسی تأثیر روشهای یادگیری مبتنی بر پروژه و اکتشافی پرداختند و دریافتند که این  پژوهشی

آموزان    دهند، بلکه مهارتهای تفکر انتقادی، حل مسئله وهمکاری را نیز در دانش  تنها دانش موضوعی را افزایش می 

کننده در موفقیت حل مسئله ریاضی معرفی کرد و بر  عنوان عامل تعیینفراشناخت را به  شونفلد   کنند.    تقویت می

هایی برای سنجش فراشناخت ارائه داد که شامل آگاهی، کنترل و ارزیابی  مدل  شراو.اهمیت آموزش آن تأکید نمود

نشان داد که مشارکت گروهی و تحلیل فرآیندهای ذهنی  های حل مسئله،  با طراحی تخته  کمپیون.شناختی است 

در داخل ایران نیز، پژوهشهای متعددی به بررسی ارتباط فراشناخت  مطالعات داخلی:.شودموجب ارتقای فراشناخت می

برخودکارآمدی و  در پژوهشی، تأثیر آموزش راهبردهای فراشناختی    1(  1393ملکی)اند .   ویادگیری ریاضی پرداخته

به طور    پیشرفت تحصیلی دانش این راهبردها  نتایج نشان دادکه آموزش  آموزان در درس ریاضی را بررسی کرد و 

   .داری باعث ارتقاء هر دو عامل شدمعنا

 روش تحقیق: 

آماری این  جامعه  است.  وآزمایش   گروه کنترل دوآزمون با  آزمون و پسبا طرح پیش  شبه آزمایشی  این پژوهش از نوع  

دانش کلیه  شامل  تهرانپژوهش  شهر  دولتی  مدارس  هفتم  پایه  باشد22منطقه  آموزان  کلاسهای  ا.می  تمام  میان  ز 

و    گروه آزمایشیکی از کلاسهای انتخاب شده به عنوان  صورت تصادفی انتخاب گردید   شناسایی شده، دو کلاس به

صورت تصادفی در دو گروه آزمایش و کنترل تقسیم  شده بهانتخاب  نمونهتعیین شد.    گروه کنترلدیگر به عنوان    کلاس

آموز بود. در گروه آزمایش، آموزش با استفاده از روش تخته حل مسئله کمپیون انجام  دانش  30شد؛ هر گروه شامل  

مداخله آموزشی برای گروه آزمایش به مدت  که گروه کنترل آموزش معمول و سنتی را دریافت کرد.  گرفت، در حالی

از روش تخته حل مسئله    5 با استفاده  به جبر و معادله  این جلسات، مباحث مربوط  جلسه آموزشی، اجرا شد. در 

در جلسه  آزمون برای هر دو گروه اجرا شدابتدا پیشحل اجرای مداخله به شرح زیر بود:آموزش داده شد. مرا  کمپیون

د. سپس، روش تخته حل مسئله کمپیون  وشمی معرفی   آموزان له و اهمیت مراحل آن به دانش اول، مفهوم حل مسئ

د.در جلسات بعدی، مسائل مربوط به جبر و معادله به صورت تدریجی دراختیار  وشمی  توضیح داده  ،  و پنج مرحله آن

صورت گروهی بر روی تخته    آموزان به  د و دانش ن ک  گر را ایفا می   . معلم نقش تسهیلمی گیرد  آموزان قرار  دانش

و  دپرس   آموزان سؤالاتی برای هدایت تفکرشان می  . معلم از دانشنندک  می  کلاس، مراحل پنجگانه حل مسئله را طی

  د.پس از هر مرحله، بازخورد سازنده از سوی معلم و سایر دانشن ک  تفکر انتقادی و خودنظارتی تشویق می  آنها را به

 تا فرآیند یادگیری تقویت گردد.شودی ارائه م آموزان به گروه

 :و پیشنهادها  گیریبحث و نتیجه

ن، تأثیر مثبت ومعناداری بر فراشناخت و  است که روش تخته حل مسئله کمپیو  های این پژوهش حاکی از آن  یافته

صورت فعال  آموزان را به  آموزان دارد.این روش با تأکید بر مراحل پنجگانه حل مسئله، دانش عملکرد تحصیلی دانش

 .کند  ریزی، خودنظارتی و خودارزیابی می درگیرفرآیندهای برنامه

 منابع: 
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هش  های مشارکتی و سنتی در آموزش ریاضی. مجله پژو(. مقایسه اثربخشی روش1402ناصری، ف. و همکاران. )  

 . های تربیتی 

 .یبیت شناسی ترشناختی. فصلنامه روانهای نوین تدریس در ارتقای خودتنظیمی (. نقش روش1401احمدی، م. )

 .ی آموزان. مجله آموزش ریاضهای تعاملی بر فراشناخت دانش(. بررسی تأثیر روش1399رضایی، س. )

آموزان در درس ریاضی. پایاننامه    دانش   ( بررسی رابطه بین راهبردهای فراشناختی و موفقیت تحصیلی 1395کرمی، م .)

 هشتی. کارشناسی ارشد، دانشگاه شهید ب

 .روانشناسی یادگیری فعال و اثربخشی آن در آموزش علوم.تهران(1398کیامنش، ع. ر .)

آموزان در درس    تحصیلی دانش  ( .تأثیر آموزش راهبردهای فراشناختی بر خودکارآمدی و پیشرفت 1393ملکی، ح .)
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ای نیمه آزمایشی  مطالعه ؛ورزی و هندسه پویا بر سطوح تفکر هندسیتاثیر استفاده همزمان دست 
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 دانشجو کارشناسی ارشد آموزش ریاضی دانشگاه فرهنگیان استان تهران 

ReihanehGoodarzi2000@gmail.com 

 چکیده 

بر    یبر سطوح تفکر هندس مبتی    ا«پوی  و »هندسه  «یورز زمانِ »دستهم  سیتدر  ریتأث  یپژوهش حاضر با هدف بررس

آزمون با  / پس  آزمونشی ـ پ   ی ش یآزمامهیهشتم انجام شد. طرح پژوهش ن  ه یآموزان پادر دانش  یل یمدل ون ه  ی مبنا

هشتم    هیآموزان پادانش  ی شامل تمام  هاولی. جامعه  دی گرد  ااجر  دسترس  در  عنوان نمونهگروه کنترل و سه کلاس به

شد؛    نیینفر تع  94در دسترس    یرگینمونه  مرحله  در  که  بوده  1403–1404  یلیشهرستان پاکدشت در سال تحص

موارد حذف رفع  از  تحلپس  و    92  یرو  یآمار  یهالیشده،  )دو گروه کنترل  انجام شد  گروه  گروه    ک ی نفر در سه 

و 1جئوجبرا مانند    ییاز ابزارها  یریگو با بهره  ی( طراحیا قهدقی 06)  آموزشجلسه    4در قالب    یآموزش   مداخله(.  شیآزما

اجرا شد. ابزار    یلیبر مراحل ون ه  یمبتن   یس ی( و چارچوب تدری )مانند تانگرام و قطعات هندس  یک یت تاک  یهاتیفعال 

و    CVRبا    یی آزمون؛ رواو پس  آزمونشی)پ  ی تفکر هندس   ح سنجش سطو  یساخته برامحقق  یها آزمونداده  یگردآور

- کولموگروف  ه تینرمال  ی هاپردازش شد؛ آزمون  SPSSافزار  ها با نرمکرونباخ( بود. داده  ی با آلفا  ییاینظرات خبرگان، پا

  سه یمقا  یبرا2 انسیکووار ل یو سپس تحل  آزمون شیپ   یبرا   انسی وار  ل ی(، تحلنی)لو انسی وار  ی آزمون همگن  رنوف،یسما

نشان داد پس از کنترل   جیکار گرفته شدند. نتا به( tوابسته ) یهاو آزمون آزمونشیآزمون با کنترل اثر پپس نیانگیم

  ن یداشت؛ همچن  یمعنادار در سطوح تفکر هندس  شیکنترل افزا  ی هانسبت به گروه  شی گروه آزما  آزمون،شینمرات پ

  ی معنادار  رییکنترل تغ   یها که گروه  یبود، در حال   شیمعنادار نمرات در گروه آزما  شیافزا  انگریب  یگروهدرون  یهاآزمون
 

1 GeoGebra 
2 ANCOVA 
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درک و سطوح    تیدر تقو  ی طور معناداربه  تواندیم   اپوی با هندسه   ی ورزادغام دست  دهدینشان م  ها افتهی نشان ندادند.  

 آموزان مؤثر باشد.دانش  یبالاتر تفکر هندس 

 هیلی، تفکر هندسی، همنهشتی ون ورزی، مدل: هندسه پویا، دستکلمات کلیدی

 

 مقدمه . 1

  ی او استدلال روشمند سروکار دارد، نقش برجسته ییفضا  شیکه با نما  اتی اضیاز ر یاعنوان شاخههندسه به یریادگ ی

توسعه   استدلال  فضایی  تفکردر  ادانش  یو  نظرکندیم  فا یآموزان  ه  هی.  ون  چارچوب  ی ک ی  ی لیسطوح    ینظر  ی هااز 

  ی مبتن افتهیاند که آموزش ساختنشان داده یمتعدد  یاهاست و پژوهش هندسی تفکر توسعه ل یتحل یشده برااثبات

  کی نام ید  یافزارها )نرم  ی فناور  ابزارهای   زمان، توسعهکند. هم  تیرا تقو  یروند رشد تفکر هندس   تواندیمدل م   نیبر ا

را فراهم    ترقیدار و عم معنا  ی ریادگی  جاد ی ا  نهیورزانه زمدست  ی هاتفعالی از  هدفمند ( و استفاده  جئوجبراهندسه مانند  

اآورندیم ادغام  رو  ن ی.  ترک  کی هر    ی ایمزا  تواند یم  کرد ی دو  از    ب یرا  بازنما  سو ک ی کند:  و  کاوش    ی ایپو  یی امکان 

 آموزان.  توسط دانش میاه مف  ملموسامکان تجربه  گرید  یو از سو ی هندس یساختارها 

 بیان مسئله. 2

ارتباط    یاشکال، برقرار یهایژگ یو  صیهشتم در تشخی  یهآموزان پااز دانش  یاریبس  دهدینشان م  یمشاهدات آموزش 

زاواندازه  نیب و  استدلال درباره  ها،هیها  دارند.  یوابط هندس ر  و  برای  مدل ون  ضعف  هیلی همچنان چارچوبی معتبر 

اما مطالعات اخیر نشان داده بازنگری در مراحتحلیل رشد تفکر هندسی است،  به  نیاز  با  اند که  تا  ل آن وجود دارد 

  حاتیو توض یثابت کتاب درس  یهامیتمرکز بر ترس ،یسنت  س یدر تدر (2025یادگیری دیجیتال سازگار شود.)ویتاکر،

های جدید نیز با بازبینی  پژوهشمشارکت نکنند.    یریادگی  ند یفعالانه در فرا  موزانآدانش  شود یمعلم باعث م  ی کلام

تواند مسیر انتقال از تفکر توصیفی  های مفهومی میترکیب ابزارهای دیجیتال با فعالیتهیلی تاکید دارند که  مدل ون

  تال یج ید  یهندسه، استفاده از ابزارها  یهاحال، در اغلب کلاس  نیا  با(  2022به استنتاجی را تسهیل کند.) سانتوس،

آموزش    ق یتلف   ایاست: آ  نیا  ی ساس پرسش ا  جه، ی. در نت شودیگرفته م   دهی زمان نادصورت همورزانه بهدست  ل یو وسا

پرسش در آن    ن یا  تیاهم  هشتم را ارتقا دهد؟هیآموزان پادانش یسطوح تفکر هندس   تواندیم   یورز و دست  اپویهندسه

  ی هاوهیدر ش  یبازنگر  یآموزش هندسه در مدارس فراهم آورد و مبنا   ت یف ی بهبود ک  یبرا  ی راهکار عمل   تواند یاست که م

   .ردیقرار گ   یمل  درسیهندسه در برنامه سیتدر

 پیشینه پژوهش . 3

داده  مطالعات  نشان  مبتنمختلف  آموزش  که  ون  ی اند  مدل  تدر  یل یهبر  رشد  هندس  یجی سبب  تفکر    ی در 

  ی ل یهبر مدل ون  مبتنیمرحله  بهنشان داد آموزش مرحله  یآموزان اردندانش  یرو  یپژوهش( در  2016.)الباس،شودیم

  ی قای در مدارس آفر  یل یبر اساس مدل ون ه   س یتدر  یبا اجرا  . همچنین شودیم   یهندس  م ی درک مفاه  ش یباعث افزا
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معن   ،یجنوب هندس   ی داریرشد  استدلال  کردنددانش  یدر  مشاهده    اثر  درباره  ییهاپژوهش  گر،ید  یسو  از  .آموزان 

  لیرا تسه   می اشکال، درک مفاه  ی ریپذو کنترل  یریتعامل تصواند که  نشان داده جئوجبرا رینظ   اپویهندسه  افزارهاینرم

اند که آموزش  ( نشان داده139۷و همکاران،    ان ی)رمضان  یداخل  یهاپژوهش  ن، یهمچن  (2023)ژو،  (2021)بربا،  کند.می

 .آموزان شوددانش یو درک شهود زشیانگ ش یسبب افزا  تواندیدر هندسه م ورزانهستد

ا  با ترک  یی هاپژوهش  ن، یوجود  اثر  بررس  یورزو دست  ا پوی زمان هندسههم  بیکه  ا  ی را  در  باشند،    اریبس  ران یکرده 

ا با طراح  نیمحدودند. در  تفکر    کردیرو  نی ا  یاثربخش  ، یبی ترک  آموزشی  مداخله   کی  ی مطالعه تلاش شد  بر سطوح 

 شود.  ده ی( سنجی و همنهشت  ثاغورسی)در مباحث ف  ی هندس

 روش تحقیق . 4

با گروه کنترل بود.    آزمونپس–آزمونشیبا طرح پ   یش یآزماو از نظر روش، شبه  یپژوهش از نظر هدف کاربرد  نیا

 نمونه .  بود  1403–1404  یل یهشتم شهرستان پاکدشت در سال تحص  هپای  آموزانی دانششامل همه  آماری  یهجامع

و دو گروه کنترل(    شیگروه آزما  ک ی گروه )  هصورت در دسترس انتخاب شدند و در سهب  که  بود  آموزدانش  94  شامل

 .قرار گرفتند

ورزانه )مانند  دست  یهاتیاجرا شد. در هر جلسه، فعال   ی اقهدقی  60جلسه  4  یط   شیمداخله: آموزش گروه آزما  ندیفرا

شد.    یطراح جئوجبرا افزاردر نرم  تالیج ید  ی هاتیو تانگرام( همراه با فعال  یها با قطعات رنگمثلث  یهسی ساخت و مقا

  پر کردند و سپس در   یرا با کاغذ رنگ   هیالزاواضلاع مثلث قائم  یرو  یاهآموزان مربعاز جلسات، دانش  ی کی مثلاً در  

  ی اجزا  نش یبا چ   گر، یرا مشاهده کنند. در جلسات د  ثاغورسی فیهکردند تا رابط  یسازهمان ساختار را مدل  افزارنرم

 .ا تجربه کردندها ری مثلث، حالات همنهشت  یهندس یها لیتبد ی مثلث و بررس

و    یانهیسؤال چندگز  25( شامل  ی لیساخته )بر اساس سطوح ون همحقق  یها: آزمون تفکر هندسداده  یگردآور  ابزار

  ی آن با آلفا  ییای و پا  دییآزمون با نظر متخصصان تأ  ییمحتوا  ییآزمون اجرا شد. رواو پس  آزمونشی عنوان پبه  یحیتشر

 .شد  محاسبه 0٫8کرونباخ بالاتر از 

نرمها: دادهداده  لیتحل  روش با  آزمون  SPSSافزار  ها  از  با استفاده  آزمون   رنوف،اسمی–کولموگروفی  هتینرمال  یهاو 

از    ن یشدند. همچن  لیتحل   آزمونشیکنترل اثر پ  ی( براANCOVA)  انس یکووار  لی(، و تحل نی)لو  انسی وار  یهمگن

 استفاده شد. یگروهدرون راتییتغ ی بررس یبرا یزوج  tآزمون 

 گیرینتیجه . 5

  ی طور معناداربه  آزمون،شیپس از کنترل پ   ش، یآزمون گروه آزمانمرات پس  نیانگی نشان داد م  انس یکووار  ل یتحل  ج ینتا

𝑝د ) کنترل بو  ی هابالاتر از گروه < بر    یورزو دست  اپوی هندسه  ی ب یمثبت آموزش ترک  ریتأث  انگریب  افته ی  ن یا (  0/05

هندس  تفکر  سطوح  آزموندانش  یرشد  آن،  بر  علاوه  است.  آزما  یزوج t آموزان  گروه  ب  شیافزا  شی در    ن یمعنادار 

 .نداشتند یریچشمگ رییکنترل تغ  یهاکه گروه ی آزمون را نشان داد، در حالو پس آزمونشیپ
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ی  ه( و هندسآورد یفراهم م   می از مفاه  شهودی   و   ملموس  ی ه)که تجرب  ی ورزدست  ب یگفت ترک  توانیم   ، ینیی نظر تب  از

تفکر    ترنییو عبور از سطوح پا  ترقیعم   ی شناخت   ی ری( باعث درگدهدیرا م   کی نامی )که امکان مشاهده و کاوش د  اپوی

اساس    بر  .راستا استهم (2016)الکس،  یهاپژوهش  یها افتهیبا    جهینت  نیشده است. ا  یلیبه سطوح بالاتر مدل ون ه

کرده    دارتر یو پا  تر یتر، مشارکترا جذاب  ی ریادگیآموزان، استفاده از هر دو نوع ابزار،  مشاهدات معلم و بازخورد دانش

  ی کیزیف  ی هاتیفعال  کهیشد، در حال   ی هندس  راتتغیی  کنترل در مشاهده موجب دقت و   تالی جید  یهاتیاست. فعال 

ورزانه در  و دست اپویهندسه ی هاتیفعال  گنجاندن پیشنهادها:   .داد  شیافزا آموزانرا در دانش  تیو خلاق تیحس مالک 

پههندس  درسی ی  ه برنام آشنا  یبرا  یآموزش  ی هادوره  ی برگزار  .هشتمی  هایی  جهت  افزارهای  نرم با  یی معلمان 

پا  یهاپژوهش  انجام   .ی ق ی تلف   یها تیفعال   یو طراح پویا هندسه موضوعات د   گرید  ی هاهیمشابه در  هندسه    گریو در 

معلمان    ییمدارس و تفاوت سطح آشنا  یدر برخ یامکانات فن  تیپژوهش: محدود  تیمحدود  .( هالی)مانند تشابه و تبد

 بگذارد. ریتأث جی نتا می ممکن است بر تعم ی هندس یافزارهابا نرم
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 دانشجو کارشناسی ارشد آموزش ریاضی دانشگاه فرهنگیان استان تهران 

ammar.mohtashami79@gmail.com 

 چکیده: 

آموز و سپس دانش  شود یم  جاد یدر ذهن دانش آموز ا  یی هادهی افتد که در حالت خاص، ایاتفاق م   ی ها اغلب زمانیبدفهم 

  ی کمک قابل توجه  ،استفاده از فناوریتجربه نشان داده است که    دهد.  می نادرست تعمها را به طور  دهیا  نیا  یدر حالت کل

افزار دسموس  استفاده از نرم  بررسی تأثیراتهدف از این مقاله  .  دانش آموزان دارند  ی اض ی ر  مشکلات  وها  یجهت رفع بدفهم 

 است.نظر گرفته شدههای لازم در هندسه در به عنوان راه حلی برای این مشکلات و توجه به مهارت

 افزار دسموسنرم، اثبات و استدلال هندسی، بدفهمیها: کلید واژه

 مقدمه: 

که در حال انجام    یآموزان را از حرکاتهندسه، دانش  یبرا  ژهیبه و  ،یاانهیرا  ی(، استفاده از ابزارها2009)  1به گفته ساراما 

  میدهد تا بتوانیم  ی دستکار  ی خود را به استفاده از ابزارها  ات ی اضیر  ی انتزاع  ت یماه  ن،یبر ا  علاوه  کند.  ی هستند آگاه م

 ی وتریکامپ   ی دستکار  یابزارها  (.2010،  2روشل و همکاران )  م ی و انتزاعات گفته شده را درک کن  م ی را توسعه ده  می مفاه

تا بر خود نظارت داشته باشد و درک    دهدیآموز اجازه مکه به دانش  کنندیارائه م  یبازخورد فور  جئوجبراو    دسموسمانند  

 
1 Sarama 
2 Roschelle et al. 
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  ی هندس  می آموزان در مورد مفاهنادرست دانش  ی باورها  لی ( دلا1992)  1ستا یکلمنتز و بات   . حرکت بسنجد  ن یخود را در ح

را در مورد عبارات    ی خاص   نی آنها قوان  کنند،یدرک نم   یآموزان موضوعات را به اندازه کافکردند: دانش  انی ب  ریرا به شرح ز

   درک کنند.  قاًی را دق  می مفاه  توانند یو نم رندیگیم اد یآنها عمدتاً  دهند،یم  می تعم ی هندس

های لازم در هندسه در نظر گرفته  تافزار دسموس به عنوان راه حلی برای این مشکلات و توجه به مهاراستفاده از نرم

ریاضی )نمادها و نمودارها(،    های های ریاضی با ارائه بازنمایینرم افزار مربیان را در توصیف مفاهیم و رویه  نوع  ایناست.  شده

مختلفی است  . همچنین این نوع نرم افزار ها دارای ترکیبات  (2010،کند )هوتکمی و زکریابه ویژه برای هندسه کمک می

 (. 2013کنند )هال و لینگفجر، صورت پویا، تعاملی و بصری کار می که با هم به

 بیان مسئله:

  روش  حدودی   تا   توانند آنها می  زیرا  دارد،  زیادی   اهمیت   ریاضی  معلمان   برای  آموزان،دانش  های بدفهمی  کشف   و  شناسایی 

  روشی،  چه  بفهمیم   کرد  خواهد  کمک  هاتشخیص بدفهمی.  کنند  تعدیل  آموزاندانشهای  بدفهمی  مبنای   بر  را   خود  تدریس

  درصدد   کرد  خواهد  کمک  ریاضی  معلمان  به  آنها  ذهنی  فرایندهای  آگاهی از.  است  مؤثر  آموزاندانش  یادگیری  در  کجا   و  کی

  های درس  ترعادی  هایهدف  با  را  آموزاندانش  و   باشند  بهتر  های روش  کشف  و  در روش یادگیری  مناسب  تغییرات  ایجاد

مورد    ات ی اضیدر آموزش ر  ی استفاده از فناور (.1391  )آذرنگ،  سازند   آشنا   واقعی   دنیای  با  ها آن  تنگاتنگ   و ارتباط   ریاضی 

  یآموزان از فناوربه استفاده دانش  ی شامل ارجاع(  2018)  2ی پیزااض ی است. چارچوب رمختلف قرار گرفته  ی هاتوجه سازمان

و    یدستکار  یبرا  ایافزار هندسه پوبود و خواستار استفاده از نرم  یب یتقر  یهاحلو راه  یاضی روابط ر  دنیکش  ریبه تصو  یبرا

  یریادگیدارند، اما دانش آموزان    یجنبه بصر  یهندس  میگرچه مفاها(.  2019،  3سازمان توسعه و همکاری اشکال شد )  ریتفس

نه تنها به    یکند که دانش مفهوم یم   شنهادی ( پ2004)  4ی باک  (.1989دانند )شورای ملی معلمان ریاضی،  یآنها را دشوار م 

  ز ین  می مفاه  نیانتقال ها و روابط متقابل ب  دنیمفهوم اشاره دارد، بلکه به د  ک ی و نام    فیدانستن تعر  ای مفهوم    ک ی شناخت  

و قابل اجرا    ی عمل   یی راهکارهاباید به دنبال    ،ی اضیعوامل ضعف آموزش ر  ا ی   ی اضیر  ی هایاز بدفهم   ی برخ  یبرا . ره دارداشا

تجربه نشان داده است    نمود.به دانش آموز کمک    بتوانها  که با استفاده آن باشیمها ارائه  یو اصلاح بدفهم   یریشگیجهت پ

 دانش آموزان دارند.  ی اضیر  مشکلات وها یجهت رفع بدفهم یکمک قابل توجه استفاده از فناوری که 

 ضرورت پژوهش: 

آموزان، دانش لازم را ندارند و از طرف دیگر توجه به  های دانشاکثر معلمان در ارتباط با بدفهمیمتاسفانه از یک طرف،  

آموزان  تدریس ریاضی نقش به سزایی در آموزش دانشهای کشف و اصلاح آنها در طراحی برنامه درسی و  ها و روشبدفهمی

بینی و جلوگیری از  تر از همه، پیشها و مهمهایی برای اصلاح آنها، پیدا کردن راهدارد. بنابراین، شناسایی این بدفهمی

 
1 Clements and Battista 
2 Programme for International Student Assessment (PISA) 
3 Organisation for Economic Co-operation and Development (OECD) 
4 Baki 
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ها دارند، و  ت به آنها از طریق آگاهی قبلی که نسبتواند به معلمان، برای رفع یا کاستن از این بدفهمیها، میبروز بدفهمی

از روش باشد.استفاده  افزارها  شرفتهی پ  یها تیقابل  های اصلاحی/ترمیمی در جریان تدریس، مفید  مدرن    یک یگراف  ینرم 

بهبود    ات یاض یدانش آموزان را در ر   ی کند و تجربه کلیم  تی آموز محور را تقودانش  یریادگ ی   ی عی به طور طب  دسموس مانند

هندسی به عنوان یک مبحث    هایموضوع اثبات و استدلالبا توجه به اهمیت    ،هجیدر نت  (.2019،  1متوالی  حمد وبخشد )یم

در این  افزار دسموس  آموزان به کمک نرمهای دانشکاهش بدفهمینبود پژوهشی در قالب    بنیادی در ریاضی پایه نهم و

های آموزشی  درک این مفاهیم به منظور طراحی برنامه  یهآموزان در زمینمشکلات دانش  زمینه و همچنین، لزوم شناسایی

 د. آموزان، اهمیت انجام این پژوهش ضروری به نظر می رسدرست این مفاهیم از جانب دانش مؤثر برای یادگیری 

 مرور پیشینه:

  ی دهاکارکرآموزان در  استفاده از دسموس بر عملکرد دانش  ریتأث  ی به بررس  ای مطالعه  ( در 2023و همکاران )  رز یآرنولد پ

  ر یتأث مقاله  ن یدر سوئد را شامل شد. ا رستان یدب  کیآموز از دانش 98 شرکت کنندگان در این مطالعه  .پردازدیم  یریادگ ی

  شیافزا رغمیکه عل  دهدیمطالعه نشان م نیا یهاافتهیکرد.  یآموزان بررسو عملکرد دانش  یریادگ یدسموس را بر تجارب 

آموزان گروه  آزمون، دانشو پس  ش ینمرات پ  سهی و کنترل هنگام مقا  شیآموزان از هر دو گروه آزماعملکرد دانش  دار یمعن

قابل  ترل نسبت به گروه کن  شیآزما   یها بر روشای  مقاله  ( در2021)  2ی گول  نایستیکر    کردند.  شرفت ی پ  ی توجهبه طور 

  رستانیدر هندسه دب  ژهیوبه  ، ی اضیر  ی هادر درس  دسموس  ای پو  ی افزار هندسهنرم  یسازادهیپ   یشده برا  ی بانی پشت  ی قاتی تحق 

  یدسموس برا  قیاز طر  انهی بر را  ی استفاده از داربست مبتن ( در تز دکترای خود به  2024د ) آندروو  فری جن  متمرکز است. 

  ی اری( و شهر2022و آکار )  نیرجیب  پرداخت.  اتی اضینسبت به ر  یرستانیآموزان دببر عملکرد و نگرش دانش  یرگذاریتأث

که    بخشدیآموزان را بهبود متوابع دانش  یریادگ ی   نیمختلف همچن  تالیج ید  یاند که استفاده از ابزارها( نشان داده2019)

 . کنندیم  تیاز آنها حما یهمگ

 مراحل انجام پژوهش: 

،  کنترل  و  آزمایش فرایند اجرای پژوهش به این ترتیب است که پس از انتخاب اعضای نمونه و تقسیم آنها به دو گروه  

شود و تکالیفی برای  نشان داده می  به کمک اشکال متحرک   ی استدلال و اثبات هندس روه آزمایش تحت آموزش مبحث  گ

که به    و در کلاسی   های خود را ارائه دهند فزار دسموس اثباتآموزان تعیین شده تا با نرماثبات خلاقانه قضایا برای دانش

 .پذیرد به روش سنتی و معمول انجام می یاستدلال و اثبات هندسعنوان گروه کنترل است، تدریس مبحث 

 گیری: بحث و نتیجه

را    یاض ی در آموزش ر  تالیجی مثبت استفاده از ابزار د  ریتأث  ی گرفت که مطالعات قبل   جهیتوان نت  ی م  ، یبررس  نیاساس ا  بر

  یی درک بازنما  یهنگام کار برا  رندگان یادگ یکه    ی را از مشکلات  یار یبس  تواندیم  ی ریادگی  ی هاشرفتیپ  نیدهد. اینشان م 
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درک دانش آموزان را    ،یقبل  قاتی است که طبق تحق   یتالیجیابزار د  ک ی   دسموس.  کنندبرطرف    دهند،ینشان م مسائل  

 کند.  یبخشد و امکان تجسم واضح را فراهم میبهبود م

 پیشنهادها:

، پیشنهادهای زیر برای  افزار دسموسنرم  برای   نتایج مثبت به دست آمده از تحقیقات مختلف و مزایای ذکر شده با توجه به  

 :شودهای آموزشی ارائه میدر محیطافزار نرماستفاده مؤثرتر از این 

و نحوه اجرای   افزار دسموسنرم  روش کار با  های آموزشی برای معلمان در زمینهبرگزاری کارگاه  :آموزش معلمان .1

 . تواند به افزایش آگاهی و مهارت معلمان در استفاده از این روش کمک کندهای درس، میآن در کلاس

استدلال و اثبات    ی نرم افزار دسموس بر کاهش بدفهم  ی اثر بخشانجام تحقیقات بیشتر در زمینه    :تحقیقات بیشتر .2

های آموزشی کمک  انش ما در این زمینه و بهبود روشتواند به گسترش دهای تحصیلی مختلف، میدر پایه  یهندس

 .کند

کاهش بدفهمی  عنوان یک ابزار مؤثر برای  افزار دسموس به  نرمتوان از  با اجرای این پیشنهادها و توجه به نکات ذکر شده، می

 .ها استفاده کردبهبود عملکرد تحصیلی آنو آموزان دانش استدلال و اثبات هندسی 

 منابع: 

 . 15 -  10 (،3) 26ریاضی،  آموزش رشد . دقت تا  شهود از پیوستگی  (.1391). یوسف آذرنگ، •

 انتشارات مدرسه.. استقرای ریاضی، تهران، موسسه فرهنگی مدرسه برهان .(1391شهریاری، پرویز ) •

• Baki, A., Kartal, T. (2004). The Characterization of Algebra Knowledge among 

High School Students in the Context of Conceptual Knowledge and Procedural 

Knowledge. Türk Eğitim Bilimleri dergisi, volume 2, issue 1, 27--‐‑50. 

• Clements, D. H. & Battista, M. T. (1992). Geometry and spatial reasoning. In D. 

Grouws (Ed.). Handbook of Research on  Mathematics Teaching and Learning, (pp. 

420--‐‑464). Reston, VA: National Council of Teachers of Mathematics. 

• Roschelle, J. P., Shechtman, N. P., Tatar, D. P., Hegedus, S. P., Hopkins, B. P., 

Empson, S. P., … Gallagher, L. P. (2010). Integration of Technology, Curriculum, 

and Professional Development for Advancing Middle School Mathematics. 

American Educational Research Journal, 47(4), 833–878. doi: 

10.3102/0002831210367426 

• Sarama, J., & Clements, D. H. (2009). “Concrete” Computer Manipulatives in 

Mathematics Education. Child Development Perspectives, 3(3), 145–150. doi: 

10.1111/j.1750-8606.2009.00095.x 
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هوش مصنوعی در طراحی سوالات ریاضی و کاربرد بررسی 
 محتوای آموزشی

، تهران، 16769-7963نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه ریاضیگروه  یعلمئتیهعضو  ،1افسید مهدی شفیع
 smshafiof@pnu.ac.ir  ایران

انداز آموزش، به ویژه در طراحی و ارائه سوالات ریاضی و هوش مصنوعی به سرعت در حال تغییر چشم چکیده:
ای هوش ارههای پیشرفته، ابزگیری از یادگیری ماشینی، پردازش زبان طبیعی و الگوریتممحتوای آموزشی است. با بهره

و متنوعی ی شده، تطبیقسازیکنند تا تجربیات یادگیری بسیار شخصیمصنوعی فراتر از اتوماسیون ساده حرکت می
آموزان، بهبود نتایج یادگیری و آزاد کردن وقت ایجاد کنند. این ادغام نویدبخش افزایش قابل توجه مشارکت دانش

 کننده هوش مصنوعی در طراحیین مقاله به بررسی نقش متحولا مربیان برای تمرکز بر آموزش سطح بالاتر است.
ان آموزان و معلمسوالات و محتوای آموزشی ریاضی، جزئیات کاربردهای اصلی آن، مزایای قابل توجهی که برای دانش

 پردازد.و مؤثر آن مورد توجه قرار گیرد، می علمید برای اطمینان از استقرار های مهمی که بایدهد و چالشارائه می
 

 .محتوای آموزشی، سوالات ریاضی، طراحی هوش مصنوعی کلمات کلیدی:

 مقدمه . 1
حوزه آموزش در حال تجربه یک تغییر عمیق ناشی از پیشرفت سریع هوش مصنوعی است. این تحول در هیچ کجا 
به اندازه ریاضیات، موضوعی که اساساً به ساختار، منطق و تمرین مداوم متکی است، مشهود نیست. به طور سنتی، 

 مدرساناست که زمان قابل توجهی را از  ایجاد سوالات و محتوای آموزشی مؤثر ریاضی یک فرآیند پرزحمت بوده
های طلبد. ادغام فناوریهای معنادار میهای تمرین کافی و طراحی ارزیابیسازی مطالب، تولید مجموعهبرای شخصی

د و های قدرتمنحلهای پیچیده، اکنون راههوش مصنوعی، از جمله یادگیری ماشین، پردازش زبان طبیعی و الگوریتم
دهد. استدلال اصلی این است که هوش مصنوعی نه به عنوان یک جایگزین، ها ارائه میرای این چالشپذیر بمقیاس

 ]2[دهد.سازی و کارایی را در آموزش ریاضی افزایش میکند که شخصیبلکه به عنوان یک شریک ضروری عمل می

                                                        
 نويسنده مسئول . 1
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 سوالات ریاضی یدر طراح یهوش مصنوع یدیکل یکاربردها . 2
 سازی و کارایی متمرکز است.ریاضی در درجه اول بر شخصی سوالاتاستفاده از هوش مصنوعی در طراحی 

 شده و تطبیقیسازی. تولید سوالات شخصی2-1
انند توهای هوش مصنوعی میهای سفارشی است. سیستمترین کاربردها، تولید مسائل تمرینی و ارزیابییکی از مهم

بلی، خطاهای رایج و سبک یادگیری را تجزیه و تحلیل از جمله زمان پاسخ، نمرات ق ،وز آمهای عملکرد دانشداده
 صورت پویا دشواری، قالب و زمینه سوالات جدید را در زمان واقعی تنظیم کنند. کنند تا به

نه خیلی  تکنند که سوالاتضمین میهای یادگیری تطبیقی های موجود در سیستمتنظیم پویای دشواری: الگوریتم• 
زان آموشود( باشند. این امر به دانششود( و نه خیلی دشوار )که منجر به ناامیدی میآسان )که منجر به کسالت می

 باقی بمانند و کارایی یادگیری را بهینه کنند.« منطقه تقریبی رشد»دهد تا در اجازه می
لف کلامی، چندین نوع مختله ساددی یا متن یک مر ساده مقادیر عتواند با تغییتغییر پارامتر: هوش مصنوعی می• 

ها، مفهوم ریاضی حلآموزان بدون افتادن در دام حفظ کردن راهله را ایجاد کند و تضمین کند که دانشااز یک مس
 کنند.اساسی را تمرین می

به طور  تواندآموزی با یک زیرموضوع خاص مشکل داشته باشد، هوش مصنوعی میاصلاح هدفمند: اگر دانش• 
ای از سوالات اصلاحی را ایجاد کند که صرفاً بر آن شکاف دانش متمرکز هستند و سپس به مفهوم خودکار مجموعه

  روند.بعدی می
 . بازخورد و ارزیابی بلادرنگ2-2

 دهد.فراتر از تولید سوال، هوش مصنوعی پشتیبانی حیاتی در چرخه ارزیابی ارائه می
آموزان را ارزیابی کرده و بازخورد توانند کار دانشابزارهای مبتنی بر هوش مصنوعی میبازخورد فوری و دقیق: • 

 تواند مرحلهگذاری پاسخ به عنوان صحیح یا غلط است. این ابزار میفوری و جزئی ارائه دهند که فراتر از علامت
 لاح پیشنهاد دهد.خاصی را که در آن خطای منطقی رخ داده است، برجسته کرده و منابعی را برای اص

های نادرست در میان جمعیت بزرگی از شناسایی تصورات غلط: با تجزیه و تحلیل الگوهای موجود در پاسخ•  
های ارزشمندی تواند به سرعت تصورات غلط مفهومی رایج را شناسایی کند و دادهآموزان، هوش مصنوعی میدانش

 برای کل کلاس تنظیم کنند. را در اختیار معلمان قرار دهد تا آموزش خود را
کند دهی را خودکار میدهی خودکار: برای محاسبات روتین و مسائل ساختاریافته، هوش مصنوعی فرآیند نمرهنمره• 

 ]7[ دهد.و حجم کار اداری معلمان را به شدت کاهش می

 محتوای ریاضی یدر طراح یهوش مصنوع یکاربردها . 7
هوش مصنوعی به عنوان یک دستیار قدرتمند برای مربیان عمل : برنامه درسیتولید محتوای هوشمند و بهبود  •

 کند.تر را فراهم میتر و متنوعکند و امکان ایجاد مطالب آموزشی غنیمی
تواند توضیحات متعددی از یک مفهوم ریاضی، مانند قضیه تولید توضیح مفهوم: هوش مصنوعی مولد می• 

یل و انتگرال، متناسب با سطوح مختلف تخصص یا ترجیحات یادگیری )مثلًا فیثاغورث یا اصول حساب دیفرانس
 بصری، متنی، مبتنی بر قیاس( تولید کند.

های تعاملی را تسهیل کند سازیها و شبیهتواند ایجاد مدلهای تعاملی: هوش مصنوعی میسازیها و شبیهتجسم• 
 کند.یتر متر و جذابآموزان ملموسوابع پیچیده را برای دانشبعدی یا تکه مفاهیم ریاضی انتزاعی، مانند هندسه سه
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توانند محتوای موجود را در برابر استانداردهای برداری و ترازبندی برنامه درسی: ابزارهای هوش مصنوعی مینقشه• 
شنهاد ها پیهای برنامه درسی ملی( تجزیه و تحلیل کنند و محتوایی را برای پر کردن شکافآموزشی )مثلاً چارچوب

 ]1[ یا تولید کنند و پوشش جامع برنامه درسی را تضمین کنند.

 مزایا و فواید . 4
به آموزان و مربیان کننده برای دانشمحتوای ریاضی چندین مزیت قانعسوالات و ادغام هوش مصنوعی در طراحی 

 دهد:ارائه میترتیب زیر 
ه: آموزش پذیری بهبود یافتکند. دسترسیتر میکنندهوار، یادگیری را سرگرمافزایش تعامل: محتوای تعاملی و بازی •

سلط: تمرین کند. تمرکز بر تهای یادگیری را پشتیبانی میمتناسب، نیازهای یادگیری متنوع، از جمله افرادی با تفاوت
 .شوداد میاند و اعتماد به نفس ایجی مسیر، تسلط یافتهاهیم قبل از ادامهمفدانش آموزان بر کند که تضمین میتطبیقی 

دهی، زمان را برای پشتیبانی مستقیم از افزایش کارایی: خودکارسازی وظایف تکراری مانند تولید سوال و نمره •
های عملی در مورد های مبتنی بر داده: هوش مصنوعی بینشکند. بینشریزی آموزشی آزاد میآموزان و برنامهدانش

ید کند. تنوع محتوا: تولهای تدریس کمک میبه استراتژی دهد کههای یادگیری ارائه میآموزان و شکافعملکرد دانش
 .مختلفآسان مطالب تمرینی و توضیحات 

 ها چالش . 5
وجهی های قابل تمحتوای ریاضی با چالشسوالات و کارگیری هوش مصنوعی در طراحی با وجود پتانسیل عظیم، به 

 روبرو است.
تواند گاهی اوقات می نوعیحقیقت مطلق است و هوش مصای از حفظ دقت و صحت ریاضی: ریاضیات حوزه• 

و صحت منطقی  کاملهای منطقی ناقص یا نادرست )توهم( ایجاد کند. تضمین دقت ریاضی حلمسائل و راه
 همچنان یک مانع مهم در توسعه است.

است، اما اغلب در له خلاقانه: هوش مصنوعی فعلی در ایجاد انواع مختلفی از مسائل روتین عالی افقدان حل مس• 
ایجاد مسائل واقعاً بدیع، غیر روتین یا بسیار خلاقانه که نیاز به شهود عمیق ریاضی یا جهش مفهومی دارند، مشکل 

انسانی  کنند، هنوز به شدت به تخصصدارد. طراحی مسائلی که تفکر انتقادی را نسبت به محاسبات صرف تقویت می
 متکی است.

های آموزشی برای یک سیستم هوش مصنوعی تحریف شده باشند، سوالات یتمی: اگر دادهها و الگورسوگیری داده• 
های های آموزشی را تداوم بخشند، که به طور بالقوه به ضرر گروهیا توضیحات حاصل ممکن است ناخواسته سوگیری

 .دهدشود یا دیدگاه محدودی از کاربرد ریاضی را ترویج میآموزان تمام میخاصی از دانش
ادغام و آموزش: مربیان برای ادغام مؤثر ابزارهای هوش مصنوعی در شیوه تدریس خود و ارزیابی انتقادی کیفیت • 

 ]4[ محتوای تولید شده، به آموزش و پشتیبانی کافی نیاز دارند.

 مسیرهای آینده . 9
ی های پیشرفته هوش مصنوعسیستمآینده هوش مصنوعی در این زمینه شامل همکاری مشترک بین مربیان انسانی و 

 موارد ذیل برآورده شود. ابزارهای آینده در روداست. انتظار می
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های هوش مصنوعی را توسعه دهند که بتوانند مراحل استدلال ریاضی پشت یک افزایش قابلیت توضیح: مدل •
 د.حل تولید شده را به وضوح نشان دهند و اعتماد و شفافیت ایجاد کننسوال یا راه

های تحقیقاتی بر بهبود توانایی هوش مصنوعی در استدلال قیاسی پیچیده و پرورش خلاقیت ریاضی: تلاش •
قانه ر سطح تحقیق یا بسیار خلاای داند، که برای تولید مسائل چند مرحلهیادگیری تکراری از شکست متمرکز شده

 .باشدمیمهم  خیلی
 ،آموزانق دانشئمبتنی بر کاربرد با علاهای زمینهیم هوش مصنوعی در تنظسازی: بهبود توانایی پشتیبانی از زمینه•

 کردن ریاضیات. مفهومیو  ارتباط با دنیای واقعی

 گیرییجه. نت3
است. از  آموزشی، نقطه عطفی مهم در آموزش استفاده از هوش مصنوعی در طراحی سوالات ریاضی و محتوای

گرفته تا ارائه بازخورد دقیق و بلادرنگ و خودکارسازی تولید محتوا، هوش تولید پویای مسائل تمرینی تطبیقی 
دهد. این فناوری، سازی و کارایی عملیاتی را در کلاس درس افزایش میمصنوعی به طور قابل توجهی شخصی

 سازد ویدهند، توانمند متری را پرورش میآموزان را با مسیرهای یادگیری متناسب که تسلط مفهومی عمیقدانش
بخشد. با این حال، موفقیت آینده این ادغام فناوری منوط به رهایی می ضافیهای اهمزمان مربیان را از بار مسئولیت

های مربوط به دقت، سوگیری و حفظ تفکر انتقادی های اخلاقی و فنی، به ویژه چالشپرداختن فعالانه به چالش
ینی است، اما جایگز -یک دستیار الگوریتمی  -العاده قدرتمند قتحت هدایت انسان است. هوش مصنوعی ابزاری فو

ها، برای نقش معلم انسانی در هدایت شهود و پرورش خلاقیت ریاضی نیست. با پیمایش مسئولانه این پیچیدگی
 تر و مؤثرتر برای نسلتر، جذابتواند از هوش مصنوعی برای ایجاد یک محیط یادگیری عادلانهجامعه آموزشی می

 له استفاده کند.اکنندگان مسبعدی ریاضیدانان و حل

 منابع
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و عمق  یتدر تقو یدرس ینرم افزارها یکارامد یبررس
  یاضیاتر یادگیریبر یبخش

 ایران شیروان ، آزاد اسلامی ،، دانشگاه ریاضی  گروه یعلمئتیهعضو  ،1قاسم کاظمی گلیان
kazemigelian@yahoo.com 

 آزاد اسلامی ، شیروان ، ایران، دانشگاه  دانشجوی ارشد گروه  ریاضیآریان پور، محمد رضا
 

و  فزاینده اي در حال گسترش است کاربرد فنا وري اطلاعات و نرم افزارها و در جهان معاصر با سرعت چکیده:
. در این راستا کرده است یهاي متفاوت آن دچار دگرگون را در شکل و تربیت ، تعلیماز جمله ابعاد زندگی همه

اند. در این پژوهش دو گروه از دانش آموزان ، به  فزاینده اي یافته اي اهمیت محیطهاي یادگیري چند رسانه طراحی
طور تصادفی در دو گروه آزمایش )کارآمدی نرم افزارهای ریاضی( و کنترل ) شیوه سنتی( مورد بررسی و تحلیل 

استفاده از آمار توصیفی، شناختی از وضعیت میانگین و انحراف استاندارد دو گروه آزمایش  قرار گرفتند. درابتدا با
و کنترل به دست آمد و در ادامه در آمار استنباطی این تحقیق به تحلیل فرضیات پژوهش از طریق آزمون تحلیل 

  .کواریانس پرداخته شد. نتایج حاصل موید تاثیر مثبت نرم فزار در یادگیری است
 ریاضیات، یادگیری، نرم افزار، کارامدی  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
با دانستن اهمیت روزافزون فناوری های جدید برای زندگی روزمره، چندین سازمان آموزشی، درحالی که برای 

ه استانداردهای مربوط ئند، شروع به ایجاد و ارامیکرد تلاشام فناوری جدید در آموزش و یادگیری غتقویت اد

بزرگ ترین انجمن معلمان ریاضی در دنیا که  2ریاضی معلمان عنوان نمونه، شورای ملیبه. به فناوری کردند

فناوری در تدریس و  .کرد اعلامخود برای ریاضیات مدرسه  لاست، فناوری را به عنوان یکی از شش اص

ارتقای یادگیری دانش  شود و دریادگیری ریاضی ضروری است؛ فناوری بر ریاضیاتی که آموزش داده می

 (.1041)مهدیخانی سروجهانی و همکاران،آموزان تأثیرگذار است

آموزان  با توجه به برنامه درسی ملی )تحول بنیادین نظام آموزش و پرورش( سابقه ناکامی و ضعف دانش

زاری های نوین )نرم افشود. همچنین با روشایرانی در درس ریاضی ، ضرورت انجام این تحقیق مشخص می

کند. آموزان جلب شده و یادگیرنده انگیزه زیادی پیدا میعلاقه دانش ریاضیآموزشی( در امر یادگیری درس 

های ذهنی را با کمترین هزینه طراحی کند و مدلهای تواند خلاقیتای میآموز با نرم افزاری رایانهدانش
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مینه کارایی استفاده از نرم افزار در امر طراحی شده را تحت آزمایش قرار دهد. با انجام این پژوهش در ز

توانند نسبت به انتخاب آموزش دروس و مقایسه آن با روش سنتی مراکز آموزشی در سطوح یادگیری می

روش و استفاده از نرم افزار با دقت بیشتری اقدام کنند؛ بنابراین با استناد به مطالب گفته شده، پژوهشگران به 

آیا نرم افزارهای درسی در تقویت و عمق بخشی بریادگیری  :تند کهسؤال هس نیدنبال پاسخ بد

دستورالعمل . 1-1کارآمدی دارد؟  2041-2041ریاضیات پایه نهم متوسطه اول شهر شیروان سال 
 نويسنده یبرا
 

 روش اجرا. ۲
 

برخوردار تجزیه وتحلیل داده ها برای بررسی صحت و سقم فرضیات برای هر نوع تحقیق از اهمیت خاصی 

است. امروزه در بیشتر تحقیقاتی که متکی بر اطلاعات جمع آوری شده از موضوع مورد تحقیق است، تجزیه و 

تحلیل اطلاعات از اصلی ترین ومهم ترین بخش های تحقیق محسوب می شود. داده های خام با استفاده از 

و پس از پردازش به شکل اطلاعات در  نرم افزار آماری اس پی اس اس مورد تجزیه و تحلیل قرار می گیرند

اختیار استفاده کنندگان قرار می گیرند. برای تجزیه و تحلیل داده های جمع آوری شده آمار تحلیلی به دو 

 پایه نهم از دانش آموزان نفره  11 صورت آمار توصیفی و استنباطی مطرح می گردد. در این پژوهش دو گروه

مایش )کارآمدی نرم افزارهای ریاضی( و کنترل ) شیوه سنتی( مورد بررسی و ، به طور تصادفی در دو گروه آز

تحلیل قرار گرفتند. درابتدا با استفاده از آمار توصیفی، شناختی از وضعیت میانگین و انحراف استاندارد دو 

هش از گروه آزمایش و کنترل به دست آمد و در ادامه در آمار استنباطی این تحقیق به تحلیل فرضیات پژو

طریق آزمون تحلیل کواریانس پرداخته شد. تجزیه و تحلیل داده های آماری در این پژوهش بوسیله نرم افزار 

spss 26  .انجام می شود 

 

 یعدد یج. نتا۳
پرداخته می  کنترلو  آزمایشدر توصیف داده ها به تبیین و تفسیر میانگین و انحراف استاندارد متغیرهای پژوهش دردو گروه 

 شود.

  . آمار توصیفی متغیر یادگیری ریاضی1جدول 

 تعداد انحراف استاندارد میانگین گروه مرحله متغیر

 یادگیری

 یاضیر

 پیش آزمون
 11 8/4 7/11 آزمایش

 11 1/1 1/10 کنترل

 پس آزمون
 11 7/4 9/17 آزمایش
 11 5/1 51/10 کنترل
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بعد از مداخله در گروه  دانش آموزاندر  یاضیر یادگیرینشان می دهد که میانگین و انحراف استاندارد نمره  2نتایج جدول

می باشد. همچنین نتایج جدول  نشان می دهد که  5/1و  5/10و در دانش آموزان گروه کنترل  7/4و  9/17آزمایش به ترتیب 

 .یافته است افزایشمیانگین گروه آزمایش نسبت به کنترل بعد از مداخله 

 

 

 درس ریاضیدانش آمار توصیفی متغیر سطح . 2جدول 

 تعداد انحراف استاندارد میانگین گروه مرحله متغیر

 دانشسطح 

 پیش آزمون
 11 15/4 18/1 آزمایش

 11 01/4 70/1 کنترل

 پس آزمون
 11 12/4 19/0 آزمایش
 11 15/4 71/1 کنترل

 
 

 درس ریاضی دانش آموزانسطح درک و فهم نشان می دهد که میانگین و انحراف استاندارد نمره  3نتایج جدول 
می باشد.  43/0و  33/3و در دانش آموزان گروه کنترل  55/0و  27/5بعد از مداخله در گروه آزمایش به ترتیب 

  .مداخله افزایش یافته استهمچنین نتایج جدول نشان می دهد که میانگین گروه آزمایش نسبت به کنترل بعد از 
 
 

 درس ریاضیکاربرد آمار توصیفی متغیر سطح  1جدول 

 تعداد انحراف استاندارد میانگین گروه مرحله متغیر

 کاربردسطح 

 پیش آزمون
 11 51/4 1/5 آزمایش

 11 11/1 01/5 کنترل

 پس آزمون
 11 89/4 41/8 آزمایش
 11 11/1 05/5 کنترل

 

 

 گیرییجه. نت۴
 هیپا اتیاضیر یادگیریبر  یو عمق بخش تیدر تقو یدرس یافزارهانرم یکارآمد یبررس پژوهش حاضر با هدف

و  باشدیمنوع کاربردی  حاضر از پژوهش انجام گردید. روش 1307-1303سال  روانینهم متوسطه اول شهر ش
ایجاد ساختار اصلی و تعیین  برای بررسی ابعاد مختلف موضوع،. روش انجام این پژوهش از نوع همبستگی است

 مقالاتای شامل کتاب، متغیرهای پژوهش و تهیه محتوای آزمون، اطلاعات موردنیاز از طریق منابع کتابخانه
 نیدر ا. پژوهشی کشور به دست آمد -های رسمی آموزشیپژوهشی داخلی و خارجی، جستجوی اینترنتی و سایت
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نهم  هیپا جامعه آماری این پژوهش شامل دانش آموزان .جامعه است کی یهایژگیو عیتوز یهدف بررس قینوع تحق
 15و نفر گروه آزمایشی  15نفر ) 30است. حجم نمونه موردنیاز  1307-1303سال  روانیمتوسطه اول شهر ش

 .باشدیمگیری تصادفی غیراحتمالی و از نوع در دسترس باشد. روش نمونهی( منفر گروه کنترل
و  آموز استوار استبر خودآموزي دانش محوریت برخلاف آموزش سنتی افزار آموزشینرمدر آموزش بر اساس 

 آموز کمکو دانش معلم افزار بهو نرم بر آموزش الکترونیکی مبتنی . روش تدریسمحور است آموزدانش درواقع
 ایجاد یک باعث افزار آموزشیبر نرم کنند. آموزش مبتنی روش یادگیرنده محور فعالیت کند تا در اتخاذ یکمی

 و یافتن کشف به آورد کهمی هاي زیادي را براي فراگیران فراهمو فرصت شودبراي فراگیران می اکتشافی محیط
 بپردازند.

 نتایج حاصله عبارتند از: 
 ". دارد یمثبت رینهم تأث هیدر پا یاضیر یریادگیبر  یافزارهای درساستفاده از نرم" -1

 ".دارد یمثبت رینهم تأث هیدر پا یاضیر سطح دانش درسبر  یافزارهای درساستفاده از نرم " -2

 ". دارد یمثبت رینهم تأث هیدر پا یاضیر سطح کاربرد درسبر  یافزارهای درساستفاده از نرم " -3

 منابع
 

و  یآموزشأ  یتکنولأو   (. تأثییر 3041.)فروزان ،یمیزاده، مهسا و کر یو موس دیسع ،یو سرحد ایهل ،یاحمد [1]

و  یو مشاوره علأو  اتممأاع   یحقوق، روانشناس یکنفرانس مل هفدهمین دانش آموزان، یریادگیو  سیدر تدر یفناور

 شیروان. ،یانسان

 یریادگیأ  ی(. ایربخشأ 3041. )اوشیسأ  ،زادهیعل خیش ؛بهبود ،یقل یاری ،تواد ،یمصرآباد ،دیتوح ،اشرف زاده [2]

 .504-515(, 1)31 ،آموزش ی. فناورلیفراتحل کردیبا رو یلیبر عملکرد تحص کیالکمرون

ابأزار   یابیأ  یأی و روا یابیأ (. سأات،، اعمبار 3131. )دیأ افراشأم،، م   یوسفی ؛دادرس، محمد ؛بازرگان، عباس [3]

 .31-11(، 1)14، یدر آموزش عال ریزیبرنام،. فصلنام، پژوهش و انیب، دانش و یتدمات دانشگاه ،یفیسن ش ک

 تهران. ،ساوالان نشر ،یریادگی هایسبکو  یمیشخص یهاخ،یرابط، ر (.3131) عبدال،. ،یزیتبر [4]

بر سأطو    یای آموزشرایان، یباز ری(. تثی3131) دیسع ،یهمدان انیفاطم، و صفار ،یروزیمحمد؛ ف زاد،یحات [5]

 ،یمأ یاطلاعأات و ارتباطأات در علأو  ترب    آوریفندانش آموزان.  یاضیر میمفاه یادداریو  یریادگیبلو  در  یشناتم

5(3 ،)33-11. 

 یاضیآموزش ر تثییر(. 3131فائزه. ) ،یو تداکرم مایش ،ینیشهربانو، حس ،یمیابراه ،یتانزاده، عباسعل نیحس [6]

 توانمندسأازی . رآمأوز یدانأش آمأوزان د   یاضأ یو علاق، بأ، ر  یاضیر یریادگیبر  ایرایان، یآموزش هایبرنام، قیاز طر

 .360-303، (1)34 ،ییکودکان اسمثنا

 سأم، یت ربأ، ز  ی(. بررسأ 3041فاطم،. ) ،یدرامام؛ فاطم، ،یتودک ؛ثیحد ،یگیتسروب ؛ونیکما ،زاده یدیحم [7]

   .30-3(, 1)1 ،معلم ایحرف،. توسع، یدر آموزش م از یاز کاربرد فناور معلمان دانش و
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 چالش های آموزش ریاضی در ایران و راه حل ها
 16769-7963صندوق پستی ،عضو هیئت علمی گروه ریاضی، دانشگاه پیام نور، 1زکیرسیده نگین صالحی او

Dr.salehi.pnu@gmail.com 

تحلیلی دانش جنبه ی حیاتی از چشم انداز کاربردی دانشگاهی دارد و قابلیت های فکری و  آموزش ریاضی در ایران، چکیده:
ی ها و مطالعات مختلف نظرسنج این مقاله به بررسی مسائل کلیدی شناسایی شده از طریق گزارش ها، آموزان را شکل می دهد.

اقتصادی و شکاف -ی آموزشی گرفته تا موانع اجتماعیاین چالش ها از انعطاف ناپذیری برنامه درسی و ناکارآمد می پردازد.
 هایت این تحقیق را با توصیه هایی برای افزایش کیفیت آموزش ریاضی به پایان می رسانیم.در ن متغیر است.ی دیجیتال

 یادگیری ریاضی. شکاف دیجیتالی، ،کیفیت تدریس،آزمون تیمز :آموزش ریاضی،لمات کلیدیک

 مقدمه.1

مساله ایفا می کند. نامیده می شود، نقش محوری در شکل دهی مهارت های شناختی و حل « زبان علم»ریاضیات که اغلب

در کشور ما، با این پیشینه عمیق ریاضی که به دانشمندانی مانند ابوریحان بیرونی وعمرخیام باز می گردد، تضمین آموزش با کیفیت 

ریاضی برای رقابت پذیری جهانی بسیار مهم است. گزارش های متعددی از سازمان دولتی، سازمان های غیر دولتی و ارزیابی های 

این  پژوهشی با هدف ترکیب لمللی به چالش های مختلفی اشاره دارند که مانع تدریس و یادگیری مؤثر می شوند. این مقاله،بین ا

 تاثیر می گذارند، انجام شده است. چالش ها، و ارائه بینش هایی در مورد مسائل سیستمی که بر آموزش ریاضی

 بررسی گزارش ها.2

تاکنون در آن شرکت داشته، عملکرد 166۱(،که ایران از سال TIMSSد آزمون تیمز)ماننطبق ارزیابی های بین المللی 

ه تبدیل به یک ، بلک ین پائین بودن یک بار اتفاق نیفتادها ریاضی دانش آموزان ایرانی همواره پائین تر از میانگین جهانی بوده است.

از منظر نابرابری فرصت های  سی داده های تیمزربرست.روند شده و نشان از آن دارد که ضعف در عملکرد ریاضی ریشه دار ا

 به این معناستاین امر. آموزشی نشان می دهد که وضعیت عدالت آموزشی در ایران طی بیست و پنج سال اخیر، بدتر شده است

که خود دانش آموز هیچ تاثیری در  که متغیر هایی مانند محل تولد، سطح تحصیلات والدین، نوع مدرسه، امکانات آموزشی و ...

 .ی دانش آموز نسبت به گذشته دارد نقش تعیین کننده ای در نمره آنها ندارد،

   ریاضیات در ایرانچالش های کلیدی در آموزش .3

                                                           
 نویسنده مسئول1 
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   و عدم ارتباط انعطاف ناپذیری برنامه درسی. 1. 3

 

 

برنامه ی درسی اغلب نمی تواند مطابق برنامه درسی است.مسائل اصلی که در گزارش های اخیر مشخص شده انعطاف ناپذیری 

تمرکز دارد و کاربرد های عملی را نادیده می با خواسته های مدرن تکامل یابد و اغلب بر یادگیری طوطی وار و جنبه های نظری 

 گیرد.

 آموزش وتربیت معلم ناکارآمد. 2. 3

بسیاری از معلمان ریاضی فاقد  بررسی ها نشان می دهد تدریس یک نگرانی عمده در سراسر مدارس کشور است. کیفیت

و برای ارائه مبتنی بر سخنرانی  مهارت های آموزشی برای جذاب کردن موضوع هستند. روش های تدریس همچنان سنتی هستند

یژه در مناطق به علاوه، کمبود معلمان ریاضی آموزش دیده، به وبه جای رویکرد های تعاملی و دانش آموز محور تاکید دارند.

آموزش معظل بزرگی می باشد.بسیاری از معلمان خودشان درک عمیقی از مفاهیم ریاضی ندارند.برنامه های روستایی محروم،

و تمرکز کافی بر رویکرد های نوآورانه آموزشی یا ادغام با  اغلب قدیمی هستند معلمان،چه قبل از خدمت و چه ضمن خدمت،

 فناوری ندارند.

 اقتصادی و دسترسی به منابع-های اجتماعیرینابراب. 3. 3

دانش آموزان روستایی و کم درآمداغلب  نابرابری های اقتصادی نقش مهمی در نابرابری های آموزش در سراسر کشور دارند.

 1۱۴۱ واجد شرایط دسترسی ندارند. نتایج کنکوربه منابع ضروری مانند کتاب های درسی با کیفیت، ابزار های فناوری و معلمان 

 ا  وضعیت آموزش در کشور ارائه داد؛ جایی که سهم مدارس دولتی عادی در میان رتبه های برتر تقریب باری دیگر تصویر روشنی از

صفر است وموفقیت های اصلی، همچون سال های گذشته، به مدارس سمپاد، نمونه دولتی و غیر دولتی اختصاص یافته است. 

. این آمار نشان می دهد در صد از برترین ها از مدارس دولتی بوده اند 3 (نیز تنها1۱۴7)شته بررسی ها نشان می دهد در سال گذ

 عدالت آموزشی، هنوز از حد شعار فراتر نرفته است.

 شکاف دیجیتال و موانع فناوری. 4. 3

شکاف  داشت.دگیری ریاضی ابر ی ،چالش های موجود درآموزش را تشدید کرد و تاثیر ویژه ای16همه گیری کووید

ی های بزرگی از دانش آموزان در جوامع روستای منابع یادگیری آنلاین برای بخش دیجیتالی با غیر قابل دسترس شدن پلتفرم ها و
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می دانیم آموزش ریاضی نیاز به تمرین مداوم ارد که به دلیل عدم دسترسی به منابع آنلاین، آموزش ریاضی به  و محروم آشکار شد.

 شدت مختل شد.

 برنامه درسی و معرفی یادگیری زمینه ایصلاح ا.۱

 

برنامه ی درسی ریاضی باید به روز رسانی شود تا کاربرد های دنیای واقعی را در بر گیرد و از یادگیری طوطی وار و مفاهیم 

ندگی واقعی و مسائل زانتزاعی فاصله بگیرد. این برنامه ی درسی باید اصلاح شود تا یادگیری مبتنی بر پروژه، مدل سازی ریاضی 

  مهارت هایشان تشویق کند.باشد که دانش آموزان را به استفاده معنادار از 

 های دنیای جدید برای آموزش ریاضی تکنیک.5

و لذت بخش تر کردن یادگیری ریاضیات است. یکی از این تکنیک ها بازی هدف این تکنیک ها، جذاب تر،قابل درک تر 

یری یادگ روش دیگر، از عناصر طراحی بازی مانند پازل ها و یا پلتفرم ها ی یادگیری است.وار سازی ریاضیات، شامل استفاده 

ت.اموزان برای حل مسائل ریاضی اس مشارکتی با کار گروهی دانش
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 نتیجه گیری

-گرفته تا نابرابری های اجتماعی شچند وجهی است، از مسائل مربوط به برنامه درسی و آموزایران چالش های ریاضی در 

معلمان، دسترسی عادلانه به منابع و از بین بردن شکاف دیجیتال برای پیشرفت  اصلاح برنامه درسی، آموزش پیشرفته قتصادی.ا

تحصیلی دانش آموزان را افزایش می دهد، بلکه آنها را برای خواسته های تنها عملکرد  دانش آموزان ضروری است. این تغییرات نه

 آینده یک دنیای جهانی شده نیز آماده می کند.

 :منابع 

 .1736نشر ایران،روش تدریس ریاضی،، لی اصغر دانش فر،ععلی اکبر جعفری ، بهروش .م -1

 .1۱۴2،شهریاری انتشارات فاطمی ترجمه پرویزخلاقیت ریاضی،  جرج پولیا، -2

 .1733 ،(۱7)1۱ ریاضی، آموزش رشد. ریاضی مقدماتی آموزش روشهای بر نقدی. غلامحسین شکوهی، -7

 .(16۹9)، ترجمه ناهید ملکی، نشر مرکز،166۴ریاضیات مدرسه در دهه ،هاوسون وب ویلسون -۱
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  ͯآموزش تخصصدر مصنوعͬ هوش  تاثیر

 گروه علوم پايه، دانشͽاه ملͯ مهارت ، تهران، ايران  ،١هادی سعیدی
hsaeidi2021@gmail.com  

 
 

های محاسباتͬ،  ها و مدل الͽوریتمهای شناختͬ انسان، از طریق  هوش مصنوعͬ، با هدف تقلید از توانایی :چͺیده
سازی فرآیند  تواند با شخصͬ این فناوری مͬ. های تخصصͬ کاربرد دارد های متنوعͬ از جمله آموزش در حوزه

ͷآموزان، محیط آموزشͬ فراگیرتری را ایجاد  های دانش های فردی، خصوصیات و توانایی یادگیری، بر اساس سب
آموزان  سازی آموزش تخصصͬ و توانمندسازی دانش هوش مصنوعͬ در دگرگون این مقاله به بررسͬ پتانسیل. کند

  .پردازد هایشان در محیطͬ فراگیر مͬ برای دستیابی به حداکثر توانمندی
  .، اصول اخلاقͬیهای یادگیر برنامه ،تخصصͬ آموزشͬ،هوش مصنوع :کلمات کلیدی

  مقدمه. ١
ترین  تورینگ در اواسط قرن بیستم دارد و حالا به یͺͬ از مهمهوش مصنوعͬ ریشه در کارهای پیشͽامانͬ مثل آلن 

سازی فکر انسانͬ طراحͬ شد، اما با پیشرفت یادگیری  این حوزه ابتدا برای شبیه. های روز تبدیل شده است فناوری
یت که بر حما در آموزش تخصصͬ. های گوناگونͬ از جمله آموزش گردید ماشین و پردازش زبان طبیعͬ، وارد زمینه

مشͺلات قدیمͬ مثل کمبود معلم ، ها یا اختلالات یادگیری تمرکز دارد آموزان با نیازهای ویژه مانند معلولیت از دانش
تواند این  هوش مصنوعͬ مͬ. است  پذیر همیشه وجود داشته های انعطاف متخصص، منابع محدود و نیاز به برنامه

ابزارهای هوشمند نه تنها  .دکنلات و بهبود دسترسͬ حل سازی محتوا، شناسایی زودرس مشͺ مسائل را با شخصͬ
این . های خود را بهبود بخشند کنند روش کنند، بلͺه به معلمان کمͷ مͬ پیشرفت تحصیلͬ را سریع ارزیابی مͬ

موقع  گیری به های مفیدی برای تصمیم آموزان، بینش هایی مثل عملͺرد، حضور و رفتار دانش فناوری با تحلیل داده
هایی در مورد حریم خصوصͬ و اخلاقیات هم مطرح است که باید با دقت مدیریت  البته نگرانͬ. آورد م مͬفراه

کند تا به  های هوش مصنوعͬ در آموزش تخصصͬ را بررسͬ مͬ ها و فرصت این مقاله کاربردها، چالش. شوند
 ]٣[ .ای فراگیرتر بسازند ها کمͷ کند آینده گذاران، معلمان و خانواده سیاست

برای عمق بیشتر، دو مطالعه موردی واقعͬ از کاربرد هوش مصنوعͬ . ایماین مقاله از روش ترکیبی استفاده کرده در 
های داخلͬ  محدودیت اصلͬ، دسترسͬ محدود به داده. در آموزش پزشͺͬ و مهندسͬ انتخاب و بررسͬ شدند

 .اهد محͺم را تضمین کردهای تجاری بود، اما تمرکز بر منابع معتبر اطمینان از شو پلتفرم
 

                                                        
 نویسنده مسئول .١

440

mailto:hsaeidi2021@gmail.com


 

 
 

  یادگیری شخصͬ سازی شده. ٢
توانند به  های سنتͬ اغلب نمͬ فردی دارد که سیستم های منحصربه آموزی سبͷ یادگیری، سرعت و چالش هر دانش

هایی مثل تعامل با محتوا، نتایج آزمون و ترجیحات، مسیرهای  هوش مصنوعͬ با پردازش داده. خوبی پاسخ دهند
کنند تا  های هوشمند سطح سختͬ و روش تدریس را به طور خودکار تنظیم مͬ پلتفرم. سازد اختصاصͬ مͬآموزشͬ 

 .هر فرد حداکثر بهره را ببرد
از جمله نتایج . رساند این رویͺرد نقاط قوت و ضعف را شناسایی کرده و معلمان را برای آموزش هدفمند یاری مͬ

. اشاره کرد آموزان با نیازهای ویژه ، افزایش انگیزه و حس تعلق در دانشبهبود نتایج تحصیلͬ این کار مͬ توان به
ها به تکالیف، مشͺلات  دهد؛ مثلا́ با تحلیل پاسخ های یادگیری را زود تشخیص مͬ هوش مصنوعͬ همچنین ناتوانͬ
  ]١[ .دهد کند و مداخلات هدفمند پیشنهاد مͬ درک مطلب یا تمرکز را پیدا مͬ

 از ٢٠٢٢در یͷ مدرسه ابتدایی در کالیفرنیا، از سال  ی کودکان با اختلال یادگیریدر آموزش ریاضͬ برا
DreamBox )سیستم تطبیقͬ مبتنͬ بر AI( سیا استفاده شد برای دانشͺسیا .آموزان با دیسلͺدیسل (Dyslexia) 

. کلͬ فرد مربوط نیستگذارد، اما به هوش  یͷ اختلال یادگیری خاص است که روی خواندن، نوشتن و املا تأثیر مͬ
در این  .کند ها کلمات را به شͺل متفاوتͬ پردازش مͬ های دیسلͺسیͷ معمولا˟ باهوش هستند، اما مغز آن یعنͬ بچه
پیشرفت  به این شͺل شد که نتایج. ها مسیر یادگیری را بر اساس اشتباهات مͺرر تنظیم کردند الͽوریتمسیستم 
این . درصد ٨۵هفته، و رضایت معلمان  ٢هفته به  ۶کاهش زمان مداخله از  درصد بیشتر از گروه کنترل، ٢٨ریاضͬ 

  ]٢[ .کند های حمایتͬ را کم مͬ برد، بلͺه هزینه سازی نه تنها کارایی را بالا مͬ دهد شخصͬ مورد نشان مͬ
لͽوها و ها و شناسایی ا با توانایی تحلیل حجم وسیعͬ از داده توان گفت مͬ هوش مصنوعͬاما از مزایای دیͽر 

این فناوری به معلمان . کند های یادگیری ایجاد مͬ موقع چالش ای، تحولͬ بنیادین در تشخیص به روندهای لحظه
رویͺرد . دهد با مداخله سریع و ارائه پشتیبانͬ هدفمند، موانع آموزشͬ را در مراحل اولیه برطرف کنند امͺان مͬ

کند، بلͺه ابزارهایی را در  ر غلبه بر مشͺلات آموزشͬ کمͷ مͬآموزان د پیشͽیرانه هوش مصنوعͬ نه تنها به دانش
  .  آوری، اعتماد به نفس و نگرش مثبت به یادگیری ضروری است گذارد که برای رشد تاب اختیارشان مͬ

ͷای طراحͬ شده های مداخله مبتنͬ بر هوش مصنوعͬ به گونه تکنی ͷهای یادگیری هر  اند که با نیازها، علایق و سب
توانند محتوا، سرعت و  شده مͬ سازی های آموزشͬ شخصͬ به عنوان مثال، سیستم. آموز هماهنگ شوند دانش
شده نه تنها انگیزه و تعامل  سازی این رویͺرد شخصͬ. های تدریس را متناسب با نیازهای فردی تنظیم کنند روش
  .  انجامد مͬ دهد، بلͺه در درازمدت به بهبود نتایج یادگیری آموزان را افزایش مͬ دانش

های  آموزان دارای ناتوانͬ آموزان بااستعداد و پشتیبانͬ از دانش علاوه بر این، هوش مصنوعͬ در شناسایی دانش
کند تا  های عملͺرد، این فناوری به معلمان کمͷ مͬ از طریق تحلیل داده. کند یادگیری نقش کلیدی ایفا مͬ

این امر نه تنها فرهنگ . سازی کنند آموز سفارشͬ دادهای هر دانشسازی را متناسب با علایق و استع های غنͬ فرصت
  .  کند دهد، بلͺه توسعه فردی را نیز تقویت مͬ تعالͬ تحصیلͬ را ترویج مͬ

های یادگیری و اختلالات رشدی، تحولͬ  ، هوش مصنوعͬ با شناسایی زودهنگام ناتوانͬتخصصͬدر حوزه آموزش 
توانند  شده، مͬ سازی های شخصͬ حل های دقیق و راه استفاده از تحلیل معلمان با. چشمͽیر ایجاد کرده است

این رویͺرد پیشͽیرانه و . کند آموز را برآورده مͬ پشتیبانͬ متمرکزی ارائه دهند که نیازهای منحصر به فرد هر دانش
ل کامل خود و موفقیت در آموزان را در مسیر تحقق پتانسی بخشد، بلͺه دانش فردی نه تنها نتایج یادگیری را بهبود مͬ

  .رساند های تحصیلͬ یاری مͬ تلاش
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  پذیری افزایش ارتباطات و دسترسͬ-3
افزارهای تشخیص گفتار به کودکان  نرم. آموزان با نیازهای خاص را دگرگون کرده است هوش مصنوعͬ تعامل دانش

ابزارهای متن به گفتار محتوای های کلاسͬ شرکت کنند، در حالͬ که  کند در بحث با مشͺلات گفتاری کمͷ مͬ
آموزان را  ای بین والدین، معلمان و دانش دستیاران مجازی ارتباط لحظه. کند نوشتاری را برای نابینایان صوتͬ مͬ

 ]٧. [سازند سازند و محیطͬ حمایتͬ مͬ آسان مͬ
در ین ابزار ا .شد استفاده )٢٠٢٣(یͷ مدرسه متوسطه در کانادا  های در کلاس Google Live Transcribe از

درصد افزایش،  ۴۵مشارکت کلاسͬ این شد که  نتیجه. آموزان ناشنوا به کار رفت برای دانش  های فراگیر کلاس
دهد چنین ابزارهایی شͺاف  تحلیل نشان مͬ. و گزارش والدین از ارتباط بهتر بهتردرصد  ٣٢نمرات گروهͬ 

 ]٥.[برای ادغام صحیح دارندکنند، اما نیاز به آموزش معلمان  دسترسͬ را پر مͬ
چالش ) عدم دسترسͬ به اینترنت در مناطق روستایی(دهند، اما نابرابری دیجیتال  ها برابری را افزایش مͬ این فناوری
 .نماید کند و خلاقیت را تقویت مͬ واقعیت مجازی هم تجربیات تعاملͬ ایجاد مͬ. اصلͬ است

تنͬ بر هوش مصنوعͬ، تعامل و همͺاری میان همه ذینفعان فرایند دستیاران مجازی و سایر ابزارهای ارتباطͬ مب
توانند با نظارت بر پیشرفت فرزندانشان، ارتباط با معلمان و دسترسͬ به منابع،  والدین مͬ. کنند آموزشͬ را تسهیل مͬ

ند که به هر ک ای، محیطͬ مثبت و فراگیر ایجاد مͬ این تعامل لحظه. تری در روند یادگیری ایفا کنند نقش فعال
های هوش مصنوعͬ در آموزش تخصصͬ، نه  ادغام فناوری. دهد آموز ابزارهای لازم برای موفقیت را ارائه مͬ دانش

  .کند بخشد بلͺه یادگیری، برابری و دسترسͬ را نیز تقویت مͬ های ارتباطͬ را بهبود مͬ تنها کانال

  گیری یجهنت. ۴
این فناوری، با ایجاد . رسد ی آموزش تخصصͬ با ورود هوش مصنوعͬ درخشان و امیدوارکننده به نظر مͬ آینده

کند تا در مسیر رشد و پیشرفت  آموزان با نیازهای ویژه کمͷ مͬ پذیر و عادلانه، به دانش های یادگیری انعطاف محیط
نگاتنگ میان معلمان، والدین، قانونگذاران و متخصصان برای تحقق کامل این پتانسیل، همͺاری ت. خود گام بردارند

هوش مصنوعͬ، با . آموز بتواند به اهداف آموزشͬ و شخصͬ خود دست یابد فناوری ضروری است تا هر دانش
آموز، قادر است تحولͬ  شده، متناسب با نیازها و سبͷ یادگیری هر دانش سازی های آموزشͬ شخصͬ ی برنامه ارائه

توانند موانع یادگیری را  مداخلات زودهنگام مبتنͬ بر هوش مصنوعͬ مͬ. تخصصͬ ایجاد کند عظیم در آموزش
های ارتباطͬ پیشرفته،  همچنین، فناوری. شناسایی و برطرف کنند و بدین ترتیب موفقیت تحصیلͬ را تضمین نمایند

ای را در طول سفر  جانبه حمایت همهآورند و  آموزان را فراهم مͬ امͺان تعامل مؤثرتر میان والدین، معلمان و دانش
  . دهند آموز ارائه مͬ یادگیری هر دانش

کنند که تجربیات تعاملͬ و  های یادگیری عمیقͬ را خلق مͬ های واقعیت مجازی و واقعیت افزوده  نیز محیط فناوری
ͷآموزان  ، دانشدر این فضاهای مجازی. دهند های یادگیری و سطوح مهارت مختلف ارائه مͬ جذابی را برای سب

های حل  توانند به کشف، آزمایش و یادگیری بپردازند، که این امر نه تنها خلاقیت، بلͺه تفکر انتقادی و مهارت مͬ
  .کند مسئله را نیز تقویت مͬ

های آن در  گیری از قابلیت با بهره. هوش مصنوعͬ، فراتر از یͷ ابزار فنͬ، نیرویی مثبت در آموزش تخصصͬ است
توانیم اکوسیستمͬ آموزشͬ  های فراگیر، مͬ موقع، بهبود ارتباطات و ایجاد محیط آموزش، مداخلات بهسازی  شخصͬ

پذیرش هوش مصنوعͬ در آموزش تخصصͬ، همراه با . آموز فرصت شͺوفایی دارد ایجاد کنیم که در آن هر دانش
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های برابر برای  مسیر ایجاد فرصتتوجه به مسائل اخلاقͬ، تأمین دسترسͬ عادلانه و تلاش برای تعالͬ، ما را در 
  .دهد العمر قرار مͬ آموزان در یادگیری مادام ی دانش همه
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. کند آفرین قرن جدید، نقش مهمͬ در حوزه آموزش بازی مͬ های نو فناوریبه عنوان یͺͬ از  هوش مصنوعͬ :چͺیده
کند، بلͺه در تشخیص و تربیت استعدادهای فردی نیز  سازی مͬ این فناوری نه تنها فرآیند یادگیری را شخصͬ

دگیری ماشین، های یا جا، با نگاه بر چͽونگͬ استفاده از الͽوریتم در این. دهد روزی ارائه مͬ ابزارهای جدید و به
های آموزشͬ هوشمند به بررسͬ کاربردهای هوش مصنوعͯ در  ه برای ایجاد سیستم های عصبی و تحلیل داده شبͺه

  .پردازیم آموزش، تشخیص استعداد و پرورش آن مͬ
  .سازیͬ شخص یت،ترب استعداد، یصتشخ آموزش،ͬ،هوش مصنوع :کلمات کلیدی

  مقدمه. ١
توجهͬ گسترش یافته و از ابزارهای  طور قابل های آموزشͬ به های اخیر، حضور هوش مصنوعͬ در محیط در سال

نگاهͬ . شده هستند سازی ای تبدیل شده است که قادر به ارائه تجربیات یادگیری شخصͬ های پیشرفته ساده به سیستم
یج پیش رفته و در ابتدا بیشتر بر وظایف اداری تدر دهد که این روند به به تاریخچه فناوری در آموزش نشان مͬ

ای بود که برای  های ساده کاربردهای اولیه هوش مصنوعͬ محدود به برنامه. متمرکز بوده تا حمایت آموزشͬ
تر آن بر  ریزی طراحͬ شده بودند، بدون درنظرگرفتن تأثیرات گسترده دهͬ یا برنامه سازی فرآیندهایی مانند نمره بهینه

  . آموزش
با . پردازد ها مͬ تحقیق حاضر به بررسͬ کاربردهای هوش مصنوعͬ در آموزش، شناسایی استعدادها و پرورش آن

های بزرگ، هوش مصنوعͬ قادر است  های عصبی و تحلیل داده های یادگیری ماشین، شبͺه استفاده از الͽوریتم
های یادگیری و پرورش استعداد را  شهای آموزشͬ هوشمندی ایجاد کند که بر اساس نیازهای فردی، رو سیستم

ها یاد  دهند از داده هایی هستند که به کامپیوترها امͺان مͬ های یادگیری ماشین، روش الͽوریتم. نماید طراحͬ مͬ
هایی که الͽوها را در  برای مثال، الͽوریتم. ریزی شده باشند طور مستقیم برنامه بینͬ کنند، بدون اینکه به بͽیرند و پیش

های مختلف، اطلاعات  هایی از یادگیری ماشین هستند که با لایه های عصبی نیز مدل شبͺه. کنند ها شناسایی مͬ داده
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های بزرگ،  در تحلیل داده. کنند، مشابه عملͺرد مغز انسان، مانند تشخیص تصاویر یا متن پیچیده را پردازش مͬ
شود تا اطلاعات مفید  ی روانشناختͬ، بررسͬ مͬها آموزان یا تست ها، مانند نمرات دانش حجم عظیمͬ از داده

دهد، بلͺه در شناسایی استعدادهای پنهان و ایجاد  وری آموزشͬ را افزایش مͬ تنها بهره این رویͺرد نه. استخراج گردد
روز اهمیت بیشتری  های فردی روزبه در دنیایی که مهارت. کند های برابر برای رشد فردی نقش مؤثری ایفا مͬ فرصت

  . تواند پلͬ بین آموزش سنتͬ و نیازهای آینده بشر باشد یابند، هوش مصنوعͬ مͬ مͬ
کند تا استعدادهای  هدف نهایی در این پژوهش آنست که بررسͬ کنیم هوش مصنوعͬ چطور در آموزش کمͷ مͬ

نند ها رو پرورش دهد ما افراد را تشخیص دهد مانند شناسایی نقاط قوت یͷ محصل و اینکه به چه صورت آن
های هوشمند آموزشͬ  طور خلاصه بحث روی ساخت سیستم به . شده برای رشد سازی های شخصͬ پیشنهاد برنامه

 .تر، کارآمدتر و استعدادمحور کند هست که با کمͷ هوش مصنوعͬ، آموزش را شخصͬ
رای ساخت ها ب گردد؛ زمانͬ که اولین تلاش برمͬ ١٩۵٠تاریخچه استفاده از هوش مصنوعͬ در آموزش به دهه 

شده برای  ریزی منطق برنامه«هایی مثل  میلادی، سیستم ٧٠و  ۶٠های  در دهه. های آموزشͬ هوشمند آغاز شد سیستم
ای و  هایی مانند تعامل رایانه معرفͬ شدند که قابلیت» تلویزیون اطلاعاتͬ تعاملͬ«و » عملیات آموزش خودکار

شوند،  های آموزشͬ هوشمند شناخته مͬ ها که با نام سیستم سیستماین . آموز داشتند های دانش آموزش بر اساس پاسخ
های  در دهه. شده بود ها، آموزش شخصͬ کردند و هدف اصلͬ آن های ساده هوش مصنوعͬ کار مͬ بر اساس الͽوریتم

روش «ای را به وجود آوردند؛ از جمله  های تازه های عصبی، روش هایی مثل شبͺه ، پیشرفت١٩٩٠و  ١٩٨٠
های اخیر نیز  در سال. »یادگیرنده به عنوان همͺار«و » )مربی مستقیم(شده توسط هوش مصنوعͬ  هدایت
کادمͬ خان با قابلیت یادگیری تطبیقͬ پدید آمده پلتفرم اند که محتوای درس را با توجه به  هایی مانند دولینگو و آ

  .کنند آموز تنظیم مͬ ای دانش عملͺرد لحظه
های تشخیص  شود، سپس به روش شده بررسͬ مͬ سازی هوش مصنوعͯ در آموزش شخصͬدر ادامه ابتدا کاربردهای 

ها توصیف خواهد  حل ها و راه های تربیت استعداد با تمرکز بر چالش نهایت، سیاست استعداد فردی پرداخته و در
کند و  ش آشنا مͬهای هوش مصنوعͯ در تحول آموز اندازی جامع از پتانسیل این نوشتار، خوانندگان را با چشم. شد

  .دهد سازی عملͬ ارائه مͬ پیشنهادهایی برای پیاده
 

  اد فردیخیص و تربیت استعدتش. ٢
های هوش مصنوعͯ  ریشه. های اولیه قرن بیستم، نقش مهمͬ در تحول آموزش ایفا کرده است هوش مصنوعͬ از دهه

. مصنوعͯ برای آموزش بازی چͺرز نوشته شدگردد، زمانͬ که نخستین برنامه هوش  باز مͬ ١٩۵١در آموزش به سال 
هایی تمرکز  را ابداع کرد و تحقیقات اولیه بر روی ماشین" هوش مصنوعͬ"کارتͬ اصطلاح  ، جان م١٩۵۶ͷدر سال 

شده  ریزی های اولیه مانند منطق برنامه شاهد ظهور سیستم ١٩۶٠دهه . داشت که بتوانند وظایف انسانͬ را تقلید کنند
هایی مانند تعامل کامپیوتری و  موزش خودکار بود که در دانشͽاه استنفورد توسعه یافت و ویژگͬبرای عملیات آ

معرفͬ شد، نخستین کاربرد  ١٩۶۵این سیستم، که در سال . داد آموز را ارائه مͬ های دانش آموزش مبتنͬ بر پاسخ
 .عاملͬ یادگیری کنندهای ت داد تا در محیط هوش مصنوعͯ در آموزش بود و به دانشجویان اجازه مͬ

های آموزشͬ اختصاصͬ برای هر محصل طراحͬ  های یادگیری ماشین، تجربه گیری از الͽوریتم هوش مصنوعͬ با بهره
هایی نظیر کلند و دولینگو، با توجه به سطح مهارت، روش یادگیری و سرعت پیشرفت فرد، محتوای  پلتفرم. کند مͬ

از طریق تحلیل . درصد بهبود بخشد ۵٠تواند میزان تثبیت دانش را تا  امر مͬکنند که این  سازی مͬ آموزشͬ را بهینه
یافته به هر موضوع، هوش مصنوعͬ پیشنهادهای اختصاصͬ ارائه  های رفتاری، مانند مدت زمان اختصاص داده
از ابزارهایی  های آموزشͬ آنلاین، هوش مصنوعͬ برای نمونه، در محیط. سازد دهد و فرآیند یادگیری را مؤثرتر مͬ مͬ
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های کاربردی تشریح  کند تا مفاهیم پیچیده را با مثال تͬ، استفاده مͬ پی مانند دستیارهای هوشمند، از جمله چت جͬ
  .نماید

در حوزه مدیریت . اند های آموزشͬ را دگرگون کرده گیری از هوش مصنوعͬ، روش در میشیͽان، مدارس با بهره
وری  ها به کار گرفته شده و باعث افزایش بهره زرگ برای شناسایی مهارتهای ب استعداد، هوش مصنوعͬ در شرکت

  .دهند ها، پتانسیل بالای هوش مصنوعͬ را نشان مͬ این نمونه. شده است
دارند که با علایق و  کشف استعدادهای درونͬ، کلید پیشرفت شخصͬ است، اما بسیاری از افراد در مسیری گام برمͬ

تواند استعدادهای نهفته را  های روزمره، مͬ هوش مصنوعͬ با بررسͬ الͽوی فعالیت. نداردهایشان همخوانͬ  توانایی
به عنوان مثال، اگر . کند های رفتاری، علایق واقعͬ افراد را شناسایی مͬ این فناوری از طریق تحلیل داده. آشͺار سازد

دهد، در  عات روانشناسͬ اختصاص مͬهای آموزشͬ آنلاین، بیشتر وقت خود را به مطالعه موضو فردی در پلتفرم
کند که او در  اش متفاوت است، هوش مصنوعͬ این الͽو را تشخیص داده و پیشنهاد مͬ حالͬ که رشته تحصیلͬ

کند تا مسیر شغلͬ و شخصͬ  ها به افراد کمͷ مͬ این تحلیل. هایی مانند مشاوره یا رشد شخصͬ فعالیت کند زمینه
  .ب نمایندخود را با آگاهͬ بیشتری انتخا

های شناختͬ قرار دارد، از جمله حل مسئله، تفکر خلاق،  توسعه فردی به طور قابل توجهͬ تحت تأثیر مهارت
ها را  تواند این توانایی های هدفمند و هوشمند، مͬ هوش مصنوعͬ با ارائه تمرین. گیری و پردازش اطلاعات تصمیم

  .تقویت کند
هایی مانند  بسیاری از افراد با چالش. کند صنوعͬ نقش مهمͬ ایفا مͬوری شخصͬ، هوش م در زمینه افزایش بهره

ابزارهای هوشمند با تحلیل الͽوی رفتار کاربران، راهͺارهایی برای . مدیریت زمان و حفظ تمرکز مواجه هستند
حد از به عنوان مثال، در صورت شناسایی استفاده بیش از . دهند پرتͬ ارائه مͬ سازی زمان و کاهش حواس بهینه
  .دهد هایی برای بهبود تمرکز پیشنهاد مͬ کند و روش های اجتماعͬ، سیستم هشدارهایی ارسال مͬ شبͺه

هوش مصنوعͬ به عنوان یͷ . های کلیدی در مسیر رشد فردی است ریزی مؤثر، از چالش مدیریت زمان و برنامه
برای نمونه، با . سازد پذیر مͬ ری را امͺانریزی کارآمدت وری، برنامه بینͬ ساعات اوج بهره دستیار شخصͬ، با پیش

ریزی کند و  تواند کارهای پیچیده و خلاقانه را در آن زمان برنامه شناسایی ساعات پرتمرکز یͷ فرد، سیستم مͬ
دهد، بلͺه استرس ناشͬ  وری را افزایش مͬ این روش نه تنها بهره. های روتین را به ساعات دیͽر منتقل نماید فعالیت

  .دهد ت زمان را نیز کاهش مͬاز مدیری
های شناختͬ قرار دارد، از جمله حل مسئله، تفکر خلاق،  توسعه فردی به طور قابل توجهͬ تحت تأثیر مهارت

ها را  تواند این توانایی های هدفمند و هوشمند، مͬ هوش مصنوعͬ با ارائه تمرین. گیری و پردازش اطلاعات تصمیم
  .تقویت کند

هوش . شده است سازی های آموزشͬ شخصͬ ترین مراحل در طراحͬ سیستم ردی یͺͬ از مهماما تشخیص استعداد ف
های نوینͬ برای شناسایی استعدادها ارائه  مصنوعͬ با استفاده از ابزارهای تحلیل داده و یادگیری ماشین، روش

تͬ مبتنͬ بر هوش مصنوعͬ، شناخ های رفتاری، ارزیابی روان اند از تحلیل داده ها عبارت برخͬ از این روش. دهد مͬ
 . های چندمنبعͬ و تشخیص استعدادهای پنهان تحلیل داده

های کلاسͬ،  ها، تکالیف، و فعالیت آموزان در آزمون های عملͺرد دانش تواند از طریق تحلیل داده هوش مصنوعͬ مͬ
توانند الͽوهای موفقیت یا  های یادگیری ماشین مͬ برای مثال، الͽوریتم. ها را شناسایی کند نقاط قوت و ضعف آن

های تعاملͬ مبتنͬ بر  های هوشمند یا بازی ابزارهایی مانند پرسشنامه. شͺست در موضوعات خاص را تشخیص دهند
. آموزان را ارزیابی کنند های شخصیتͬ، سبͷ یادگیری، و استعدادهای بالقوه دانش توانند ویژگͬ هوش مصنوعͬ مͬ

تواند  هوش مصنوعͬ مͬ. کنند کننده برای ارائه نتایج دقیق استفاده مͬ بینͬ پیشهای  این ابزارها معمولا˟ از مدل
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های بیومتریͷ مانند الͽوهای  های آنلاین، بازخورد معلمان، و حتͬ داده مانند فعالیت(هایی از منابع مختلف  داده
آموزان ممͺن است  د، دانشدر برخͬ موار. را ترکیب کند تا تصویر جامعͬ از استعدادهای فرد ارائه دهد) مطالعه

های  هوش مصنوعͬ با تحلیل داده. اند های آموزشͬ سنتͬ شناسایی نشده استعدادهایی داشته باشند که در سیستم
 .تواند این استعدادها را کشف کند ها، مͬ غیرمستقیم، مانند الͽوهای حل مسئله یا خلاقیت در پروژه

، و )مانند تأثیر عوامل فرهنگͬ یا اجتماعͬ(ها  حتمال سوگیری در دادهها، ا های این حوزه شامل دقت الͽوریتم چالش
ها  حال، با پیشرفت فناوری، این روش بااین. های نادرست است گیری نیاز به تأیید انسانͬ برای جلوگیری از تصمیم

 .شوند تر مͬ روز دقیق روزبه

  گیری یجهنت. ٣
. کند آفرینͬ در این حوزه ایفا مͬ و پرورش استعدادها، نقش تحول سازی آموزش، شناسایی هوش مصنوعͬ با توانایی شخصͬ

برای دستیابی به پتانسیل کامل . ساز ایجاد جوامع پایدار است کند، بلͺه زمینه های موجود را حل مͬ این فناوری نه تنها چالش
. رسد نظر مͬ های اخلاقͬ ضروری به ها و تدوین سیاست زیرساختگذاری در  هوش مصنوعͬ، افزایش سرمایه

، ارزش آن ٢٠٢٧ای که تا سال  ها حͺایت از رشد چشمͽیر بازار آموزش هوش مصنوعͬ دارد، به گونه بینͬ پیش
این روند رو به رشد، تحت تأثیر مؤسسات آموزشͬ است که هوش . ها میلیارد دلار فراتر رود ممͺن است از ده

با . اند پذیری و بهبود کیفیت آموزش مورد توجه قرار داده ابتمصنوعͬ را به عنوان ابزاری استراتژیͷ برای ارتقای رق
های  ها در محیط رود ادغام این فناوری های هوش مصنوعͬ، انتظار مͬ کاهش هزینه و افزایش دسترسͬ به فناوری

  .های تدریس و یادگیری ایجاد کند آموزشͬ شتاب گیرد و تحولͬ اساسͬ در روش
مصنوعͬ در شناسایی استعدادهای یادگیری، نه تنها لازم است زیرساخت های  برای بهرگیری کامل از ظرفیت هوش

های  فنͬ و دادهای مناسب فراهم شود، بلͺه باید مربیان نیز آموزش های تخصصͬ برای تفسیر، نقد و کاربست داده
ز ممͺن است تأثیر ها نی ترین الͽوریتم ای، حتͬ دقیق بدون این آمادگͬ حرفه. تولیدشده توسط این سیستمها ببینند

برای افزایش اثربخشͬ سیستم ها، همͺاری مستمر بین معلمان و  .محدودی بر بهبود یادگیری داشته باشند
متخصصان فناوری اطاعات ضروری است تا آن ها بتوانند سیستم ها را متناسب با نیازهای آموزشͬ هر شخس 

عنوان ابزاری تکمیلͬ در کنار تجربیات و دانش  در نهایت، هوش مصنوعͬ میتواند به .طور مداوم بهبود دهند به
تر استعدادهای  سازی کرده و به شناسایی دقیق معلمان عمل کند و به آنها کمͷ کند تا فرآیندهای آموزشͬ را شخصͬ

هماهنگͬ میان تکنولوژی و  ویژه در شرایطͬ که تغییرات فناوری به سرعت در حال پیشرفت است، به. فردی بپردازند
آموزان بتوانند از این فناوری به نفع فرآیند یادگیری خود  رسد تا در نهایت دانش آموزش انسانͬ ضروری به نظر مͬ

  .بهرمند شوند
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ایران تهران، ،١٩٣٩۶-٣۶٩٧ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، علمͬ هيأت عضو ،* ایزدی زینب

zynab−izadi@pnu.ac.ir

پروانه وحید

ایران، کرمانشاه، ، اسلامͬ ازاد دانشͽاه ، کرمانشاه واحد ، ریاضͬ گروه علمͯ هيأت عضو

چندگانه ای چالش های به توجه نیازمند و است ضرب جدول حفظ از فراتر ابتدایی دوره در ضرب آموزش چͺیده:
از استفاده فردی، تفاوت های به توجه ضرب، انتزاعͬ مفهوم عمیق درک هستند. روبرو آن با دانش آموزان که است
روش های کارگیری به ریاضͬ، مفاهیم سایر با ارتباط ایجاد درک، بر مبتنͬ ضرب جدول حفظ برای مؤثر راهͺارهای
مفهوم این آموزش بهبود در کلیدی عوامل جمله از متنوع، و معتبر ارزیابی های از استفاده و جذاب، و فعال آموزشͬ
از استفاده مانند بپردازیم ها چالش این رفع به عملͬ و ملموس های روش با تا انیم بر مقاله این در هستند. اساسͬ

متقاطع. ضرب های روش و ژاپنͬ ضرب جدولͬ، ضرب مانند دیͽر جایͽزین های روش و دست انگشتان
ابتدایی. مدارس ها، چالش ضرب، کلیدی: کلمات

مقدمه ١

جمع با را آن ارتباط و ͬ بینند م ضرب جدول کردن حفظ عنوان به صرفاً را ضرب مفهوم دانش آموزان از بسیاری
دچار تقسیم مانند بعدی مفاهیم درک یا و پیچیده تر مسائل حل در ͬ شود م باعث موضوع این ͬ کنند. نم درک تکراری
مشͺل با مسائل در آن کارگیری به و ضرب مفهوم درک در دانش آموزان که ͬ دهند م نشان مطالعات شوند. مشͺل
پایه ای مفاهیم درک در دانش آموزی اگر بنابراین است، هم سر پشت و مرتبط مفاهیم دارای ریاضیات هستند مواجه
از ͬͺی .[1] شد خواهد روبرو چالش با نیز ضرب یادگیری در باشد، داشته مشͺل تفریق و جمع شمارش، مانند
ضرب خواص درک و ذهنͬ استراتژی های آموزش بدون ضرب جدول کردن حفظ بر زیاد تاکید چالش ها، بزرگترین
در و شوند مشͺل دچار ضرب حقایق سپردن خاطر به در دانش آموزان شود باعث ͬ تواند م رویͺرد این .[2] است
که ͬ دهند م نشان مطالعات برخͬ همچنین، باشند. داشته ضعیفͬ عملͺرد کاربردی مسائل یا بزرگتر اعداد با مواجهه
بزرگͬ چالش ͬ شود، م حافظه در تداخل باعث که آن ها شباهت و حقایق زیاد تعداد دلیل به ضرب جدول کردن حفظ
جابجایی خاصیت که حالͬ در است، مهم اعداد ضرب ترتیب که کنند تصور است ممͺن دانش آموزان .[3] است
حفظ باید که ضربی حقایق تعداد خاصیت، این درک عدم ندارد. حاصل در تاثیری ترتیب که ͬ کند م بیان ضرب در
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.[2] ͬ دهد م افزایش را شوند

دست انگشتان ͷکم با رقم ͷی در رقم ͷی آموزشضرب ٢

طریقͬ به را ضرب جدول هفتم و ششم ستونهای خواننده امیدواریم و کنیم مͬ تقسیم قسمت سه به را بخش این
کند. پیدا مشابه

شست، انگشت کنیم مͬ نامͽذاری زیر صورت به را دست ͷی انگشتان مطلب شدن تر روشن برای : اَنگ͒شت ها نام
ͷکوچ انگشت حلقه، انگشت انگشت میانͬ، انگشت اشاره، انگشت

دیͽر اموزش برای سپس . ۵ در ضرب ۵ تا یعنͬ است. اول ستون پنج نصف ضرب آموزش روی ابتدا معلم تاکید
به ضرب مفهوم درک برای تصویری و خلاقانه رویͺرد ͷی دهیم. مͬ ارائه دیͽری ورزی دست راهͺارهای قسمتها
خلاصه مرحله به مرحله صورت به را آن بدهید اجازه است. انگشتان بند از استفاده مساوی بسته های جمع عنوان

کنیم:
. ۵ تا ͷی اعداد ضرب برای ‘ انگشتان پنهان ‘چرتکه یا انگشتͬ” بند ”بسته های روش الف:

چهارتایی بسته ٣ داشتن معنای به ۴∗٣ ضرب کنیم. مͬ شروع ۴ ٣در مثال با مطلب شدن روشن برای مثال:
بسته ٣ نماینده ی انگشت سه این دست). ͷی انگشتری و میانͬ اشاره، انگشت (مثلا́ کنید جدا را انگشت سه است.
بند را انگشت سر ͬ توانید م که باشید داشته نظر در بͽیرید. نظر در را بند ۴ انگشت، سه این از ͷی هر در هستند.
از حالا، کنید. تصور دست کف روی اصلͬ بند از پایین تر فرضͬ خط ͷی پنجم، بند برای و کنید حساب چهارم
بشمارید را آن بند ۴ و بروید دوم انگشت به سپس بشمارید. را آن بند ۴ تمام و کنید شروع اول انگشت بند اولین
در بود. خواهد ٣∗۴ ضرب حاصل شمردید، که بندهایی کل تعداد بشمارید. هم را سوم انگشت بند ۴ نهایت در و

.۴+۴+۴=١٢ حالت، این
تجسم برای (انگشتان) دستͬ دم ابزار ͷی از و است متوالͬ جمع واقع در ضرب که ͬ دهد م نشان خوبی به روش این
که بشمارند، را بندها و کرده جدا را خود انگشتان ͬͺفیزی صورت به ͬ توانند م دانش آموزان ͬ کنید. م استفاده آن

باشد. موثر بسیار یادگیرندگان برای ͬ تواند م
ͬͺی که ضرب هایی ویژه به ساده، ضرب های آموزش برای ملموس و بصری روش ͷی دست انگشتان از ب:استفاده
برای قوی ذهنͬ تصویر ͷی ایجاد و ضرب مفهوم درک به ͬ تواند م روش این ͬ باشد. م است، ٩ عدد آن ها عوامل از

دارد. کاربرد ١٠ تا ١ اعداد در ٩ عدد ضرب برای خاص طور به روش این کند. ͷکم دانش آموزان
انگشت از را خود انگشتان باشد. شما سمت به دست ها کف که طوری به بͽیرید، صورتتان روی به رو را خود دستان
به (١٠ شماره انگشت عنوان (به راست دست شست انگشت تا (١ شماره انگشت عنوان (به چپ دست شست
در کنید. خم را عدد آن به مربوط انگشت ،(۴ (مثلا́ خاص عدد ͷی در ٩ ضرب برای کنید. شماره گذاری ترتیب
مانده باز انگشتان تعداد حاصل، خواندن برای ͬ کنیم. م خم را چپ) دست حلقه (انگشت چهارم انگشت ما، مثال
در باز انگشت ٣ ما، مثال در ͬ دهد. م نشان را ضرب حاصل دهͽان رقم شده، خم انگشت چپ سمت در دست دو
را ضرب حاصل یͺان رقم شده، خم انگشت راست سمت در دست دو مانده باز انگشتان تعداد داریم. چپ سمت

.۴ ∗ ۹ = بنابراین،۳۶ داریم. راست سمت در باز انگشت ۶ ما، مثال در ͬ دهد. م نشان
ͬ شوند. م شماره گذاری زیر صورت به ١٠ تا ۶ از دست هر انگشتان روش، این در : ٩ تا ۶ بین اعداد ضرب ج:

١٠ = شست انگشت ،٩ = اشاره انگشت ،٨ = وسط انگشت ،٧= انگشتری انگشت ،۶ = ͷکوچ انگشت
از کنید. پیدا دست هر در را عدد هر به مربوط انگشت کنید. انتخاب را کنید ضرب هم در ͬ خواهید م که عددی دو
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کنید. خم را انتخابی عدد دو به مربوط انگشت های تا است شده گذاری شماره شش شماره با که ͷکوچ انگشت
نشان را ضرب حاصل دهͽان رقم مجموع، این بشمارید. را دست) کف سمت (به شده اند خم که انگشتانͬ تمام
ضرب، این حاصل کنید. ضرب هم در را عدد دو این و بشمارید را دست هر در مانده باز انگشتان تعداد ͬ دهد. م
را ضرب جدول اول نصف اموز دانش که است این بر فرض روش این در ͬ دهد. م نشان را ضرب حاصل یͺان رقم

داند. مͬ را پنجم تا اول ستونهای نصف یعنͬ
: ۷ ∗ ۸ ضرب مثال:

انگشتان این تا ͷکوچ انگشت از و بͽیرید. نظر در (٨) دوم دست وسط انگشت با را (٧) اول دست حلقه انگشت
دست در انگشت ٣ و اول دست در انگشت ٢ که دست دو در شده خم انگشتان تعداد کنید. خم دست دو هر در را
تعداد ͬ دهد. م نشان را (۵) دهͽان رقم مجموع این اند. شده خم دست دو در انگشت ۵ مجموع در است، دوم
ضرب بود. خواهد انگشت ٢ دوم دست در مانده باز انگشتان تعداد و انگشت ٣ اول دست در مانده باز انگشتان

بود خواهد ۵۶ نهایی ضرب حاصل لذا ͬ دهد. م نشان را یͺان رقم عدد این بود. خواهد ۶=٣×٢ آن ها
هشت عدد در ۵ تا ͷی اعداد ضرب ابتکاری روش د:

انگشت از را خود انگشتان باشد. شما سمت به دست ها کف که طوری به بͽیرید، صورتتان روی به رو را خود دستان
به (١٠ شماره انگشت عنوان (به راست دست شست انگشت تا (١ شماره انگشت عنوان (به چپ دست شست

کنید. شماره گذاری ترتیب
ما، مثال در کنید. خم را عدد آن به مربوط انگشت ،(۴ (مثلا́ خاص عدد ͷی در ٨ ضرب برای مضرب: انتخاب
یعنͬ کنید، حذف راست سمت از نیز را انگشت چهار ͬ کنیم. م خم را چپ) دست حلقه (انگشت چهارم انگشت
باز انگشتان تعداد حاصل، خواندن برای کنید. حذف را راست دست اشاره انگشت و میانͬ حلقه، شست، انگشتان
باز انگشت ٣ ما، مثال در ͬ دهد. م نشان را ضرب حاصل دهͽان رقم شده، خم انگشت چپ سمت در دست دو مانده
ضرب حاصل یͺان رقم شده، خم انگشت راست سمت در دست دو مانده باز انگشتان تعداد داریم. چپ سمت در
باقͬ انگشت دو مثال این در که است واضح که داریم، راست سمت در باز انگشت ٢ ما، مثال در ͬ دهد. م نشان را
نتیجه: اند. نشده حذف هم و اند شده خم انگشت راست سمت در هم که هستند دست دو ͷکوچ انگشت دو مانده

.۴ ∗ ۸ = بنابراین،۳۲
مͬ اعدادی ضرب به نوبت همدیͽر در رقمͬ ͷی اعداد ضرب اموزش از بعد هم: در بالاتر و دورقمͬ اعداد اموزش
برای را ژاپنͬ ضرب و جدولͬ ضرب متقاطع، ضرب روش سه اینجا هستند.در رقم دو از بیشتر یا دو دارای که رسد

. کنیم مͬ ارایه ضربهایی چنین انجام
سه در رقم سه حالتهای به را آن سپس و کنیم مͬ شروع رقمͬ دو عدد دو ضرب حالت با ابتدا متقاطع: :ضرب الف
استفاده رقمͬ، دو عدد دو سریع یا ذهنͬ ضرب برای کارآمد روش های از ͬͺی دهیم. مͬ تعمیم بالاتر مراتب و رقم
ͬ شود: م انجام زیر ترتیب به روش این است. شده بنا ارقام مͺانͬ ارزش اساس بر که است مرحله ای رویͺرد ͷی از
نهایی جواب یͺان رقم ضرب، این حاصل یͺان رقم کنید. ضرب دوم عدد یͺان رقم در را اول عدد یͺان رقم ابتدا
عدد یͺان رقم بعد، مرحله در شود. مͬ گرفته نظر در ذخیره عنوان به وجود) صورت (در آن دهͽان رقم و بود خواهد
دست به دهͽان کنید. ضرب اول عدد یͺان رقم در را دوم عدد دهͽان رقم سپس، اول، عدد دهͽان رقم در را دوم
رقم نتیجه، این یͺان رقم کنید. جمع آمده دست به ضرب حاصل دو با را باشد) داشته وجود (گر قبل مرحله از آمده
دهͽان رقم نهایت، در سپاریم. مͬ ذهن به را وجود) صورت (در آن دهͽان رقم و بود خواهد نهایی جواب دهͽان
(اگر قبل مرحله از آمده دست به ذخیره آورید. دست به را حاصل و کنید ضرب دوم عدد دهͽان رقم در را اول عدد
و (صدگان نهایی جواب چپ سمت ارقام یا رقم نتیجه، این کنید. اضافه ضرب حاصل این به را باشد) داشته وجود
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داد. خواهد تشͺیل را بالاتر)
ذخیره و است، ۶ عدد جواب یͺان رقم .۳ ∗ ۲ = یͺان ها:۶ ضرب روش: این از استفاده با ١٣ در ٣٢ ضرب مثال:

۳ ∗ ۳ = ۹, ۱ ∗ ۲ = ۲, ۹+ ۲ = ۱۱. جمع: و متقاطع ضرب نداریم. ای
رقم ۳ ∗ ۱ = ذخیره:۳ با جمع و دهͽان ها ضرب بود. خواهد ͷی عدد نیز ذخیره و است ١ عدد جواب دهͽان رقم
.۴١۶ شود مͬ ضرب حاصل آمده، دست به ارقام دادن قرار هم کنار با اینکه نتیجه است. ۴ عدد جواب صدگان
درک و شود تبدیل رقمͬ دو اعداد ضرب ذهنͬ و سریع انجام برای قدرتمند ابزاری به ͬ تواند م تمرین، با روش، این

دهد. ارائه ضرب فرآیند در ارقام تعامل نحوه از بهتری
انجام زیر روش به باید را عمل n ضربدر n متقاطع، ضرب روش به رقمͬ ان عدد دو ضرب برای کلͬ حالت در

دهیم.
نگه ذخیره عنوان به آن دهͽان رقم و است نهایی جواب یͺان رقم ها، یͺان ضرب از حاصل یͺان رقم اول: مرحله

ͬ شود. م داشته
نهایی جواب دهͽان رقم حاصل، این یͺان رقم قبلͬ. ذخیره با جمع و یͺان‐دهͽان متقاطع ضرب دوم: مرحله

شود. مͬ دااشته نگه ذخیره عنوان به آن دهͽان رقم و است
رقم حاصل، این یͺان رقم : قبلͬ ذخیره با جمع و دهͽان‐دهͽان مستقیم ضرب یͺان‐صدگان، متقاطع ضرب
در پایین عدد یͺان که زمانͬ تا شود. مͬ دااشته نگه ذخیره عنوان به آن دهͽان رقم و است نهایی جواب صدگان
، شود ضرب پایین یͺان در باید که بالا عدد از رقمͬ بودن زوج یا فرد به بسته ، شود مͬ ضرب بالا عدد ارقام تمام
در پایین عدد یͺان که زمانͬ مثال عنوان به زنیم. مͬ جمع راباهم آنها نتایج که داشت خواهیم متقاطعͬ های ضرب
جایͽاه در گان هزار رقم که است ان خاطر به این که . داریم متقاطع ضرب چهار شود مͬ ضرب بالا عدد هزارگان
دهͽان ، یͺان در گان هزار ، هزارگان در یͺان متقاطع های ضرب ابتدا حالت این در دارد. قرار راست طرف از زوج
باشد فرد رقم جایͽاه حالتیͺه در زنیم. مͬ جمع باهم را نتایج و دهیم مͬ انجام را دهͽان در صدگان و ، صرگان در
مͬ حذف را ها یͺان بالا عدد ارقام تمام در یͺان رقم ضرب از بعد داریم. مستقیم ضرب ͷی و متقاطع ضرب ۴ ،

کنیم. مͬ شروع دهͽان رقم از را کار این مجددا و کنیم
مͬ جدولͬ در رقم به رقم عمودی صورت به را دوم عدد و افقͬ صورت به را اول عدد روش این در : جدولͬ روش
را آن موازی پایین و بالا قطرهای و موجود ماتریس فرعͬ قطر کنیم، مͬ ضرب هم در دو به دو را اعداد نویسیم.
و راست از ابتدا رقم پایین قطر اولین کنید. جمع باهم را پایین و راست سمت از قطرها اعداد کنیم. مͬ مشخص

کنند. مͬ مشخص را بعدی های رقم بعدی قطرهای اعداد جمع
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ر ددر عصر انفجار دانش، عدم قطعیت، تحولات سریع در آموزش و فناوری و در نتیجه تغییر نقش ریاضیات  چکیده:

دیگر  روزمره و با توجه به اینکه ریاضیات ابزار قدرتمند و نیروی محرکه صنعتی شدن عصر مدرن امروز است، زندگی

های برای تدریس به کار آموزان در تدریس ریاضی نیست. باید روشهای تدریس سنتی جوابگوی نیازهای دانشروش

محور ه تکلیفها تدریس مرحله به مرحلیکی از این روش آموز خود مستقیماً درگیر امر یادگیری شود.گرفته شوند که دانش

ین اکند. هدف از های واقعی تأکید میمشترک اهداف آموزشی و فعالیتاست، که نوعی روش ارتباطی است که بر فصل

ز رانگیبآموزان سخت و چالشپژوهش ارائه مدلی برای یادگیری مباحثی از دروس ریاضی است که یادگیری آن برای دانش

کالیف هدفدار تمرحله با به شود و یادگیری به صورت مرحله آموز خود مستقیماً درگیر یادگیری میاست. در این مدل دانش

ادگیری را از سازی، اجرا و بازاندیشی است و یک فرآیند کامل یگیرد. این مدل پیشنهادی شامل سه مرحله آمادهانجام می

وز، مرور و آمسازی دانشگیرد. مرحله اول شامل آمادهها در بر میأمل بر آموختهسازی دانش قبلی تا تعمیق و تفعال

ستقل و پشتیبانی های هدایت شده و مبازیابی مفاهیم پایه و تعیین اهداف است. در مرحله دوم ارائه درس جدید، تکمیل تکلیف

ی و اصلاح بندی، ارزیابتکلیف، تأمل و جمعو بازخورد فوری برای اصلاح یادگیری است. مرحله سوم شامل بازاندیشی بر 

یر گر و مشوق تغیدهنده صرف اطلاعات، به تسهیلو ارتباط با آینده و گسترش است. در این روش نقش معلم از انتقال

 یابد.می
 محور، مرحله به مرحله، مدل مفهومیروش تدریس ریاضی، تکلیف کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
ام دهد، چرا با شرایط و نیاز فراگیران و جامعه نباشد قادر نخواهند بود رسالت خویش را انج های تدریس اگر متناسبروش

های که آموزش و پرورش با مسائل و مشکلاتی گوناگون و پرفراز و نشیب مواجه است که برای حل آن نیاز به انسان

هایی انقطعی و اجتناب ناپدیر است، انس های هنرمند و شایسته یک ضرورتفرهیخته و هنرمند دارد و تربیت این انسان

رده های حل مسأله را متناسب انتخاب ککه قادر باشند "به جای پاک کردن صورت مسأله" و "طرد و حذف مشکل"، روش

 .(1388نژاد،  )خداداد و بهینه نمایند

ای از مفاهیم موزش پارهنتقال و آا ها نیست، بلكه رشد، پرورش،ای از مهارتآموزش ریاضیات تنها آموزش مجموعه

در صورت آموزش صحیح ریاضی، فراگیران با آموختن این علم، هم قدرت تفكر منطقی خود را  باشد.ریاضیاتی نیز می

های هت در دورای برای موفقیشوند و مقدمهكنند و هم نسبت به رفع نیازهای زندگی روزمره خود تواناتر میتقویت می

 .(1388ساسی،  )چراتی شودبعدی محسوب می

های متداول از روش های مداومکارگیری این الگوها و استفادهآشنایی معلمان با الگوهای نوین تدریس و ناتوانی آنها در بهنا

بل آموزش غیر فعال صدمات جبران ناپذیری به پیکر نظام آموزشی وارد خواهد نمود. هدف هر آموزش یادگیری است، اما ق

ر شرایط ها و انتخاب و ترتیب مواد آموزشی دبینی روشطراحی شوند، زیرا طراحی آموزشی، پیش مطالب مورد نظر باید

 (.1391خاص به منظور رسیدن به نتایج یادگیری بسیار مؤثر است )احمدیان چامشی و همکاران، 

                                                           
 نويسنده مسئول . 1

 همکارنويسنده  . 2
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معنادار، از طریق محور نوعی روش تدریس ارتباطی است که در آن به یادگیری ( معتقد است، روش تکلیف2000مورفی )

شود که مبنای محور به رویکردی اطلاق میرویکرد تکلیف شود.آموز محور تأکید میانجام تکلیف در محیطی کاملاً دانش

ریزی و آموزش زبان است؛ بنابراین، در این رویکرد، یادگیری و آموزش، هر دو بر مبنای آن محوریت تکالیف در برنامه

محور را به سازی یک برنامۀ تکلیف( سه مرحلۀ پیاده2007شوند. ویلیس و ویلیس )وار میتکالیف و تکمیل تکلیف است

 (.1390مرحلۀ پس تکلیف )صحرایی و میدانی،  -3مرحلۀ چرخۀ تکلیف  -2مرحلۀ پیش تکلیف  -1اند: صورت زیر آورده

حور و معرفی آن به عنوان م(، بررسی جوانب مختلف رویکرد آموزشی تکلیف1390هدف پژوهش صحرایی و میدانی )

به رویکردی « رویکرد تکلیف محور»آموزان است. در این پژوهش روش نوین آموزشی برای تقویت درک مطلب فارسی

ریزی و آموزش است. بنابراین در این رویکرد یادگیری، یادگیری شود که مبنای آن محوریت تکالیف در برنامهاطلاق می

 شوند. یف و تکمیل تکلیف استوار میو آموزش هر دو بر مبنای تکال

محور بر یادگیری درس ریاضی ( که با هدف بررسی تأثیر راهبرد آموزشی تکلیف1399پژوهش سبزه و موسوی فولادی )

آموزان در درس ریاضی مؤثر عمل کرده است. براساس است، نشان داد که روش تکلیف محور در پیشرفت تحصیلی دانش

آزمون وجود دارد. و همچنین به عنوان یک آزمون و پسداری بین میانگین نمرات پیشت معنیهای پژوهش، تفاویافته

هدف از این پژوهش ارائه مدلی برای یادگیری مباحثی از دروس ریاضی است  راهبرد آموزشی مؤثر معرفی شده است.

شود وز خود مستقیماً درگیر یادگیری میآمبرانگیز است. در این مدل دانشآموزان سخت و چالشکه یادگیری آن برای دانش

سازی، گیرد. این مدل پیشنهادی شامل سه مرحله آمادهمرحله با تکالیف هدفدار انجام میبه و یادگیری به صورت مرحله 

. گیردها در بر میسازی دانش قبلی تا تعمیق و تأمل بر آموختهاجرا و بازاندیشی است و یک فرآیند کامل یادگیری را از فعال

 در پایان مدل مفهومی برای این روش تدریس ارائه شده است.

 یاصل یج. نتا۲
 محورتدریس تکلیف . 1-۲

آموزان انجام داد به این نتیجه رسید که بسیاری از در یکی از تحقیقاتی که مکینتاش در خصوص حل مسئله ریاضیات دانش

ای به صورت "یک کنند به عنوان مثال وقتی مسئلهمسئله توجه می آموزان به جای توجه به ساختارهای مسئله به قالبدانش

آموز تومان فروخت، بقال چقدر سود کرده است؟" را به دانش 3تومان خرید و به قیمت  2کیلو سیب را با قیمت  10بقال 

آموز فروش تغییر دهیم دانش گیرد اما در امتحان اگر همین مسئله را از بقال به پارچهآموز حل آن را یاد میدهیم و دانشمی

آموز را به سمت توجه به ساختارهای مسئله ای است که دانشهای آموزشی ما بگونهاز حل آن عاجز است. بنابراین روش

آموزان های نوین و بدیل آموزشی به دانشدهد که این از اشکالات اساسی نظام آموزشی است. در نتیجه ارائه روشسوق نمی

 (.1399یاضیات بسیار مؤثر خواهد بود )امیرمحمد مومنی کوهستانی، در خصوص درس ر

محور به طور قابل توجهی در سراسر جهان گسترش یافته است. از آنجاییکه این روش بر مشارکت و روش تدریس تکلیف

وزش مورد استفاده های آمدهد، در بسیاری از کلاسارتباط تعاملی بین فراگیران تأکید دارد و به تجارب آنها اهمیت می

( که در مدرسۀ بنگلور، 1987محور در روزهای آغازین خود توسط محققانی چون پرابهو )گیرد. تدریس تکلیفقرار می

کرد به کار بسته شد، ]تحقق[ این موضوع نیازمند آن است که معلم از ساختارگرایی محض فاصله در جنوب هند فعالیت می

های اصیلی که بازتابندۀ دنیای واقعی هستند تشویق کند و تنها زمانی که به انجام فعالیتگیرد و به جای آن فراگیران را 

محور، توانش ارتباط و ها به اتمام رسیدن به اصلاح و بازبینی آنها بپردازد. در واقع، با استفاده از روش تکلیففعالیت

 (.1390میدانی،  شود )صحرایی وآموزان بیش از هر چیز دیگر تقویت میمشارکتی دانش

باشد که تأکید آن بر یادگیری معنادار از طریق انجام تکلیف در بافتی کاملاً محور نوعی روش تدریس میروش تکلیف

دانشجو محور )یادگیرنده محور( است، در این روش، تکلیف اساس تدوین سرفصل آموزشی و همچنین تکلیف اساس تهیه 

محور در فرآیند یاددهی و یادگیری، فراگیران س درس است. در آموزش تکلیفو تدوین مطالب آموزشی و تدریس در کلا

فرصت تجزیه و تحلیل، مکاشفه، حل مسأله، نوآوری و تفکر انتقادی و خلاقانه خواهند داشت. از آنجا که تکلیف و چگونگی 

سب و هم چگونگی انجام آنها در آید، هم انتخاب تکالیف منامحور به حساب میترین بخش روش تکلیفانجام آن با اهمیت

گیرد که بدین ترتیب دغدغه آنچه که دانشجویان یاد خواهند گرفت جای خود را به ریزی درسی مورد تأکید قرار میبرنامه

 (.1395رایگانی و دیناروند، دهد )ویسیچگونه دانشجویان یاد خواهند گرفت، می

الیف به عنوان مبنائی برای طراحی برنامۀ درسی مورد توجه عام قرار پردازی و تحقیق دربارۀ تکدر سالهای اخیر نظریه

های محور رویکردی از روش ارتباطی است که بر فصل مشترک بین اهداف آموزشی و فعالیتگرفته است. رویکرد تکلیف

 کند.واقعی تأکید می

 لیف است.تکلیف، در حین تکلیف و پس از تکهای کلاسی شامل سه مرحلۀ پیشانجام فعالیت

آموزان در مورد موضوع تکلیف صحبت و تبادل نظر کرده و مفاهیم اساسی تکلیف: معلم به همراه دانشمرحلۀ پیش -1

 دهد.تکلیف موردنظر را توضیح می

 سازی گزارش و ارائه گزارش است.مرحلۀ در حین تکلیف: این مرحله شامل فرآیندهای انجام تکلیف، آماده -2
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آموزان به عناصر اصلی کلیف )تمرکز بر عناصر اصلی درس(: در این مرحله با کمک معلم توجه دانشمرحلۀ پس از ت -3

 (.1399شود )سبزه و موسوی فولادی، گردد و دربارۀ این عناصر از سوی معلم توضیحاتی ارئه میدرس معطوف می

محور هستند. ز ارکان اصلی تدریس تکلیفهای تعاملی و گروهی، اهای اصیل و وظایف دنیای واقعی، درکنار روشفعالیت

فرآیند  -4تمرکز متعادل بر معنا و ساختار  -3تعامل  -2ها اصالت و بافتارمند بودن فعالیت -1محور: شش مؤلفه تکلیف

 (.1400ملک و آقامحمدی،  خود تأملی و ارزیابی است )حاج -6فراگیر محور بودن  -5محور بودن 

بندی، وصل کردن، مقایسه، حل و بر حسب موضوع عبارتند از: فهرست کردن، ترتیب و طبقه ها از ساده به مشکلتکلیف

 (.1390ها و تکالیف خلاقانه )صحرایی و میدانی، مسأله، بیان تجربه شخصی و پروژه
 محورای و تکلیفتدریس به روش تلفیقی چند مرحله. ۲-۲

آموزان برای مراحل بعدی و مرور مفاهیم سازی دانشاین مرحله، مرحله آماده :سازی(سازی و فعال)آماده مرحله اولالف( 

نیاز هستند. قبل از های درس و ارائه تکالیف که به صورت پیشآموزان با موضوع و هدفپایه است. آشنا کردن دانش

اند. با بیان کاربردهای عملی آموزان مفاهیم پیشین مرتبط را به خوبی درک کردهشروع مبحث جدید، مطمئن شوید که دانش

های های واقعی، معماها یا بازیتوانید از مثالآموزان ایجاد کنید. میو جذاب مبحث جدید، انگیزه یادگیری را در دانش

آموزان بگویید که در پایان این درس چه چیزهایی را یاد خواهند گرفت و قادر به انجام چه مرتبط استفاده کنید. به دانش

شده شروع کنید. چند سوال به عنوان تکلیف داده تا آمادگی لازم برای شروع با تکالیف ساده و هدایت ی خواهند بود.کارهای

 باشد:های این مرحله به صورت زیر میزیرشاخه شود.آموزان ایجاد درس برای دانش

جلب توجه و ایجاد کنجکاوی آموزان: شروع درس با یک فعالیت جذاب یا پرسش چالشی برای . آماده سازی دانش1-1

 )مثلاً یک داستان کوتاه یا یک کلیپ مرتبط(.

ای که برای درک درس جدید حیاتی هستند. این های پایه. مرور و بازیابی مفاهیم پایه: مرور سریع مفاهیم و مهارت1-2

 های کوتاه یا بحث گروهی انجام شود.تواند از طریق پرسش و پاسخ، آزمونککار می

آموزان تا بدانند دقیقاً چه تعیین اهداف درس: روشن کردن اهداف یادگیری مورد انتظار در پایان جلسه برای دانش. 1-3

 چیزی را باید بیاموزند.

ها و ارائه درس اصلی است. به تدریج تکالیف هدف این مرحله تکمیل تکلیف (:اجرا، تکمیل تکلیف و ارائه) ب( مرحله دوم

های زیرشاخه آموزان باید خودشان مراحل حل مسئله را تعیین و اجرا کنند.. در این تکالیف، دانشمستقل را افزایش دهید

 باشد:این مرحله به صورت زیر می

های متنوع )سخنرانی، نمایش، استفاده از . ارائه درس جدید: آموزش محتوای جدید توسط معلم با استفاده از روش2-1

 یتال(. تأکید بر وضوح و ارتباط مفاهیم جدید با دانش قبلی.آموزشی، ابزارهای دیجوسایل کمک

آموزان تکالیف را تحت نظارت و با راهنمایی شده: دانشهای مشترک و کنترلشده: تمرینهای هدایت. تکمیل تکلیف2-2

 ”(.دهیمبا هم انجام می)“دهند مستقیم معلم یا به صورت جفت/ گروهی کوچک انجام می

پردازند )کار آموزان به صورت فردی به تکمیل تکالیف میکننده: دانشهای تثبیتهای مستقل: تمرینف. تکمیل تکلی2-3

 ”(.دهیدشما انجام می)“در کلاس یا تکلیف شب( تا میزان تسلط خود بر محتوای جدید را محک بزنند 

به سرعت بازخوردهای کوچک و  زند و. پشتیبانی و بازخورد فوری: معلم حین انجام تکالیف، در کلاس قدم می2-۴

 دهد.اصلاحی ارائه می

آموزان در این مرحله یک بازاندیشی و تأمل کلی بر تکلیف خواهند داشت. دانش (:بازاندیشی و تأمل کلی) پ( مرحله سوم

ند. به معلم برهای خود پی میکنند و به اشتباهات و بدفهمیاند، مرور میآنچه در مراحل قبل به صورت تکلیف انجام داده

آموزان را تشویق کنید تا مراحل دهند. تعداد زیادی مثال و تمرین با سطوح دشواری مختلف ارائه دهید. دانشبازخورد می

آموزان کمک کنید تا اشتباهات رایج را شناسایی و را به صورت شفاهی توضیح دهند تا درک خود را تقویت کنند. به دانش

آموزان را تشویق کنید که خودشان اشتباهاتشان را پیدا کنند. تکالیف ی دادن جواب مستقیم، دانشبه جا از آنها اجتناب کنند.

 های لازم را ارائه دهید.جمعی در کلاس بررسی کنید و روی اشتباهات رایج تمرکز کنید و راهنماییرا به صورت دسته

ای از آموزان بخواهید که خلاصهبیان کنید. از دانش ترین نکات و مفاهیم ارائه شده راای از مهمدر پایان درس، خلاصه

های کلاسی، میزان یادگیری آنها ها، تکالیف و فعالیتها، پرسشدرس را به زبان خودشان بیان کنند. با استفاده از آزمون

توانید از ند. میآموزانی که در یادگیری مشکل دارند، کمک کنید تا اشکالات خود را برطرف کنرا ارزیابی کنید. به دانش

آموزان ارائه دهید های اضافی استفاده کنید و در پایان تکالیفی را به دانشهای مطالعه و تمرینهای مختلفی مانند گروهروش

 باشد:های این مرحله به صورت زیر میزیرشاخه تر و کاربرد مفاهیم آموخته شده تشویق کنید.ها را به تفکر عمیقکه آن

کنند. )مثلاً: هایی که با آن مواجه شدند، تأمل میان بر نحوه انجام تکالیف و چالشزآموی بر تکلیف: دانش. بازاندیش3-1

 ترین قسمت انجام این تکلیف چه بود و چگونه آن را حل کردم؟""سخت

تن ژورنال تواند شامل نوشبحث در مورد چرایی و چگونگی یادگیری مفاهیم. این بخش می بندی کلی:. تأمل و جمع3-2

 های کلاس محور باشد.یادگیری، نقشه مفهومی یا بحث
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یابند تا آموزان فرصت میآوری تکالیف و ارائه بازخورد سازنده و جامع توسط معلم. دانش. ارزیابی و اصلاح: جمع3-3

 ها را اصلاح کنند.اشتباهات خود را درک کرده و آن

های کند تا مفاهیم آموخته شده را به دروس بعدی یا به موقعیتآموزان کمک می. ارتباط با آینده و گسترش: معلم به دانش3-۴

 تر و پایدارتری ایجاد شود.واقعی زندگی مرتبط سازند تا درک عمیق

 محور مدل مفهومی روش تدریس مرحله به مرحله تکلیف. ۳
( با تدریس مرحله به مرحله 1390میدانی )ای صحرایی و ، ترکیب الگوی سه مرحلهمدل تدریس ارائه شده در این مقاله

 است. در شکل زیر مدل مفهومی این روش تدریس آمده است.

 

 گیرییجه. نت۴
های قبلی و خطاها مربوط به پیش دانسته آموزان در حل برخی مباحث ریاضی، بدفهمی و اشتباهاتعملکرد ضعیف دانش

آموز مرحله به مرحله برای یادگیری این مباحث ارائه شود که دانش طلبد که مدلیو اشتباهات محاسباتی در این مباحث می

روش تدریس  د.خود را بهبود ببخش و با انجام تکالیف هدفدار، بدفهمی و اشتباهات خود را تصحیح کرده و کیفیت یادگیری

 کند.کمک می ی آنهاو پیشرفت تحصیل آموزانمحور تا حد زیادی به رفع مشکلات یادگیری دانشتکلیفمرحله به مرحله 

 منابع
محور مریل بر یادگیری و یادداری درس علوم تجربی، س. احمدیان چاشمی، تأثیر الگوی راهبرد آموزشی تکلیف -1

 .1391، 1، 1-8فصلنامه مهندسی آموزشی، شماره 

آموزان سال های مبتنی بر استانداردهای آموزشی بر عملکرد ریاضی دانشو. چراتی ساسی، بررسی اثربخشی فعالیت -2

سوم راهنمایی شهرستان بابل، ، پایان نامه کارشناسی ارشد، دانشکده علوم پایه دانشگاه تربیت دبیر شهید رجائی، شماره 

102-1 ،1388. 

اندازها، ها و چشممحور در آموزش ترجمه: چالشکارگیری روش تدریس تکلیفمدی، بهملک و ج. آقامحم. حاج -3

 .1400، 6، 99-129المللی جستارهای زبانی، شماره دوماهنامۀ بین

آموزان پایه پنجم ابتدایی ع. خدادادنژاد، تأثیر روش تدریس همیاری بر نگرش و پیشرفت تحصیلی درس ریاضی دانش -4

 .1388، 1، 73-93های تازه در علوم تربیتی، شماره چساران، فصلنامه اندیشهشهرستان گ

آموزان پایۀ دوم محور بر یادگیری درس ریاضی دانشب. سبزه و ف. موسوی فولادی، تاثیر راهبرد آموزشی تکلیف -5

 .1399، 1325-1340ابتدایی، پنجمین همایش ملی تربیت معلم، شماره 

آموزی، فصلنامه زبان و محور؛ رویکردی نوین برای تقویت فارسیو ف. میدانی، برنامه درسی تکلیف ر. صحرایی -6

 .1390، 47، 161-180ادب پارسی، شماره 

ارائه مدل تدریس هدفمند ریاضیات بر مبنای تکالیف مهارت محور و نظریه ون هیلی در تفکر ، مومنی کوهستانی .ا -7

 .1399، 1-10شماره  ،های نوین در علوم انسانی ایرانکنفرانس علمی رهیافتپنجمین ، هندسی

مندی دانشجویان پزشکی محور بر پیشرفت تحصیلی و رضایترایگانی و غ. دیناروند، تأثیر آموزش تکلیفا. ویسی -8

 .1395، 7، 275-281ره دانشگاه علوم پزشکی کرمانشاه، فصلنامۀ مرکز مطالعات و توسعۀ آموزش علوم پزشکی، شما
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رشته بررسی اثربخشی یادگیری فعال در دانشجویان 
 ریاضیات و کاربردها

1ساناز ریواز  ac.irnit@srivaz.صنعتی نوشیروانی بابل،  ، دانشگاه دانشکده علوم پایه ،ریاضی گروه یعلمئتیهعضو  ،

و  اتیاضیرشته ر یکلاس درس تخصص کیفعال در  یریادگیروش  یسازادهیپ ریتأث یابیمقاله به ارز نیا چکیده:
 ،یرسد میبه ارتقاء درک مفاه کردیرو نیکمک ا زانیپژوهش، سنجش م ی. هدف اصلپردازدیکاربردها در دانشگاه م

اد به اعتم تیمسائل و تقو لیتحل یینابهبود توا ان،یمشارکت دانشجو زهیانگ شیافزا ده،یچیمباحث پ یساز شفاف
 انیشامل هفت سوال از دانشجو یاترم، پرسشنامه یراستا در انتها نیاست. در ا یها در حل مسائل درسنفس آن

درک  قیبه تعم یال به طور معنادارفع یریادگیها به وضوح نشان داد که داده لیتحل جیشد. نتا یآورکلاس جمع
 زهیروش توانسته است انگ نیا ن،یکمک کرده است. همچن انیدانشجو دگاهیاز د ثو روشن شدن مباح میمفاه

متنوع را بهبود  یهاحلاهمسائل و ارائه ر لیها در تحلآن ییداده، توانا شیمشارکت در کلاس را افزا یبرا انیدانشجو
مسئله و  یلیتحل یهادر رشته ژهیبه و ،یآموزش عال تیفیفعال را در بهبود ک یریادگی یبخش اثر ها، افتهی نیبخشد. ا

 .کندیم دییتأ ات،یاضیمانند ر محور

 له، رشته ریاضیات و کاربردهامشارکت دانشجو، حل مسئ فعال، یادگیری  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
های آموزش عالی بیش از پیش با این چالش مواجه هستند در فضای آموزشی پویا و پیچیده قرن بیست و یکم، نظام

های تفکر انتقادی، حل ونه دانشجویانی را تربیت کنند که نه تنها دارای دانش نظری عمیق باشند، بلکه مهارتکه چگ
های تدریس سنتی مبتنی بر سخنرانی از روش رویکردمسئله، همکاری و نوآوری را نیز دارا باشند. این نیاز منجر به تغییر 

به عنوان یک استراتژی آموزشی فعال یادگیری  محور شده است. در این میان،-صرف به سمت رویکردهای دانشجو
آموزشی  یفعالیت ،. یادگیری فعال[1شود ]مطرح می که بر درگیر شدن فعال دانشجویان در فرآیند یادگیری تأکید دارد،

و درباره آنچه انجام  سازد تا کاری انجام دهندها را ملزم میکند و آنیان را در فرآیند یادگیری درگیر میکه دانشجو است
که نیاز به درک عمیق، کاربرد  های علوم، فناوری، مهندسی و ریاضیاتدهند فکر کنند. این رویکرد به ویژه در حوزهمی

رشته ریاضیات و کاربردها، به دلیل [. 2] الایی برخوردار استعملی مفاهیم و حل مسائل پیچیده دارند، از اهمیت ب
مراتبی دانش و نیاز مبرم به استدلال منطقی، اثبات و توانایی حل مسائل ماهیت انتزاعی مفاهیم، ساختار سلسله

 شود. درک عمیقهای یادگیری فعال محسوب میسازی و ارزیابی اثربخشی روشپیچیده، بستر مناسبی برای پیاده

                                                             
 ساناز ریواز 1
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اند که روش سخنرانی صرف، غالباً ها است. بسیاری از اساتید ریاضی دریافتهمفاهیم ریاضی نیازمند تعامل مداوم با آن
پژوهش حاضر با هدف بررسی [. 4-3] های تفکر سطح بالاتر و توانایی حل مسئله کافی نیستبرای توسعه مهارت

شگاهی در رشته ریاضیات و کاربردها انجام شد. این اثربخشی اجرای روش یادگیری فعال در یک کلاس درس دان
تواند به درک بهتر مفاهیم، روشن شدن مطالعه به دنبال پاسخ به این سوالات کلیدی بود که یادگیری فعال تا چه حد می

ه مباحث، افزایش انگیزه مشارکت، بهبود توانایی تحلیل و حل مسئله، و تقویت اعتماد به نفس دانشجویان در مواجه
رود نتایج حاصل از این پژوهش، شواهد تجربی بیشتری در حمایت از های ریاضی کمک کند. انتظار میبا چالش

ریزان آموزشی در های عملی برای اساتید و برنامهرویکردهای یادگیری فعال در آموزش عالی فراهم آورده و راهنمایی
 ارائه دهد. های تحلیلی،جهت ارتقاء کیفیت تدریس، به ویژه در رشته

 

 یاصل یج. نتا۲
 محیط با تعامل و تجربه طریق از و یادگیرنده خود توسط دانش باورند این بر که دارد ییهانظریه یادگیری فعال ریشه در

. این بدان معناست که دانشجویان برای درک واقعی مفاهیم گردد منتقل او به بیرون از صرفاً اینکه نه شود،می ساخته
یادگیری  ها درگیر شوند و دانش را در ساختارهای شناختی خود جای دهند.ها، باید فعالانه با آنحفظ آنو نه صرفاً 

دهد که کمی دهد که دانشجو با همکاری همسالان خود یا راهنمایی استاد، وظایفی را انجام میمؤثر زمانی رخ می
برای مذاکره بر سر معنا، توسعه مشترک دانش و هایی فراتر از توانایی فعلی اوست. این تعاملات اجتماعی فرصت

های گروهی، حل مسئله مشارکتی و کار تیمی، همگی نمودهای آورد. از این رو، بحثها را فراهم میسازی مهارتدرونی
های شناختی سطح بالا عملی این نظریه در کلاس درس یادگیری فعال هستند. یادگیری فعال نه تنها به توسعه مهارت

های عاطفی )مانند افزایش انگیزه های اجتماعی )مانند همکاری و ارتباط مؤثر( و مهارتکند، بلکه مهارتمیکمک 
کنند. به عنوان شواهد تجربی گسترده نیز اثربخشی یادگیری فعال را تأیید می د.نمایو اعتماد به نفس( را نیز تقویت می

و ریاضیات نشان داد که یادگیری فعال به طور معناداری  های علوم، مهندسیجامع  در کلاس بررسی، یک نمونه
که از سبک آموزش سنتی ی یهابخشد و نرخ مردودی را در مقایسه با کلاسعملکرد امتحانی دانشجویان را بهبود می

در پژوهش حاضر، روش یادگیری فعال در یک کلاس درس شامل دانشجویان . دهدبه شدت کاهش میگیرند بهره می
با هدف  اجرای این روشسازی شد. یاضیات و کاربردها در دانشگاه  در طول یک ترم تحصیلی پیادهرشته ر

به ها، صورت گرفت. حداکثرسازی مشارکت دانشجویان در فرآیند یادگیری و تسهیل ساخت دانش توسط خود آن
 شود.دامه اشاره میدر اهای کلیدی که در طول ترم به صورت منظم و هدفمند اجرا شدند، فعالیتبرخی از

 های بحث به کلاس زمان از توجهی قابل بخش طرفه،یک و طولانی هایسخنرانی جای به های کلاسی تعاملی:بحث
 حل مسائلهای های چند نفره به بحث پیرامون مفاهیم دشوار، روشتعاملی اختصاص داده شد. دانشجویان در گروه

های متفاوت ها شامل تشریک مساعی برای درک بهتر مباحث و تبادل دیدگاهپرداختند. این بحثو تفسیر نتایج می
های ها، و ارائه بازخورد سازنده بود تا دانشجویان بتوانند ایدهگری، هدایت بحثبود. نقش استاد در این بخش، تسهیل

 بیاموزند.  دیگرمخود را به اشتراک بگذارند، سوال بپرسند، و از ه
 :به دانشجویان. شد هدایت مسئله حل فرآیند طریق از کلاس در فعال یادگیری از ایعمده بخش حل مسئله مشارکتی 

بجای انتقال مستقیم  پرداختند. استاد در این فرآیندبه حل مسائل مختلف درس در کلاس می یا گروهی ت فردیصور
، به ها و تشویق به تفکر مستقلبا طرح سوالات راهنما، ارائه سرنخواقع  . درکردنقش راهنما را ایفا می راه حل،

به تعمیق  شد کههای بسیاری داده میدانشجو کمک شد. همچنین به دانشجویان برای یافتن مسائل مختلف فرصت
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وسط دانشجو حل مسائل تلازم به ذکر است که کرد. کمک شایانی می رها از کاربردهای مفاهیم و تقویت تفکدرک آن
 .مطرح شدنیز از دیدگاه خود دانشجویان  ی موثرهاروش به عنوان یکی از

 :های کوچک و مکرر در طول و ارائه بازخورد به موقع، ارزیابی دانشجویان فعال درگیری حفظ منظور به ارزیابی مستمر
ود. بازخورد فوری به دانشجویان های کلاسی بها شامل حل مسئله در کلاس و تمرینشد. این ارزیابیترم انجام می

کرد تا نقاط قوت و ضعف خود را شناسایی کرده، مسیر یادگیری خود را تنظیم کنند و فرآیند تفکر خود را کمک می
 .های مؤثر از سوی دانشجویان ذکر شده استنیز به عنوان یکی از روش بازبینی نمایند. ارزیابی مستمر در طول ترم

  رویکردهای متفاوتی  واحد، مسئله یک برای تا شدند تشویق مداوم طور به دانشجویان های متنوع:حلراهتشویق به ارائه
ها را با یکدیگر مقایسه و تحلیل کنند. این فعالیت نه تنها به تقویت تفکر خلاق و را برای حل ارائه دهند و سپس آن

های مختلف مواجهه با آن را در هیت مسئله و روشتری از ماکرد، بلکه درک عمیقپذیر کمک میاستدلال انعطاف
 داد. دانشجویان پرورش می

 :نیز صورت  در کنار حل مسائل توسط دانشجویان، حل مسائل توسط استاد نقش تعاملی استاد و دانشجو در حل مسئله
شجویان آموزش داده کرد تا الگوهای تفکر حل مسئله به دانسازی را ایفا میاین بخش بیشتر نقش یک مدل. گرفتمی

 ها را برای حل مستقل مسائل آماده کند.شود و آن

در پایان ترم تحصیلی، به منظور ارزیابی اثربخشی روش یادگیری فعال از دیدگاه خود دانشجویان، یک پرسشنامه 
طراحی  ایکننده در کلاس توزیع شد. سوالات به گونهشرکت دانشجویاناستاندارد شامل هفت سوال طراحی و بین 

های دانشجویان را مورد سنجش ها و نگرششده بودند که ابعاد مختلف تأثیر یادگیری فعال بر فرآیند یادگیری، مهارت
ها برای شش سوال اول از نوع لیکرت بود )بسیار زیاد، زیاد، متوسط، کم، بسیار کم(، در قرار دهند. مقیاس پاسخ

های موجود سازی شده را از میان گزینههای پیادهد تا موثرترین روشحالی که سوال هفتم از دانشجویان خواسته بو
 :به شرح زیر است هانتایج حاصل از تحلیل پرسشنامه انتخاب کنند.

 رویکرداز دانشجویان اظهار داشتند که  %۶۸نامه، پرسش اول سوال به پاسخ در سازی مباحث:درک مفاهیم و شفاف 
های سوال دوم نیز همسو . این نتایج با یافتهت"زیاد" کمک کرده اس %23ار زیاد" و یادگیری فعال به درک مفاهیم "بسی

 ."زیاد" مؤثر دانستند %3۶دانشجویان، این شیوه تدریس را در روشن کردن مباحث "بسیار زیاد" و  %۵۵است که در آن 
تر و ی ریاضی به ساختارهای قابل فهمدهنده توانایی یادگیری فعال در تبدیل مفاهیم انتزاعها به وضوح نشاناین داده

 قابل کاربردتر برای دانشجویان است.
 :از %3۶. پرداختمی کلاس در مشاااارکت انگیزه افزایش میزان بررسااای به ساااوم ساااوال افزایش انگیزه مشاااارکت 

سیار" گزینه دانشجویان . این یافته بیانگر آن است که درگیر شدن فعال در کردند انتخاب را" زیاد" گزینه %32 و" زیاد ب
 دهد. های کلاسی را افزایش میها به حضور فعال در فعالیتفرآیند یادگیری، میل آن

 :بسیار زیاد" این  %23دانشجویان "زیاد" و  %۵۹نشان داد که  چهارم سوال نتایج بهبود توانایی تحلیل و حل مسئله"
 %23دانشجویان گزارش دادند که فعالیت کلاسی "زیاد" و  %۵۹مچنین، در سوال ششم، ه .اندتأثیر را تجربه کرده

 .های مختلف برای یک مسئله کمک کرده استحلها در ارائه راه"بسیار زیاد" به آن
 :حل در" زیاد" %41 و" زیاد بسیار" دانشجویان %3۶ که بود آن از حاکی پنجم سوال به پاسخ تقویت اعتماد به نفس 

. افزایش اعتماد به نفس، عاملی حیاتی در موفقیت تحصیلی و حتی اندکرده پیدا بیشتری نفس به اعتماد درس ائلمس
تر برخورد کرده و از اشتباهات خود درس ها جسورانهسازد تا با چالشای است، زیرا دانشجویان را قادر میحرفه

های ذهنی و که ممکن است برخی دانشجویان در ابتدا با چالشهایی مانند ریاضیات بگیرند. این امر به ویژه در رشته
 استرسی درگیر شوند، حائز اهمیت فراوان است.
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 بیشترین %33 با" مختلف مسائل حل" که داد نشان هفتم سوال تحلیل و تجزیه ها از دیدگاه دانشجویان:موثرترین روش 
سائل توسط دانشجو" نیز م حل. "دارد قرار %1۹ با" کلاسی هایبحث" آن از پس و است، داشته اثربخشی در را سهم
های عملی دهد که دانشجویان بیشتر با فعالیتها به وضوح نشان میرا به خود اختصاص داد. این داده نتایجاز  1۵%

 کنند. دهد، ارتباط برقرار میها امکان کاربرد مستقیم دانش و تعامل با همتایان را میو تعاملی که به آن
 

 گیرییجهنت. ۴

 ریاضیات و کاربردهارشته های مختلف یادگیری دانشجویان اثربخشی یادگیری فعال در بهبود جنبه تحقیقهای این یافته
برای حمایت از گسترش و تعمیق استفاده از یادگیری فعال در آموزش  ناسبیاین مطالعه شواهد م .دهدرا نشان می

دهد. لازم به ذکر است که حجم نمونه محدود یک های تحلیلی مانند ریاضیات، ارائه میعالی، به ویژه در رشته
بررسی تربه توانند با حجم نمونه بزرگشود. مطالعات آتی میمحدودیت برای تعمیم نتایج این پژوهش محسوب می

تر ابعاد مختلف تأثیر یادگیری فعال بپردازند. ترویج و پشتیبانی از این رویکردها در سطح دانشگاهی تر و جامعدقیق
های التحصیلان توانمند، خلاق و با اعتماد به نفس منجر شود که آماده مواجهه با چالشتواند به تربیت نسلی از فارغمی

 پیچیده دنیای مدرن هستند. 
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ری و عملکرد ریاضی با نقش میانجی پژوهش حاضر با هدف بررسی رابطه راهبردهای خودتنظیمی یادگی چکیده:

ی و از آموزان مقطع ابتدایی انجام شد. این پژوهش از نظر هدف، کاربردکاری تحصیلی در بین دانشگری و اهمالتکانش

رمی در آموزان پایه ششم ابتدایی شهر گنظر شیوه اجرا، توصیفی از نوع همبستگی است. جامعه آماری شامل کلیه دانش

از  نفر گزارش شد. با استفاده 1,253بود که بر اساس آمار آموزش و پرورش، تعداد آنان  1۴۰3-1۴۰۴سال تحصیلی 

ای ندهای انتخاب شد تا نمایگیری تصادفی طبقهنفر از طریق روش نمونه 297ای به حجم جدول کرجسی و مورگان، نمونه

ه ابزارهای پژوهش شامل پرسشنام .ه دست آیدآموزان دختر و پسر در مدارس دولتی و غیردولتی بمتوازن از دانش

و   گری بارتکاری تحصیلی تاکمن، مقیاس تکانشمقیاس اهمال ، راهبردهای خودتنظیمی یادگیری پینتریچ و دی گروت

رجی تأیید ها در مطالعات داخلی و خاشده توسط معلمان پایه ششم بود که روایی و پایایی آنآزمون عملکرد ریاضی طراحی

خودتنظیمی  تحلیل شدند. نتایج نشان داد که راهبردهای Smart-PLS و SPSS-27 افزارهایها با استفاده از نرماست. دادهشده 

یانجی، معنوان متغیرهای کاری تحصیلی بهگری و اهمالهمچنین تکانش . با عملکرد ریاضی رابطه مثبت و معناداری دارند

ؤثر از مای که استفاده ی خودتنظیمی و عملکرد ریاضی ایفا کردند؛ به گونهنقش مهمی در تبیین رابطه میان راهبردها

کاری تحصیلی و در نتیجه ارتقای عملکرد ریاضی شد. مدل گری و اهمالراهبردهای خودتنظیمی موجب کاهش تکانش

ها بیانگر آن یافته.  های برازندگی آن در دامنه قابل قبول قرار گرفتندنهایی از برازش مطلوبی برخوردار بود و شاخص

های تواند نقش مهمی در بهبود عملکرد ریاضی و کاهش رفتارآموزان میهای خودتنظیمی در دانشاست که توسعه مهارت

کاری گری، اهمالراهبردهای خودتنظیمی یادگیری، عملکرد ریاضی، تکانش :هاکلیدواژهناسازگارانه تحصیلی داشته باشد. 

 .ابتداییآموزان تحصیلی، دانش

  یلیاهمال کاري تحص ،تکانشگري ،یاضیعملکرد ر ،یمیراهبردهاي خودتنظ کلمات کلیدی:

 . مقدمه1

ای ت ویژهآموزان به افرادی با توانایی خودتنظیمی و تفکر استراتژیک از اهمیدر فرآیند آموزش و پرورش، تبدیل دانش

کنند، قویت میدی و ارتباط میان مفاهیم ریاضی و سایر علوم را تهای تفکر انتقابرخوردار است. این افراد نه تنها مهارت

ت نمایند. به گیری از راهبردهای شناختی و فراشناختی قادرند فرایند یادگیری خود را به صورت هدفمند هدایبلکه با بهره

گیرند هده میی خود را به عکنند و مسئولیت پیشرفت تحصیلعبارتی، چنین یادگیرندگانی فعالانه در مسیر یادگیری شرکت می

ً به هوش و استعداد ذاتی محدود نمی .(1399)درخشان هوره،  شود، بلکه عوامل امروزه توانایی یادگیری افراد صرفا

های اخیر نشان کنند. پژوهشای در موفقیت تحصیلی ایفا میکنندهغیرذاتی مانند راهبردهای یادگیری نقش مهم و تعیین

ان، های تدریس معلمایی همچون استعداد تحصیلی، هوش معنوی، خودکارآمدی، انگیزش، و نیز روشاند که متغیرهداده

شی کشور آموزان دارند. بنابراین، توجه ویژه به این عوامل در نظام آموزتاثیر قابل توجهی بر عملکرد تحصیلی دانش

های کارگیری راهبردجر شود. در واقع، بهیادگیری و ارتقای عملکرد تحصیلی من-تواند به بهبود فرآیند یاددهیمی

دانند و به محور و فعال، موجب پرورش یادگیرندگانی مؤثرتر خواهد شد که خود را در یادگیری مسئول مییادگیرنده

 .(1398کنند )عبدالملکی، صورت فعالانه در آن مشارکت می
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اند، فرضیه آموزش خودتنظیمی است. این فرضیه دادههایی که پژوهشگران تحقیقات زیادی درباره آن انجام یکی از نظریه

بر این اساس شکل گرفته که فراگیران چگونه از دیدگاه باورهای فراشناختی، انگیزشی و رفتاری، یادگیری خود را 

 کنند؟ آموزش خودتنظیمی به معنای کنترل و مدیریت خودآگاهانه رفتارها و فرایندهای یادگیری به منظوردهی میسازمان

(. این نوع آموزش از دو مؤلفه اصلی تشکیل شده است: راهبردهای 2۰21رسیدن به اهداف متعدد آموزشی است )لموس، 

باشد. انگیزشی و راهبردهای آموزشی. راهبردهای آموزشی خود شامل دو بخش راهبردهای شناختی و فراشناختی می

عمیق )راهبردهای یادگیری سازگار( و یادگیری سطحی هایی مانند تکرار، یادگیری راهبردهای شناختی شامل تکنیک

علاوه بر راهبردهای شناختی، راهبردهای فراشناختی نیز  .(2۰22)راهبردهای یادگیری ناسازگار( است )لیم، لوآ و نی، 

مؤثر بر  متغیرهاییکی از  .(1398ریزی، نظارت و تنظیم فرایند یادگیری است )سیف، وجود دارند که به معنای برنامه

های شخصیتی و رفتاری مانند تکانشگری آموزان که در تحقیقات مختلف به آن توجه شده، ویژگیوضعیت تحصیلی دانش

گذارند و گیری و رفتار فرد تأثیر میشود که بر تصمیمشناختی گفته میای از فرایندهای روانتکانشگری به مجموعه. است

صبری اختیاری، بیتکانشگری معمولاً به رفتارهایی اشاره دارد که با عجله، بیگیری شخصیت دارند. نقش مهمی در شکل

(. با توجه به این موضوعات، پژوهش حاضر با هدف 2۰21و عدم توجه به عواقب آن همراه است )استریکلند و فضاها، 

ای که نقش گونهاست، به آموزان مقطع ابتدایی انجام شدهبررسی رابطه راهبردهای خودتنظیمی و عملکرد ریاضی دانش

این پژوهش از نظر هدف،  .کاری تحصیلی نیز در این رابطه مورد توجه قرار گرفته استمیانجی تکانشگری و اهمال

گری و کاربردی است، زیرا درصدد است روابط میان متغیرهای راهبردهای خودتنظیمی، عملکرد ریاضی، تکانش

زان مقطع ابتدایی بررسی کند. از نظر شیوه اجرا، این تحقیق توصیفی و از نوع آموکاری تحصیلی را در بین دانشاهمال

کاری تحصیلی مورد سنجش و گری و اهمالشود، زیرا رابطه بین متغیرها و نقش میانجی تکانشهمبستگی محسوب می

 پرسشنامهاطلاعات  ابزار گردآوری .گیرد، بدون آنکه پژوهشگر متغیرها را دستکاری یا کنترل کندتحلیل قرار می

است.  پرسشنامه تکانشگری باراتو  مقیاس اهمال کاری تاکمن ، گروت دی و پینتریچ خودتنظیمی یادگیری راهبردهای

ابتدایی شهر گرمی است. بر اساس آخرین آمار و  ششم آموزان مقطعجامعه آماری پژوهش حاضر شامل تمامی دانش

 باشد.نفر می 1,253آموزان این مقطع ل دانشاطلاعات آموزش و پرورش شهرستان، تعداد ک

ای ، تعداد نمونه مورد نیاز با استفاده از جدول کرجسی و گیری طبقهبا توجه به تعداد جامعه آماری پژوهش و روش نمونه

ای تا نماینده گردیدنفر انتخاب  297ای شامل نفری، نمونه 1,253مورگان تعیین شد. بر اساس این جدول، برای جامعه 

 ای استفاده شد.گیری تصادفی طبقهبه منظور تعیین حجم نمونه از روش نمونه مناسب از کل جامعه آماری باشد.

 تبیین مدل. ۲
 در این پژوهش به منظور بررسی روابط بین متغیرها، از روش تحلیل مسیر استفاده شد. 
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باشند. به طور نتایج حاصل از تحلیل مسیر نشان داد که ضرایب مسیرهای مستقیم میان متغیرها از نظر آماری معنادار می

برابر با  خودتنظیمی و تکانشگری، بین -243/۰برابر با  کاری تحصیلیخودتنظیمی و اهمالمشخص، ضریب مسیر بین 

کاری تحصیلی اهمالبه دست آمد. همچنین ضریب مسیر بین  2۰/۰برابر با  ریاضی خودتنظیمی و عملکردو بین  -34/۰

محاسبه شد. معناداری این  -178/۰برابر با  تکانشگری و عملکرد ریاضیو بین  -16۰/۰برابر با  و عملکرد ریاضی

شده مورد تأیید قرار آوریهای گرددهنده آن است که مدل پیشنهادی پژوهش براساس داده( نشان3-4مسیرها مطابق جدول )

کاری و تکانشگری بر عملکرد گیرد. به بیان دیگر، خودتنظیمی هم به صورت مستقیم و هم از طریق نقش میانجی اهمالمی

 .آموزان تأثیرگذار استریاضی دانش

 پارامترهای اندازه گیری روابط مستقیم متغیرها1جدول 

 مسیرها
برآورد 

 (βاستاندارد )

خطای 

 (SEمعیار)

نسبت بحرانی 

(CR) 

سطح معنی 

 (Pداری)

 ۰۰4/۰ 89/2 ۰7/۰ 2۰/۰ خود تنظیمی به عملکرد ریاضی

 ۰۰1/۰ 5۰/3 ۰7/۰ -24/۰ خود تنظیمی به اهمال کاری تحصیلی

 ۰۰1/۰ 93/4 ۰69/۰ -34/۰ خود تنظیمی به تکانشگری

 ۰۰3/۰ 97/2 ۰54/۰ -16/۰ اهمال کاری تحصیلی با عملکرد ریاضی

 ۰۰4/۰ 91/2 ۰61/۰ -178/۰ به عملکرد ریاضیتکانشگری 

به منظور بررسی روابط علّی بین متغیرهای پژوهش، از تحلیل مسیر استفاده شد. نتایج نشان داد که ضریب مسیر بین 

(. این یافته ۰۰4/۰داری به دست آمد )سطح معنی 2۰/۰معنادار بوده و مقدار آن برابر با  خودتنظیمی و عملکرد ریاضی

همچنین، بین  .یابدآموزان بالاتر باشد، عملکرد ریاضی آنان نیز بهبود میگر آن است که هر چه سطح خودتنظیمی دانشبیان

(. این نتیجه نشان ۰۰1/۰داری ، سطح معنی-24/۰رابطه منفی و معنادار مشاهده شد ) کاری تحصیلیخودتنظیمی و اهمال

خودتنظیمی علاوه بر این، مسیر  .شودآموزان میکاری دانشکاهش اهمال های خودتنظیمی موجبدهد که افزایش تواناییمی

(. به عبارت دیگر، استفاده بیشتر از راهبردهای ۰۰1/۰داری ، سطح معنی-34/۰نیز منفی و معنادار بود ) به تکانشگری

یاضی رابطه منفی و کاری تحصیلی و عملکرد راز سوی دیگر، بین اهمال .خودتنظیمی با کاهش تکانشگری همراه است

کاری بیشتر موجب افت عملکرد دهد که اهمال(. این یافته نشان می۰۰3/۰داری ، سطح معنی-16/۰معناداری به دست آمد )

در نهایت، نتایج نشان داد مسیر تکانشگری به عملکرد ریاضی نیز منفی و معنادار است  .شودآموزان میریاضی دانش

به  .تری در ریاضیات دارندآموزان تکانشگرتر، عملکرد ضعیف(. بدین معنا که دانش۰۰4/۰داری ، سطح معنی-178/۰)

کاری و تکانشگری، ها بیانگر آن است که خودتنظیمی، هم به صورت مستقیم و هم از طریق کاهش اهمالطور کلی، یافته

 .کندآموزان ایفا مینقش مهمی در بهبود عملکرد ریاضی دانش

 شاخص های مدل برازش 2جدول

 SRMR NFI شاخص های برازش مدل

 99۴/۰ ۰1۴/۰ مقدار

 ۰14/۰برابر با  SRMR های مختلف استفاده شد. مقدار شاخصه منظور ارزیابی میزان برازش مدل پژوهش، از شاخصب

حاکی از برازش بسیار دهنده برازش مناسب مدل هستند، این نتیجه نشان ۰8/۰به دست آمد. از آنجا که مقادیر کمتر از 

محاسبه شد. این مقدار بسیار نزدیک به عدد یک بوده و  994/۰برابر با  NFI همچنین، مقدار شاخص .مطلوب مدل است

های برازش به طور کلی، نتایج شاخص .باشددهنده آن است که مدل پژوهش از برازش بسیار قوی برخوردار مینشان

تواند روابط بین متغیرهای های پژوهش همخوانی مطلوبی دارد و میهادی با دادهبیانگر آن است که مدل مفهومی پیشن

 .پژوهش را به خوبی تبیین کند

 یاصل یج. نتا۲
آموزان رابطه مثبت و های پژوهش حاضر نشان دادند که خودتنظیمی به طور مستقیم با بهبود عملکرد ریاضی دانشیافته

 . همخوانی دارد (2۰23؛ برگر و کارابینگ، 14۰3)اصغری نکاح، های افتهنتایج پژوهش حاضر با ی .معنادار دارد

 رابطه معنی داری وجود دارد. کاری تحصیلیاهمال نقش میانجیاز طریق  و عملکرد ریاضی راهبردهای خودتنظیمیبین 

 های خود که در پژوهش (2۰2۰؛ پنتریچ و دی گروت، 14۰3،طباطبایی و همکاران ) های نتایج پژوهش حاضر با یافته

کاری، پیشرفت تحصیلی را بهبود تواند با کاهش عوامل منفی مانند اضطراب و اهمالنشان دادند آموزش این راهبردها می

 .بخشد

آموزان رابطه مثبت و های پژوهش حاضر نشان دادند که خودتنظیمی به طور مستقیم با بهبود عملکرد ریاضی دانشیافته

 . همخوانی دارد (2۰22)آزیدیو، های تایج پژوهش حاضر با یافتهن .معنادار دارد

 رابطه معنی داری وجود دارد. کاری تحصیلیاهمال نقش میانجیاز طریق  و عملکرد ریاضی راهبردهای خودتنظیمیبین 
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که در  (2۰2۰؛ پنتریچ و دی گروت، 2۰23؛ برگر و کاربینگ، 14۰2)لطیفیان،  های نتایج پژوهش حاضر با یافته

کاری، پیشرفت تواند با کاهش عوامل منفی مانند اضطراب و اهمالنشان دادند آموزش این راهبردها می های خود پژوهش

 .تحصیلی را بهبود بخشد

نتایج  تکانشگری رابطه معنی داری وجود دارد. نقش میانجیاز طریق  و عملکرد ریاضی راهبردهای خودتنظیمیبین 

( مبنی بر تأثیر مثبت خودتنظیمی بر پیشرفت تحصیلی 14۰3های سیف و همکاران )ای پژوهشهپژوهش حاضر با یافته

 و نقش کنترل تکانشگری در ارتقای عملکرد تحصیلی همسو است. 

 منابع
تحلیل تأثیر خودتنظیمی و راهبردهای يادگیری فعال بر پیشرفت تحصیلی  (.۱۳۹۹) .درخشان هوره، محمد

 .انتشارات دانشگاه تهرانتهران:  .آموزاندانش

مشهد: انتشارات  .آموزانمحور در بهبود عملکرد تحصیلی دانشراهکارهای يادگیرنده (.۱۳۹۸) .عبدالملکی، علی

 .خراسان

 .آموزانراهبردهای خودتنظیمی در يادگیری و تأثیر آن بر پیشرفت تحصیلی دانش (.۱۳۹۸) .سیف، محمد

 .تهران: انتشارات دانشگاه تهران

بررسی تأثیر آموزش راهبردهای حل مسئله همراه با روش سنتی بر توانايی حل  (.۱40۳) .محمداصغری نکاح، 

 .نامه کارشناسی ارشد، دانشگاه آزاد اسلامی واحد مرودشتپايان .آموزانمسائل رياضی دانش

 .یشرفت تحصیلیدهی و پدهنده انگیزش، راهبردهای خودنظمهای کاهش(. موقعیت۱402لطیفیان، نرگس. )

 ..70–55، (3)۱۱شناسی تربیتی ايران، مجله روان

(. بررسی رابطه راهبردهای يادگیری و خودتنظیمی ۱40۳سیف، مهدی، احمدی، نرگس، و رضايی، سارا. )

 ..40–25، (1)۱2شناسی تربیتی ايران، مجله روان .تحصیلی در درس رياضی
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   بررسی روابط بین فردی با مانایی و تنش های تحصیلی

 مرضیه مرادی دالینی 1، عضو هیئتعلمی گروه ریاضی، دانشگاه آزاد اسلامی واحد نی ریز، نی ریز، ایران   
                                              marziehmoradidalini@iau.ac.ir        

آموزان در مانایی تحصیلی آنان با توجه به نقش میانجی تنش  فردی دانشدر این مقاله، نقش روابط بین  چکیده:
اند و کیفیت زندگی تحصیلی  های فکری و انسانی جوامعآموزان، سرمایهتحصیلی مورد بررسی قرار می گیرد. دانش

تنها بر رشد  ها باید نهها نقش مستقیمی در توسعه آینده هر کشور دارد. سیستم آموزشی در مسیر پرورش این سرمایهآن
های بنیادین نظام آموزش، شناخت  علمی، بلکه بر سلامت روانی و اجتماعی فراگیران تمرکز داشته باشد. یکی از دغدغه

وان توانایی  عنآوری تحصیلی، بهها، تابهایی است که بر پیشرفت تحصیلی تأثیرگذار هستند.  از میان این مؤلفهمؤلفه
های آموزشی و بازگشت به عملکرد مطلوب پس از شکست مفهومی کلیدی است. این  آموز در مواجهه با چالشدانش

تواند راهبردی  سازه با عواملی چون خودکارآمدی، احساس کنترل، انگیزش، و تعهد تحصیلی در ارتباط است و می
بی تحصیلی،  افت  از  پژوهشبرای جلوگیری  باشد.  ترک تحصیل  و  اضطراب  دادهانگیزگی،  نشان  که کاهش  ها  اند 

تواند با افت حضور در کلاس، کاهش مشارکت در تکالیف، و تضعیف اعتماد به نفس همراه آوری تحصیلی میتاب
یافته فردی با مانایی تحصیلی رابطه مستقیم و مثبت دارد، و با تنش تحصیلی  ها نشان دادند که روابط بینباشد.  

ی منفی و معنادار دارد. همچنین، تنش تحصیلی نقش میانجی جزئی در رابطه بین روابط انسانی و مانایی ایفا  ارابطه 
 کند  می

. 
 فردی، مانایی تحصیلی، تنش تحصیلی، کیفیت زندگی تحصیلی بینروابط  کلمات کلیدی:

 . مقدمه1
سازد، بلکه  تنها والدین و مسئولان آموزشی را درگیر میآموزان از جمله موضوعاتی است که نهپیشرفت تحصیلی دانش

شناختی در  کند. عوامل متعدد شخصیتی، محیطی و رواننقشی اساسی در رشد اجتماعی و فرهنگی هر جامعه ایفا می
مؤلفه میان،  این  در  و  دارند  نقش  تحصیلی  تابموفقیت  همچون  با  هایی  مرتبط  روانی  فشارهای  آموزشی،  آوری 

 اند.   ای یافتهفردی در محیط مدرسه، اهمیت فزایندهتحصیل، و کیفیت روابط بین
آمیز  آموزان را برای بازگشت موفقیتشناختی مثبت، ظرفیت دانشهای روانعنوان یکی از شاخصمانایی تحصیلی به

کند و با متغیرهایی چون خودکارآمدی، انگیزش، تعهد فردی و  های آموزشی توصیف میها و چالشپس از شکست
از —اندهای آموزشی مواجههایی در محیطآموزان با تنشاحساس کنترل در ارتباط است. در مقابل، بسیاری از دانش

توانند مانع یادگیری عمیق و  ها میاضطراب امتحان گرفته تا فشارهای اجتماعی و روابط ناآرام در کلاس. این تنش
 مشارکت تحصیلی شوند.   

فردی، چه میان  شود. روابط بیندر این میان، کیفیت ارتباطات انسانی در فضای آموزشی عاملی کلیدی محسوب می
توانند فضای مدرسه را از نظر روانی غنی یا تهدیدآمیز کنند. توانایی بیان  آموزان و چه در تعامل با معلمان، میدانش
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گیری محیطی  هایی هستند که در شکلدادن فعال و ارائه بازخورد سازنده از جمله مهارتاحساسات، تعامل مؤثر، گوش
 گر و انگیزشی نقش دارند.   حمایت

گیری تعاملات انسانی  های ارتباطی هستند که نقش اساسی در شکلها و شیوهای از مهارتفردی مجموعهروابط بین
می مهارتایفا  این  میکنند.  کمک  افراد  به  محیطها  در  تا  کرده،  کنند  برقرار  مؤثر  ارتباط  دیگران  با  اجتماعی  های 

ای ایفا کنند که به خود و دیگران آسیبی وارد  گونهرفتارهای سازگارانه و مثبت نشان دهند، و نقش خود را در جامعه به
فردی بستری برای تبادل افکار، احساسات و اطلاعات از طریق تعاملات کلامی و غیرکلامی  در واقع، روابط بین  .نشود

 .شوند سازند و به عنوان یکی از ارکان سلامت روانی و اجتماعی شناخته میفراهم می
گیری تصادفی  صورت نمونهنفر به  ۲۳۱ریز بود که  آموزان دوره دوم متوسطه شهرستان نیجامعه آماری شامل دانش

بین روابط  پرسشنامه  شامل  پژوهش  ابزارهای  شدند.  تنش  انتخاب  پرسشنامه  تحصیلی،  مانایی  پرسشنامه  فردی، 
از نرمتحصیلی و پرسشنامه کیفیت زندگی تحصیلی بودند. داده آزمون  SPSSافزار  ها با استفاده  آماری شامل  و  های 

گری بوت استراپ  ، تحلیل مسیر و آزمون میانجیANOVAمستقل،    Tهمبستگی پیرسون، رگرسیون چندگانه، آزمون  
 تجزیه و تحلیل شدند 

 بازخورد در ارتباطات . 1-1
سازد.  بازخورد یکی از عناصر حیاتی در فرآیند ارتباط است که امکان اصلاح، تقویت یا تغییر مسیر تعامل را فراهم می

درستی دریافت کرده است؛ بنابراین، دریافت بازخورد از شنونده برای ارزیابی  توان فرض کرد که مخاطب پیام را بهنمی
هایی  صورت کلامی یا غیرکلامی، مثبت یا منفی باشد. واکنشتواند بهبازخورد می  [1] اثربخشی پیام ضروری است

   .کنند تا رفتار ارتباطی خود را تنظیم کندمانند تأیید، توجه، پرسش، یا حتی سکوت معنادار، به فرستنده پیام کمک می
توانایی   به  با چالشدانشمانایی تحصیلی  از تجربه  آموز در مواجهه  یادگیری پس  به مسیر  بازگشت  و  آموزشی  های 

ها،  جای تمرکز بر آسیبراستا بوده و بهگرا همشناسی مثبتشکست یا فشار روانی اشاره دارد. این مفهوم با رویکرد روان
زا مانند نمرات پایین،  آموزان پایسته، حتی در شرایط استرسدانش  .های فردی برای غلبه بر موانع تأکید داردبر ظرفیت

می حفظ  را  تحصیلی  مشارکت  و  عملکرد  انگیزه،  از  بالایی  سطح  منفی،  بازخوردهای  یا  امتحانات،  ،  کنند  فشار 
   اند.های انگیزشی و شناختی بازتعریف کردهتحقیقات اخیر، مانایی تحصیلی را در چارچوب نظریه

آموزان احساس خودمختاری،  شود که دانشمانایی تحصیلی زمانی تقویت می ،[2] مطابق با مدل انگیزش خودتعیینی 
آوری  کننده قوی برای تاببینیدهد که انگیزش درونی، پیششایستگی و تعلق اجتماعی داشته باشند. این نظریه نشان می

  تحصیلی است
تنش تحصیلی      حمایت اجتماعی و روابط مثبت با معلمان، نقش مهمی در افزایش مانایی تحصیلی دانشجویان دارد.

های آموزشی، به حالتی از فشار روانی اشاره دارد که در اثر  شناختی رایج در محیطهای روانعنوان یکی از چالشبه
نامه آکسفورد،  شود. در لغتها ایجاد میگویی به آنهای فردی برای پاسخناهماهنگی میان مطالبات تحصیلی و توانایی

تواند منجر به اختلال رفتاری  عنوان محرکی تعریف شده است که در صورت عبور از ظرفیت سازشی فرد، میتنش به
 یا ناسازگاری شود  

دهد که فرد در ارزیابی شناختی خود، مطالبات  ، تنش تحصیلی زمانی رخ می[3]مطابق با دیدگاه کلینگ و همکاران
از منابع درونی امتحان،  آموزشی را فراتر  این نوع تنش را حالتی عاطفی شامل اضطراب  اش درک کند. اسمیت نیز 

تنش تحصیلی را نوعی برانگیختگی روانی مستمر    [4]و همکاران    اورزینداند  توجهی و فقدان پیشرفت تحصیلی میبی
 .اندناشی از فشارهای آموزشی تعریف کرده
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 ی عدد یج. نتا۳
 جنسیت، پایه تحصیلی، رشته، و سنهای فردی نمونه آماری شامل  جدول ویژگی

 درصد  فراوانی بندی گروه  شناختی ویژگی جمعیت

 جنسیت
 %51.1 118 دختر 
 %48.9 113 پسر 

 پایه تحصیلی 
 %32 74 دهم 

 %35.5 82 یازدهم 
 %32.5 75 دوازدهم 

 %54.5 126 تجربی  رشته تحصیلی 
 تحصیلی مانایی  و  فردیبین روابط بین  رابطه: اول  اصلی فرضیه ❖

 همبستگی پیرسون و رگرسیون خطی  :آزمون
 نتیجه β R² p ضریب (r) ضریب همبستگی آزمون 
 معنادار  0.001> — — 0.62+ پیرسون
 تأیید شد  0.001> 0.384 0.62+ — رگرسیون

نظریه مارتین در مورد  آوری تحصیلی دارند. این یافته با  فردی قوی، نقش مؤثری در افزایش تابروابط بین :تحلیل
 .نقش روابط حمایتی در انگیزش و پایداری تحصیلی همخوانی دارد

 فردی با تنش تحصیلی فرضیه اصلی دوم: رابطه روابط بین ❖
 همبستگی پیرسون و رگرسیون چندگانه  :آزمون

 نتیجه β R² p ضریب (r) ضریب همبستگی آزمون 
 معنادار  0.001> — — 0.57- پیرسون

 تأیید شد  0.001> 0.37 0.42- — رگرسیون
 

 کند. آموزان کمک میارتباط مؤثر با همسالان و معلمان به کاهش فشار تحصیلی دانش :تحلیل

 برای پایه تحصیلی ANOVA آزمون
پایه در  متغیرها  میانگین  تفاوت  بررسی  واریانس برای  تحلیل  آزمون  از  دوازدهم،  و  یازدهم  دهم،  تحصیلی   های 

(ANOVA) فردی و مانایی تحصیلی  آموزان پایه یازدهم، بالاترین میانگین را در روابط بیندانش  .طرفه استفاده شدیک
دلیل ثبات تحصیلی، کاهش فشار انتخاب رشته، و افزایش تعاملات آموزشی. تفاوت در تنش  نشان دادند؛ احتمالاً به

 تحصیلی از لحاظ آماری تأیید نشده، اما روند آن قابل توجه است
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میانگین پایه   متغیر 
 دهم 

میانگین پایه  
 یازدهم 

میانگین پایه  
 دوازدهم 

F df 
 )بین/درون( 

p  نتیجه 

روابط  
 فردی بین

 معنادار  0.046 2/228 3.12 138.7 145.3 140.8

مانایی  
 تحصیلی 

 معنادار  0.006 2/228 5.34 21.1 22.4 20.5

 غیرمعنادار 0.064 2/228 2.78 138.2 127.2 134.7 تنش تحصیلی 
. 

 گیری یجه. نت۴
آزمونمجموعه از  آزمونای  چندگانه،  رگرسیون  پیرسون،  همبستگی  توصیفی،  تحلیل  شامل  آماری  مستقل،   T های 

ANOVA آزمون نرمال بودن ، (K–S ویلک–و شاپیرو)گری اجرا شد. ، تحلیل مسیر، آزمون فریدمن و آزمون میانجی
پرسشنامهداده از  بینها  روابط  آماری  های  جامعه  در  و  شده  تحصیلی گردآوری  تنش  و  تحصیلی  مانایی  فردی، 

 :ها نشان دادندیافته .نفر تحلیل شدند ۲۳۱ریز با حجم نمونه آموزان متوسطه شهرستان نیدانش
 .ای مثبت و معنادار وجود داردآموزان و مانایی تحصیلی رابطهفردی دانشبین روابط بین •
 .منفی و معنادار دارد ای فردی با تنش تحصیلی رابطهروابط بین •
 .ای منفی داردمانایی تحصیلی با تنش تحصیلی رابطه •
تأثیر  مؤلفه • معلمان  مؤثر  بازخورد  و  فعال  دادن  غیرکلامی، گوش  مانایی  های کلامی،  بر  معناداری 

 .آموزان  داشتنددانش
 .کندفردی بر مانایی ایفا میگری جزئی در اثر روابط بینتنش تحصیلی نقش میانجی •
 .ترین عامل اثرگذار بودهای روابط انسانی، مهارت کلامی معلمان مهمبندی مؤلفهدر رتبه •

 منابع 
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2. Deci, E. L., & Ryan, R. M. (2000). The “what” and “why” of goal pursuits: Human 
needs and the self-determination of behavior. Psychological Inquiry, 11(4), 227–268.  
3.Klink, J. L., Byars-Winston, A., & Bakken, L. L. (2008). Coping efficacy and perceived 

family support: potential factors for reducing stress in premedical students. Medical 

Education, 42, 572–579. 

4. Ursin, H., Eriksen, H. R., & Hansen, H. L. (2021). Academic resilience, peer support 

and mental well-being among adolescents. Educational Studies, 47(6), 801–815. 
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کسرها مفاهیم یادگیری و آموزش چالش های

ایران تهران، ،١٩٣٩۶-٣۶٩٧ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، علمͬ هيأت عضو ،* ایزدی زینب
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علیزاده زهرا

ایران، تهران، ، ١٩٣٩۶-٣۶٩٧ پستͬ ،صندوق نور پیام دانشͽاه ، روانشناسͬ گروه علمͯ هيأت عضو

فهم در دانش آموزان از بسیاری است. ریاضͬ آموزش موضوعات دشوارترین از ͬͺی کسرها مفهومͬ درک چͺیده:
روش هایی کسرها، با مرتبط شناختͬ و آموزشͬ چالش های بررسͬ با مقاله این مواجه اند. مشͺل با کسرها عملیات
مدل های از روش ها، این در ͬ دهد. م ارائه کسرها تقسیم و ضرب تفریق، جمع، آموزش برای گام به گام و دیداری
تقسیم و دیͽر» بخش از «بخشͬ به عنوان ضرب مفهوم مشترک، مخرج نمایش برای هم اندازه) (مستطیل های ناحیه ای

است. شده استفاده دیͽر» کسری در کسر ͷی جاگیری دفعات «تعداد به عنوان
مفهومͬ درک دیداری، مدل ریاضͬ، آموزش کسرها، کلیدی: کلمات

مقدمه ١

داد. نمایش صحیح عدد ͷی با را آن ها ͬ توان نم که ͬ شوند م استفاده کمیت هایی نمایش برای دبستان در کسرها
به کسرها از بتوانند تا کنند برقرار ارتباط کسرها در آن ها نمایش و کمیت ها بین باید کودکان صحیح، اعداد همانند
از بسیاری در که هستند ریاضͬ آموزش در پایه مفاهیم از ͬͺی کسرها حقیقت، در کنند[۴]. استفاده معنادار طور
مشͺلات بروز سبب کسرها ناکافͬ فهم که ͬ دهد م نشان پژوهش ها ندارند. آن از عمیقͬ درک دانش آموزان موارد،
که ͬ کنند م استدلال ریاضͬ آموزش حوزه در پژوهشͽران از برخͬ واقع، در ͬ شود. م ریاضͬ عملیات انجام در جدی
بر علاوه ͬ کنند.. م ایجاد اختلال کسرها یادگیری در ͬ کنند، م تسهیل را صحیح اعداد یادگیری که محدودیت هایی
نظریه ها گرچه دارند. زیادی مشͺل عددی، موجودیت های عنوان به کسرها گرفتن نظر در یادگیریِ در کودکان این،
تفاوت های آنها همه دارند. اساسͬ مشترک وجه ͷی اما هستند، متفاوت هم با جزئیات از بسیاری در اعداد حوزه در
مطرح را کسرها از آمده دست به سختͬ به یا ناقص بعدی، درک و صحیح اعداد از «طبیعͬ» و اولیه درک بین کیفͬ
تداخل گویا اعداد از توسعه حال در و بعدی درک با صحیح اعداد از اولیه درک که ͬ شود م گفته که جایی تا ͬ کنند. م
است. بوده دبستان ریاضیات در حوزه ها مشͺل سازترین از ͬͺی سنتͬ طور به کسرها یادگیری و آموزش دارد.[۵].
مفهوم ͷی شامل کسرها که است این پیچیدگͬ این در مؤثر اصلͬ عوامل از ͬͺی که داده اند نشان متعدد مطالعات

Author Corresponding*

١
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ͬ شود. م اندازه) و قسمت خارج عملͽر، نسبت، جزء‐کل، (یعنͬ مرتبط زیرساختار پنج شامل که هستند چندوجهͬ
مرتبط زیرساختار چندین از بلͺه نیست، واحد ساختار ͷی کسرها مفهوم کرد ثابت که بود کسͬ اولین [٣] کرین
نظری مدل ͷی کیرن، مفهوم سازی اساس بر همͺارانش[١] و بهر ،١٩٨٠ دهه اوایل در بعدها، است. شده تشͺیل
ͬͺی ͬ کرد[٢]. م مرتبط مسئله حل و کسرها هم ارزی کسرها، عملیات به را کسرها زیرساختار پنج که کردند پیشنهاد
معنای درک امͺان دانش آموز به که است دیداری تجربه ی بدون و الͽوریتمͬ آموزش مشͺل، این اصلͬ عوامل از

ͬ دهد. نم را کسرها

مفهومͬ و آموزشͬ چالش های ٢

را کل» از «بخش مفهوم ͬ توانند نم بسیاری هستند. روبه رو مختلفͬ چالش های با کسرها یادگیری در دانش آموزان
نتیجه و ͬ کنند م توجه مخرج یا صورت به تنها کسرها، مقایسه هنگام اغلب و دهند ارتباط کسر نمادهای و اعداد با
اجرای صرفاً نه و است مشترک مخرج درک اصلͬ مشͺل تفریق، و جمع عملیات در همچنین، ͬ گیرند. م اشتباه
کسر ͷی بار «چند یا دیͽر» بخش از «بخشͬ بین ارتباط دانش آموزان اغلب نیز کسرها تقسیم و ضرب در الͽوریتم.
است، گام به گام و دیداری آموزش به نیاز نشان دهنده مشͺلات این ͬ فهمند. نم را ͬ گیرد» م جا دیͽر کسری در
به () علویجه میرزائͬ کند. درک را عملیات واقعͬ معنای مراحل، انجام و مشاهده با بتواند دانش آموز آن در که
مشͺلات همͺاران، و بهر مدل گرفتن نظر در با کسرها، مبحث در ابتدایی ششم پایه دانش آموزان مشͺل حل منظور
مطالعه مورد را علویجه شهر ششم پایه پسر دانش آموز سͬ او، کرد. بررسͬ کسرها مفهوم درک در را دانش آموزان
درک اندازه زیرساختار و کل به جزء زیرساختار نظر از را کسر مفهوم دانش آموزان درصد هشتاد که برد پی و داد قرار
این آنها درصد بیست تنها اما کرده اند، درک نسبت زیرساختار نظر از را کسر مفهوم نیز آنها درصد و۵۶٫۶ کرده اند
عملͽر زیرساختار نظر از را آن دانش آموزان درصد دهم شش و شش و قسمت خارج زیرساختار نظر از را مفهوم
مشͺلات از ͬͺی که معلمان تدریس روش اهمیت به توجه با و جدید راهͺار ͷی انتخاب با بنابراین کرده اند، درک
که داد نشان داده ها تحلیل و تجزیه سپس و شد استفاده ۵E تدریس روش از ͬ شود، م محسوب کسر مفهوم یادگیری
دانش آموزان و شد حل عملͽر و قسمت خارج زیرساختار دو در ششم پایه دانش آموزان مشͺل تدریس، روش این با

کردند. درک را کسرها مفهوم زیرساختار دو این

دیداری مدل بر مبتنͬ آموزشͬ راهͺارهای ٣

بپردازیم. کسرها روی جبری عملیات آموزش به شͺل رسم روش با تا برآنیم کوتاه مقاله این در
کسرها جمع ‐١

ͬ کنیم: م استفاده هم اندازه مستطیل دو از کسرها، جمع آموزش برای
ͬ شوند. م تقسیم بندی عمودی صورت به دوم مستطیل و افقͬ صورت به اول مستطیل .١

ͬ شود. م رنگ آمیزی کسر صورت اساس بر مستطیل هر .٢
شوند. ایجاد مساوی و ͷکوچ مربع های تا ͬ شوند م منطبق یͺدیͽر روی تقسیم بندی ها سپس .٣

هستند. کسرها جمع حاصل نشان دهنده رنگ شده نواحͬ .۴

(۱۲ + ۲
۳ ) جمع مثال:

٢
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(۱۲ ) ͬ شود م رنگͬ قسمت ͷی دارد، افقͬ قسمت دو اول مستطیل
(۲۳ ) ͬ شوند م رنگͬ قسمت دو دارد، عمودی قسمت سه دوم مستطیل

نواحͬ ͬ شوند. م تقسیم مربع ۶ به مستطیل ها عمودی، و افقͬ تقسیم بندی های با مساوی مربع های ایجاد از پس
۱
۲ + ۲

۳ = ۵
۶ بنابراین: هستند. مربع ۶ از مربع ۵ مجموعاً رنگ شده

کسرها تفریق ‐٢
ͬ شوند. م کسر اول مستطیل از دوم مستطیل رنگ شده نواحͬ که تفاوت این با ͬ شود، م انجام جمع مشابه تفریق

(۲۳ − ۱
۲ مثال:(

(۲۳ ) رنگͬ قسمت دو دارد، افقͬ قسمت سه اول مستطیل
(۱۲ ) رنگͬ قسمت ͷی دارد، عمودی قسمت دو دوم مستطیل

ͬ شود. م ایجاد ͷکوچ مربع ۶ عمودی، و افقͬ تقسیم بندی های با مساوی مربع های ایجاد از پس
۲
۳ − ۱

۲ = ۱
۶ نتیجه: ͬ ماند. م باقͬ مربع ۴− ۳ = ۱ ͬ شود: م کم اول مستطیل از دوم مستطیل رنگ شده نواحͬ

کسرها ضرب ‐٣
رنگ آمیزی صورت به اندازه و شده تقسیم افقͬ اول مستطیل ͬ کنیم: م رسم جداگانه مستطیل دو کسر، دو ضرب برای

ͬ شود. م
ͬ شود. م رنگ آمیزی خود صورت به اندازه و شده تقسیم عمودی دوم مستطیل

شود. ایجاد مساوی و ͷکوچ مربع های تا ͬ شوند م منطبق هم بر تقسیم بندی دو هر سپس
است. کسرها ضرب حاصل نشان دهنده رنگ شده مشترک بخش

(۲۳ × ۳
۴ مثال:(

رنگͬ قسمت دو افقͬ، قسمت سه اول مستطیل
رنگͬ قسمت سه عمودی، قسمت چهار دوم مستطیل

۲
۳ × ۳

۴ = ۶
۱۲ = ۱

۲ نتیجه: هستند. رنگ دو مربع ۶ داریم، ͷکوچ مربع ١٢ تقسیم بندی ها، ترکیب از پس
کسرها تقسیم ‐۴

مستطیل در رنگ شده قسمت های تعداد است کافͬ جواب نوشتن برای اما ͬ شود، م انجام ضرب مشابه کسرها تقسیم
کنیم. تقسیم دوم مستطیل در رنگ شده قسمت های تعداد بر را اول

(۲۳ ÷ ۱
۴ ) مثال:

رنگͬ قسمت دو افقͬ، قسمت سه اول مستطیل
رنگͬ قسمت ͷی عمودی، قسمت چهار دوم مستطیل

دارند ͷکوچ مربع ١٢ مستطیل دو هر تقسیم بندی ها، تکمیل از پس
٣ دومͬ در ،٨ اولͬ در رنگ شده قسمت های تعداد

۲
۳ ÷ ۱

۴ = ۲۲
۳ نتیجه: (۸÷ ۳ = ۲۲

۳ ) رنگ شده: قسمت های تعداد تقسیم
تبدیل طبیعͬ اعداد تقسیم به و شده خارج «کسر» حالت از کسرها تقسیم عمل که ͬ یابد درم دانش آموز ترتیب، این به

دوم. کسر کردن معکوس قاعده حفظ به نیاز بدون ͬ شود، م

٣
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معلمان برای هایی توصیه ۴

بروید. نمادین عملیات به سپس و کنید آغاز دیداری مدل و تصویرسازی با را آموزش .١
باشند. داشته عملͬ تجربه تا کنند رنگ آمیزی و رسم را مستطیل ها خودشان دانش آموزان دهید اجازه .٢

باشند. درک قابل مفاهیم تا کنید استفاده ساده و ͷکوچ مثال های از .٣
اشتباه جواب چرا دهد توضیح بخواهید دانش آموز از و کنید استفاده یادگیری فرصت به عنوان را مفهومͬ خطاهای .۴

است.
پرهیز پایه آموزش در پیچیده نرم افزارهای از و کنید استفاده تصویری کارت های یا ساده دیجیتال ابزارهای از .۵

کنید.

گیری نتیجه ۵

بهتر درک موجب کسرها تقسیم و ضرب تفریق، جمع، آموزش در گام به گام روش و دیداری مدل های از استفاده
ͬ کند. م تثبیت را مفهومͬ یادگیری و ͬ شود م دانش آموز

اگر است، پایه ریاضͬ مفاهیم یادگیری و محاسبات انجام جهت صرفا آن یادگیری از فراتر موضوع این اهمیت
محاسبات و گویا عبارات به که بعدی سال های در دهد، انجام به درستͬ را کسرها روی جبری عملیات نتواند دانش آموز
روی جبری عملیات انجام (۱x + ۱

x۲ ) مانند عبارت هایی جمع مثال، برای ͬ شود. م مشͺل دچار ͬ رسد، م پیچیده تر
عملیات بر اولیه تسلط نیازمند رادیͺالͬ عبارات و کسرها از مشتق گیری حتͬ و نابرابر فرجه های با رادیͺالͬ اعداد
روی جبری محاسبات تمام بر تسلط برای ضروری پایه ای کسرها، مفهومͬ و دقیق یادگیری بنابراین، است. کسری
مشͺلات با هستند، ضعف دچار مرحله این در که دانش آموزانͬ است. آینده ریاضͬ مفاهیم از بسیاری و گویا عبارات

شد. خواهند مواجه یادگیری ادامه در جدی
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 روانشناسی و ریاضی : کشف ارتباط ذهن و عدد

خاتون وکیلی 
1
 ،ایران تهران ، 1۹۳۹۵_۴۶۹۷.پ.ص ، نور پیام دانشگاه ، تربیتی علوم گروه ،

vakili.k@yahoo.com  

  چکیده:
افراد با مشکلات روانشناختی هنگام یادگیری آن ریاضی یکی از مهارت های کلیدی در زندگی و علوم است . اما بسیاری 

و راهکارهای عملی برای  ( . روانشناسی می تواند یادگیری ریاضی را توضیح دهد1۳۹8مواجه هستند. )احمدی ، 

 افزایش انگیزه و کاهش اضطراب ارائه این مقاله به بررسی ارتباط روانشناسی و ریاضی نقش مهمی ایفاکند.

و حوزه مرتبط و تاثیر گذار بر یکدیگر هستند. مطالعه روانشناسی ریاضی به درک بهتر ریاضی وروانشناسی د

فرآیندهای یادگیری ، اضطراب ریاضی ، انگیزش ، حافظه و مهارت های شناختی کمک می کند . این مقاله با بررسی 

دگیری و عملکرد ریاضی تحقیقات گذشته ، نظریه های روانشناسی و کاربردهای آموزشی نقش روانشناسی را در یا

 تشریح می کند  و راهکار هایی برای بهبود توانایی های ریاضی ارائه می دهد. 

 : روانشناسی ریاضی ، اضطراب ریاضی ، انگیزش ، مهارت های شناختی ، یادگیری فعال  کلمات کلیدی
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 . مقدمه1
اما بسیاری از دانش آموزان با چالش هایی مانند اضططراب ،  ریاضی نقش مهمی در زندگی روزمره وتصمیم گیری دارد،

 ( . 1۳۹۷کمبود انگیزه و سبک یادگیری نامناسب مواجه هستند .)حسن زاده ،

روانشناسططی شططناختی نشططان مططی دهططد کططه حافظططه کططاری ، تمرکططز و مهططارت هططای حطط  مسططاله ، پططیش بینططی کننططده موفقیططت در 

 (Geary,2011ریاضی هستند. )

ی علططم مطالعطه  هططن ، رفتططار و فرآینطدهای شططناختی انسططان اسطت و تططلاش مطی کنططد رفتارهططا و تصطمیم گیططری هططای روانشناسط

انسانی را در شرایط مختلف توصیف و پیش بینطی کنطد . ریاضطیات نیطز زبطان د یطز و ابطزار تحلیلطی علمطی رفتطار اسطت کطه 

 کند.  امکان مدل سازی و بررسی روابط پیچیده بین متغیر ها را فراهم می

 

 روانشناسی و فرآیند یادگیری ریاضی 

ریاضی شام  ح  مسئله ، تفکر منطقی و تحلی  داده ها است. مغز انسان هنگام یادگیری ریاضی چنطدیتن ناحیطه فعطال دارد 

: ناحیه پیشانی )تفکطر منطقطی و برنامطه ریطزی ( ، ناحیطه آهیانطه ای ) پطردازش عطدد( و حافظطه کطاری ) مطدیریت اطلاعطات 

 (.1۳۹8 تی ( )احمدی ، مو

 

حافظه کاری  وی به دانش آموز اجازه می دهد چند مرحله از یک مساله ریاضی را همزمان در  هن نگه دارد . تمرکز 

 (Geary,2011نیز در کاهش ارشتباهات نقش دارد. . )

 

 

قان آموزش ریاضی به محققان فعال در روانشناسی و آموزش ریاضی علا ه خاصی به درك نحوهي یادگیري دارند. محق

منظور بهبود یادگیري در کلاس درس، اغلب مکانیسم شناختی یادگیري را در نظر می گیرند. از سوي دیگر پژوهشگران 

روانشناسی با هدف شناخت عمومی مکانیسم هاي شناختی یادگیري، به مطالعه یادگیري موضوعات و مفاهیم خاص، علی 

 یاز دارند.الخصوص چگونگی یادگیري علم ریاضی ن

بنابراین، موضوعات تحقیقی مشترك در هر دو رشته ممکن است تا حدودي به طور طبیعی رخ دهد. در وا ع با مروري  

و شاید از برهه اي به بعد، هم زیستی غیر  اب  انکار علم رواشناسی و  در تاریخ، می توان به سابقه طولانی ادغام 

مشاهده در سطح سازمانی، می توان به انجمن بین المللی روانشناسی آموزش  آموزش ریاضی پی برد. از نمونه هاي  اب 

 (.1۳۹۷ریاضی وانجمن ویژه روان شناسی  و آموزش ریاضی .)علی پور ، یوسفی ، نوزاد ،

 

 

اینکه یک دانش آموز چگونه بفهمد و درک کند را در رویکردهای مطالعه وی می توان جست. چنان که سیف و مصر 

ژوهش خود متوجه شدند راهبردهای شناختی و فراشناختی در افزایش درک و نگهداری مطلب موثر آبادی در پ

طی پژوهشی که اخیرا انجام شده است مشخص گردید بین اضطراب ریاضی و دانش  (1۳82است.)سیف و مصر آبادی، 

معموال زیربنای محیطی، اضطراب ریاضی  ( 2015فراشناختی رابطه منفی و معنی داری وجود دارد.هورفر  و طالب،

 شخصی و یا شناختی دارد.

در عل  محیطی می توان به تجربه منفی درس و یا تجربه منفی حاص  از یک معلم خاص اشاره کرد؛ در رابطه با عل   

تجارب  بلی؛ می تواند موثر باشد در عل  شناختی هم ویژگی شخصی عزت نفس پایین، نداشتن اعتماد به نفس و تاثیر 

)سلیمانی و همکاران ، های  اتی، هوش پایین، استعداد ریاضیاتی پایین می تواند اضطراب ریاضی را به وجود آورد. 

1۳۹8.) 
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 تاثیر عوامل روانشناختی بر عملکرد ریاضی 

 یری و تکنیک های کاهش اضطراب عوام  ایجاد کننده ، اثرات بر یادگ اضطراب ریاضی :

 نقش اعتماد به نفس و انگیزه در افزایش عملکرد ریاضی  خودکارآمدی و انگیزه :

 ارتباط بین توانایی کنترل توجه و مو عیت در ح  مساله ریاضی  توجه و تمرکز :

 (smith,BROWN,2019) تاثیر هیجانات مثبت  و منفی بر یادگیری ریاضی و عملکرد تحصیلی کنترل هیجان و رفتار :

 

 روابط روانشناسی و مهارت های ریاضی 

توانایی های شناختی و ح  مساله : مهارت های تفکر تحلیلی ، ح  مساله و تفکر انتقادی برای موفقیت در ریاضی حیاتی 

 هستند. 

 ریاضی و تفکر تحلیلی : بررسی نقش هوش منطقی در درک مفاهیم پیچیده  –هوش منطقی 

 

روش های تدریس با سبک های شناختی باعث افزایش کارایی یادگیری یادگیری و عملکرد ریاضی : تطابز سبک های 

 می شود 

 

 حافظه و پردازش اطلاعات : اهمیت حافظه فعال و حافظه بلند مدت در یادگیری فرمول ها و مفاهیم ریاضی . 

 

نشده اند زیرا که  آگاهی های فراشناختی آموختهنمی توان از یادگیری ریاضیات سخن به میان آورد زمانی که هنوز 

 ریاضیات روش تفکری است و مبتنی بر فهمیدن، سازماندهی و طبقه بندی اطلاعات است و مانند برخی دروس نیست

 .بنابراین لازم است که بتوان بدون یادگیری، صرفا طوطی وار حفظ کرد

نظام دهی، نظارت بر خود، تعیین اهداف و برنامه ریزی کردن  های آموزشی بر راهبردهای فراشناختی از  بی  در نظام 

پایه ای در یادگیری معنادار دروس مختلف بویژه ریاضی حاص  شود و همچنین از اضطراب  اهمیت ویژه ای  ائ  شد تا

 .جلوگیری گردد ریاضی ناشی از تکلیف جدید و یا مسئله جدید

 

آن را در زندگی خود تجربه می کنند و از نشانه های آن می توان به  اضطراب، حالتی ناخوشایند است که اغلب افراد

سینه، دلواپسی، بی  راری، تمای  به حرکت کردن، سردرد، تعریز و غیره اشاره کرد. اضطراب را می توان  تنگی  فس

ی یک نوع هیجان آن بدن خود را برای مقابله با یک تهدید آماده می کند اضطراب ریاض مکانیسم هشدار دانست که توسط

 (. 1۳۹8آید )سلیمانی و همکاران ، منفی است که بوسیله درگیر شدن در فعالیت های ریاضی بوجود می
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 گیری یجهنت
روانشناسی و ریاضی  ارتباط تنگاتنگی با هم دارند. شناخت فرآیندهای  هنی ، مدیریت اضطراب ، انگیزه و سبک 

 تواند یادگیری ریاضی را بهبود ببخشد و علا ه دانش آموزان را افزایش دهد. یادگیری می 

 

تایج نشان داد بین اضطراب ریاضی و آگاهی فراشناختی از ن( همانطور که 1۳۹8در پژوهش سلیمانی و همکاران )

ن است. میزان رویکردهای مطالعه رابطه منفی و معناداری وجود دارد، اضطراب ریاضی در دختران بیشتر از پسرا

آگاهی فراشناختی از راهبردهای مطالعه می  آگاهی فراشناختی از رویکردهای مطالعه در پسران بیشتر از دختران است

تواند باعث شود تا هنگام مطالعه دروس مختلف از راهبردهای مناسب استفاده شود تا با یادسپاری مطلوب، تا حدی 

 .اضطراب کاهش یابد

 

 منابع
بررسی تاثیر آموزش ریاضیات با رویکرد تدریس مبتنی بر ، ور،ز،آستانه.پ،اصغرزادهز،اخوی.پ،پرز -1

،مجله تدریس پژوهی 1401، متغیرهای شادکامی و اضطراب در بین دانش آموزان مقطع ابتدایی
 .292-276،صفحه36،شماره 4،شماره10،دوره

اضی و آگاهی فراشناختی از م،سلیمانی.م،دهقان.ح،بهرامی.ر،جماعتی . بررسی رابطه بین اضطراب ری -2

، 8.رویش روان شناسی ،سال1۳۹8رویکردهای مطالعه دانش آموزان دبیرستان های استعداد درخشان ،

 .۳۹شماره 

 (. روان شناسی یادگیری ریاضی . تهران انتشارات دانشگاه تهران .1۳۹8م،احمدی.) -۳

 .2۳لوم تربیتی . ( . اضطراب ریاضی و عملکرد تحصیلی . فصلنامه ع1۳۹۷ف،حسن زاده. ) -4

 ( ارتباط بین آموزش ریاضی و روانشناسی .1۳۹۷م،علی پور.م،یوسفی،ک،نوزاد.) -5

 

 

2. Geary,D.(2011).conitive predictors of achievement.growth in mathmatics:A5 year 

.Jomgitudinal stydy,Deveiopmental psychology,47,1539-1552. 
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در مسیر  WolframAlphaدستیار آموزشی هوشمند 
 یادگیری ریاضیات عمومی

  ، ایران، تهران19396-3697نور، صندوق پستی  پیام، دانشگاه رياضیگروه  علمیهیئتعضو  ،نژاد یهانيه حاج
H.Hajinezhad@pnu.ac.ir  

 ، تهران، ایران19396-3697نور، صندوق پستی  علمی گروه رياضی، دانشگاه پیام، عضو هیئت1هما افراز
Homaafraz@pnu.ac.ir 

نار کهای اصلی، ایجاد درک مفهومی عمیق در عمومی برای دانشجویان، یکی از چالش اتدر آموزش ریاضی چکیده:
 دهی تعاملی، امکان تحلیل عنوان یک موتور پاسخ بهWolframAlphaمهارت محاسباتی است. ابزار محاسباتی 
هدف تقویت  این مقاله با سازد.نویسی فراهم می را بدون نیاز به برنامه اتنمادین، عددی و گرافیکی مفاهیم ریاضی

مومی ع اتدر مباحث کلیدی درس ریاضی WolframAlpha گام کاربردهای به یادگیری فعال و مفهومی، به معرفی گام
ای از پردازد. برای هر مبحث، مجموعهاز جمله توابع، مختصات قطبی، اعداد مختلط، حد، مشتق و انتگرال می

تواند به می  WolframAlphah  از . استفاده هدفمندمی شودها ارائه ربرد آنهمراه توضیح کا دستورهای کلیدی به
ر منجر شود. د اتو تسهیل آموزش و یادگیری دروس پایه ریاضی ارتقای درک مفاهیم، افزایش دقت در محاسبات

 .شود میگیری مؤثرتر از این ابزار در فرایند تدریس و یادگیری ارائه پایان، پیشنهادهایی برای بهره

 WolframAlpha، آموزشی، آموزش ریاضیات عمومی، فناوری های دستیار آموزشی هوشمند کلمات کلیدی:

 . مقدمه1

توان آموزش هستند، دیگر نمیهای دیجیتال به سرعت در حال تغییر چهره آموزش و پژوهش در دنیای امروز که فناوری
میقی از مفاهیم تنها باید درک ع دستی بنا نهاد. متخصصان آینده نهات را صرفاً بر پایه قلم و کاغذ و محاسبات یریاض

سازی و حل مسائل پیچیده ریاضی داشته باشند، بلکه باید توانایی استفاده از ابزارهای نوین را نیز برای تحلیل، شبیه
، جایگاه د و تعاملیبه عنوان یک ابزار محاسباتی قدرتمن  WolframAlphaدر اختیار داشته باشند. در چنین فضایی،

 .ای در میان منابع آموزشی دانشجویان علوم پایه و مهندسی یافته استویژه

WolframAlph   دهی محاسباتی است که از آدرس یک موتور پاسخhttps://www.wolframalpha.com   در
رت مستقیم وارد کرده و صوهای علمی، ریاضی و فنی خود را به دهد تا پرسشدسترس است و به کاربران اجازه می

)البته در نسخه پرمیوم( دریافت  مرحلههای مرحله به حلهایی دقیق، ساختارمند و اغلب همراه با نمودارها و راه پاسخ
کنند، استخراج می که نتایج را از میان صفحات اینترنتی  Google کنند. برخلاف موتورهای جستجو مانند

WolframAlpha   نویسیهای معتبر و زبان برنامه به پایگاه دادهWolfram Language   ،متکی است. این زبان
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شود و توانایی انجام محاسبات نمادین، نیز استفاده می  Mathematicaافزارهمان بستر قدرتمندی است که در نرم 
 .سازدنظیر فراهم میعددی، آماری و گرافیکی را با دقتی بی

به عنوان یک ابزار آموزشی برای تدریس  WolframAlpha و معایب استفاده ازبه بررسی مزایا  [2]جکسیلیکووا 
آل برای آموزش مفاهیم پردازد و در پایان آن را به عنوان ابزاری ایدهمفاهیم ریاضیات پایه در محیط آزمایشگاهی می

در   WolframAlphaده از های اکوادور نشان داد که استفاکند. یک مطالعه در دانشگاه ریاضیات پایه پیشنهاد می
 .[1] ستآموزش هندسه تحلیلی منجر به بهبود معنادار عملکرد تحصیلی دانشجویان در مقایسه با روش سنتی شده ا

های پس از آموزش تنها در آزموندر این پژوهش، دانشجویان گروه آزمایش که با کمک این ابزار آموزش دیدند، نه 
داشتند. نتایج حاکی از آن بود  WolframAlpha رش مثبتی نسبت به استفاده ازنمرات بالاتری کسب کردند، بلکه نگ

های بصری دقیق، در تسهیل یادگیری مفاهیم ریاضی و تقویت گام و نمایش به های گام حلکه این ابزار با ارائه راه 
عنوان مکملی به  Wolfram Alpha توان ازکنند که میها پیشنهاد میاعتماد به نفس دانشجویان مؤثر است. این یافته

 به بررسی کاربرد ابزار[3]و همکاران  مطالعه ریحووا .ایه بهره گرفتروس پکارآمد در آموزش مفاهیم ریاضی در د
WolframAlpha 1۰۲های این پژوهش که مبتنی بر نظرسنجی از در آموزش ریاضیات مالی پرداخته است. یافته 

طور معناداری بر بهبود سواد مالی و درک مفاهیم ریاضی تأثیر دارد.  دهد این ابزار بهمیآموز و دانشجو بود، نشان دانش
کنندگان پس از آموزش، از این سیستم در فرآیند یادگیری خود استفاده کردند. این  درصد شرکت 6۰همچنین بیش از 

های مالی تأکید ویژه برای ارتقای مهارت های محاسباتی پیشرفته در نظام آموزشی بهمحققان بر اهمیت ادغام فناوری
 .کنندمی

 افزار نرم سه و آن میان ایمقایسه محاسباتی، ابزارهای منظومه در WolframAlpha جایگاه درک تکمیل برای
 حوزه در افزارها نرم این از یک هر .رسدمی نظر به ضروری MATLAB و Mathematica، Mapleی یعن مشهور
 متفاوت پژوهشی یا آموزشی هدف و کاربر سطح نیاز، نوع به بسته هاآن درست انتخاب و هستند قدرتمند خاصی
 مناسبی بسیار ابزار نویسی، برنامه به نیاز عدم و آنلاین، دسترسی سادگی، دلیل بهWolframAlphaاما  .بود خواهد

 و Mathematica، Maple  که حالی در .هستند عمومی ریاضیات یادگیری حال در که است دانشجویانی برای
MATLAB  اند و نیاز به شده طراحی پیچیده هایسازیمدل و پژوهشی هایپروژه پیشرفته، کاربران برای بیشتر

 نصب و لایسنس دارند.

، فضای DeepSeekو   ChatGPT ،Geminiمحور هوش مصنوعی نظیر  های زبانهای اخیر، با ظهور مدلدر سال
ها توانایی چشمگیری در توضیح مفاهیم، پاسخ به شده است. این مدل ایتازه وارد مرحلهیادگیری دیجیتال 

های متنی و تولید محتوای آموزشی دارند. با این حال، باید میان ابزارهای زبانی و ابزارهای محاسباتی تفاوت پرسش
های حل ی را توضیح دهند یا راهصورت تعاملی مفاهیم ریاض توانند بهمی  ChatGPT هایی مانندقائل شد. مدل

 تقریبی ارائه کنند، اما برای انجام محاسبات دقیق، ترسیم نمودارهای علمی یا حل مسائل پیچیده، همچنان به
WolframAlpha افزارهایی مانند یا نرم Mathematica  ترهای پیشرفتهنیاز است. حتی در نسخه ChatGPT ،

 .شودتضمین می  Wolfram ال به موتوردقت محاسبات تنها در صورت اتص

 :علوم پایه و مهندسی فراوان است به خصوص در رشته های برای دانشجویان WolframAlpha مزایای استفاده از

 بعدی؛ گیری، تحلیل ماتریسی، و رسم نمودارهای دو و سهگیری، مشتقامکان حل معادلات، انتگرال 
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 حل؛ های دقیق همراه با مراحلدریافت پاسخ 
 تسهیل درک مفاهیم از طریق تجسم بصری و تحلیل عددی؛ 
 های محاسبات  جای درگیر شدن در پیچیدگی جویی در زمان و تمرکز بر درک مفهومی به صرفه

 .دستی

گیری از ترکیب دهد، بلکه آنان را به بهرهنه تنها قدرت محاسباتی کاربران را افزایش می WolframAlpha استفاده از
گام  به سازد. هدف ما، آموزش گامتر و تحلیل بهتر مسائل مجهز میدانه ابزارهای دیجیتال برای یادگیری عمیقهوشمن

ای که این ابزار را نه صرفاً به عنوان یک گونه در حل مسائل ریاضی عمومی است، به WolframAlpha استفاده از
 .هوشمند در مسیر یادگیری و پژوهش به کار گرفته شودمثابه یک دستیار علمی  حساب پیشرفته، بلکه به ماشین

و  هادارد که در آن نمونه دستورها، توضیح ساختار راهنمای رسمییک بخش  WolframAlphaلازم به ذکر است 
در  https://www.wolframalpha.com/examples، که در لینک می شودارائه  دستورات بندی موضوعیدسته

صورت  در آموزش ریاضی عمومی، به WolframAlpha در این مقاله، با هدف تبیین کاربرد عملی دسترس است.
گام به معرفی دستورهای کلیدی و رایج این ابزار در مباحثی همچون توابع و نمودارها، مختصات قطبی، اعداد  به گام

شود. برای پرهیز از پیوستگی، مشتق و کاربردهای آن و همچنین انتگرال و کاربردهای آن پرداخته می مختلط، حد و
صورت جداگانه  به WolframAlpha ها و نتایج حاصل از اجرای این دستورها در سایتحجیم شدن متن مقاله، مثال

 .باشنددر دسترس میدر بخش ضمائم آدرس ذکر شده و در قالب چند فایل ضمیمه همراه با تصاویر خروجی در 

حل مسائل در   WolframAlphaیبا کاربرد هدفمند سامانه دانشجویان و مدرساناین مقاله با هدف آشنا ساختن 
است که در تقویت  دستیار آموزشی دقیقینه جایگزین تفکر ریاضی، بلکه  WolframAlpha ریاضی تدوین شده است. 

ریاضی »های درس درک مفاهیم، تحلیل نتایج و ارتقای کیفیت یاددهی و یادگیری نقش دارد. تمرکز مقاله بر سرفصل
، دانشجویان را در شدهنخستین راهنمای بومیعنوان برای دانشجویان علوم پایه و مهندسی است و به« 1عمومی 
 .کندهای آموزشی یاری میرسان را در طراحی فعالیتگام از این ابزار و مدبهی گاماستفاده

 در مباحث ریاضی عمومی   WolframAlpha کاربردیآموزش  . ۲

در شش محور اصلی  WolframAlpha کاربردهای آموزشی ،«1ریاضی عمومی »مباحث درس بخش برای در این 
و پیوستگی، مشتق و کاربردهای آن، و توابع و نمودارها، مختصات قطبی، اعداد مختلط، حد : مطرح شده است

های عملی و تصاویر ای از دستورهای کلیدی معرفی و از طریق مثالبرای هر مبحث، مجموعه .انتگرال و کاربردهای آن
های ها در فایلها و نتایج حاصل از اجرای آنمنظور اختصار، دستورها، نمونه ورودیخروجی تحلیل شده است. به

مانند دامنه، برد، تابع ی ها، بررسی ویژگیو نمودارها ه، در بخش توابعطور خلاصبه .اندارائه شده 6- 1ضمیمه 
های قطبی با ها و ترسیم منحنیپذیر است. در مبحث مختصات قطبی، تبدیل دستگاهامکان نمودارهاها و رسم اطعتق

ل بین نمایش جبری و قطبی به سادگی شود. در بخش اعداد مختلط، محاسبه اندازه، آرگومان و تبدیدقت بالا انجام می
 های پیوستگی وبازه گیرد. مبحث حد و پیوستگی شامل تحلیل رفتار تابع در نقاط بحرانی و بررسیصورت می
های مختلف، نقاط های مرتبهمشتق و کاربردهای آن، امکان محاسبه مشتق مبحث در باشد.ی تابع میهاناپیوستگی

 اً، در بخش انتگرال، ابزارشود. نهایتمی فراهم و تحدب و تقعر تابع بحرانی و تحلیل صعود و نزول تابع
WolframAlpha دوران است حاصل از ها و حجمهای معین و نامعین، مساحت بین منحنیقادر به محاسبه انتگرال. 
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شود، کارگیری این سامانه در هر یک از مباحث فوق، نه تنها موجب تسریع حل مسائل و افزایش دقت محاسبات میبه
  سازد.ا برای دانشجویان فراهم میبلکه درک تصویری و شهودی از مفاهیم پایه ریاضی ر

 بندیجمع. 3

نخستین راهنمای ، ای دانشجویان علوم پایه و مهندسیبر« 1ریاضی عمومی »های درس بر سرفصلبا تمرکز مقاله این 
 WolframAlpha یکارگیری هدفمند سامانههب .فراهم کرده استرسان را و مددانشجویان ی استفاده ارب ،شدهبومی

طور بهتواند درک مفهومی، دقت محاسباتی و توان تحلیلی دانشجویان را می« 1ریاضی عمومی »در آموزش درس 
نویسی، این سامانه را به ابزاری چشمگیری ارتقا دهد. سهولت دسترسی، سادگی کاربری و عدم نیاز به نصب یا برنامه

علاوه  WolframAlpha استفاده از .رده تبدیل کرده استکارآمد برای آموزش ریاضیات در سطوح مقدماتی و میان
ار توابع، پرورش تفکر تحلیلی و کاهش خطاهای مفهومی ها، موجب درک شهودی بهتر رفتبر تسهیل حل تمرین

ای فعال، تعاملی و مبتنی شود. تعامل مستقیم دانشجو با این محیط محاسباتی، یادگیری را از حالت منفعل به تجربهمی
 .کندبر اکتشاف تبدیل می

 :شودگیری مؤثرتر از این ابزار، پیشنهاد میدر راستای بهره
 های کلاسی؛ها و پروژهویژه در قالب تمرینهای درسی دروس پایه بهدر برنامه WolframAlpha ادغام تدریجی .1
 های واقعی؛های حضوری یا مجازی همراه با مثالآموزش نحوه کار با سامانه در کلاس .۲
ذابیت و های سنتی و ابزارهای دیجیتال تا ضمن حفظ دقت ریاضی، جترغیب مدرسان به استفاده ترکیبی از روش .3

 سرعت یادگیری افزایش یابد؛
 .زبان برای تسهیل دسترسی دانشجویان و مدرسان به این ابزارتدوین راهنماهای بومی و فارسی .۴

تواند تنها یک ماشین محاسباتی، بلکه یک دستیار آموزشی هوشمند است که مینه WolframAlphaدر مجموع، 
 .بخش برای دانشجویان و مدرسان تبدیل کندیق و انگیزهای عمیق، دقیادگیری ریاضیات را به تجربه

 نابع.م4

1.Campuzano, M. G., & Crisanto, T. (2022). Learning analytic geometry with the aid of Wolfram 
Alpha. International Journal of Innovative Science and Research Technology, 7(1), 722-727. 

2.Jaksilikovna, J. A. (2023). Solving Problems Using the Wolfram Alpha Program. European Scholar 
Journal, 4(2), 67-71. 

3.Říhová, V., Jílková, E., & Wossala, J. (2020). Wolfram Alpha in mathematics and economics. International 
Days of Science, 156. (23th–24th April 2020) 

 . ضمائم5

 https://doi.org/10.6084/m9.figshare.30225112          در دسترس است: مقابلآدرس  با 6تا  1ضمايم 
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بر مبتنͬ بیرونͬ ابوریحان اول روش اساس بر یابی قبله محاسبات
مسافات لتصحیح الاماکن نهایات تحدید کتاب از کروی مثلثات

المساکن

ایران تهران، ،۳۶۹۷ −۱۹۳۹۶ پستͬ صندوق نور، پیام دانشͽاه گروه ریاضͬ، علمͬ هيأت عضو ،* فرد پناهیان سعید

s.panahianfarⅾ@pnu.aⅽ.ir

است. برخوردار بنیادین اهمیت از اسلام دین در یابی قبله همان یا قبله جهت تعیین کریم قرآن آیات بنابر چͺیده:
نهایات تحدید کتاب در کروی مثلثات از استفاده با بیرونͬ ابوریحان یابی قبله اول روش بررسͬ به پژوهش این در

پردازیم. مͬ المساکن مسافات لتصحیح الاماکن
جغرافیایی عرض جغرافیایی، طول ریاضͬ، جغرافیای قبله، انحراف زاویه کروی، کلیدی:مثلثات کلمات

مقدمه ۱

شد. زاده ازبͺستان در واقع آرال دریاچه جنوب در خوارزم شهر در قمری هجری ۳۶۲ سال در بیرونͬ ابوریحان
نجومͬ محاسبات در او داشت. مهارت علوم سایر از بیش نجوم در البته و بود الاطراف جامع دانشمندی ابوریحان
کتاب ۱۲۰ او از پرداخت. مثلثات علم در تفحص و تحقیق به بنابراین داشت، ها کمان و ها فاصله محاسبه به نیاز
المساکن مسافات لتصحیح الاماکن تحدید کتاب است. شده چاپ اثر ۲۴ میلادی، ۲۰۱۹ سال تا که است باقͬ
شده تالیف قمری هجری ۴۱۶ سال در که است ریاضͬ جغرافیای حوزه در مستقل کتاب اولین بیرونͬ ابوریحان
آثار از بخش آن ریاضͬ جغرافیای است. ترکیه فاتح سلطان کتابخانه به متعلق کتاب این خطͬ نسخه تنها است.
جغرافیایی های عرض و طول در آسمان شدن پدیدار به مربوط ریاضͬ عملیات آنها در که هستند نجوم علم به مربوط
را کروی مثلثات بر مبتنͬ روش سه قبله جهت تعیین برای کتاب این در ابوریحان است. آمده زمین مختلف نقاط
واجب اعمال از برخͬ مسلمانان که است جهتͬ اصطلاح در و است جهت معنͬ به لغت در قبله است. داده توضیح
مستحب همچنین دهند. انجام آن سوی به باید را چهارپایان ذبح و مردگان سپردن خاک به مسجد، ساختن نماز، مانند
است فرضͬ خط ترین کوتاه قبه واقع در باشد. قبله به رو خوابیدن و خوردن غذا کردن، دعا مانند اعمالͬ که هست
ابوریحان اول روش بر مبتنͬ یابی قبله مساله ریاضͬ بیان به بعدی قسمت در گذرد. مͬ کعبه و نمازگزار مͺان از که

پردازیم. مͬ بیرونͬ

مسوول *نویسنده

۱

480



یابی قبله مساله ریاضͬ تعریف ۲

بین زاویه کرد. ارایه قبله برای ریاضͬ تعریف توان مͬ ناظر اقامت محل شهر جغرافیایی عرض و طول داشتن با
به ناظر اگر کنیم. مͬ تعریف قبله انحراف زاویه را مͺه شهر از عظیمه دایره و ناظر محل از گذرنده النهار نصف
بچرخد مͺه به نسبت ناظر اقامت محل شهر بودن غربی یا بودن شرقͬ به توجه با جنوب سمت به قبله انحراف اندازه

پردازیم. مͬ کروی مثلثات از استفاده با یابی قبله مساله ریاضͬ حل به بعدی قسمت در است. ایستاده قبله به رو

یابی قبله مساله ریاضͬ حل ۳

هست. λX جغرافیایی طول و ϕX جغرافیایی عرض دارای و کنیم پیدا را قبله باید که است مͺانͬ X کنید فرض
مثلث هست. λK جغرافیایی طول و ϕK جغرافیایی عرض دارای هم کعبه است. شده داده نشان Ⅽ با شمال قطب

داریم: کروی مثلثات فرمول از استفاده با بͽیرید. نظر در را KXⅭ کروی

cosx = cosc.cosk + sinc.sink.cosX (۱)

cosX =
cosx− cosc.cosk

sinc.sink
(۲)

داریم: طرفͬ از

cosc = cosk.cosx+ sink.sinx.cosC (۳)

داریم: (۲) رابطه در (۳) رابطه جایͽذاری با

cosX =
cosx− (cosk.cosx+ sink.sinx.cosC)cosk

sinc.sink
(۴)

داریم: فوق عبارت کردن ساده از

cosX =
cosx− cos2k.cosx+ sink.sinx.cosC.cosk

sinc.sink
(۵)

cosX =
cosx(1− cos2k)− sink.sinx.cosC.cosk

sinc.sink
(۶)

cosX =
cosx.sin2k − sink.sinx.cosC.cosk

sinc.sink
(۷)

داریم: طرفͬ از

sinc

sinC
=

sinx

sinX
(۸)

sinc =
sinx.sinC

sinX
(۹)

داریم: (۷) در (۹) جایͽذاری از

cosX =
cosx.sin2k − sinK.sinx.cosk

sinx.sinc.sink
sinX (۱۰)

۲
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sinX

cosX
=

sink.sinC.cosk

cosx.sin2k − sinK.sinx.cosk.cosC
(۱۱)

tanX =
sinx.sinC

cosx.sink − sinx.cosk.cosC
(۱۲)

مراجع

علم، تاریخ اسلامͬ، دوره نجومͬ آثار نخستین در ریاضͬ جغرافیای رحیمͬ، غ. قلندری، ح. زاده، کرم ف. [۱]
۱۳۹۵ ،۲ شماره ،۱۴ دوره

۱۳۹۹ ،۲ شماره ،۱۸ دوره علم، تاریخ بیرونͬ، ابوریحان از اسطرلاب در رساله دو رضوانͬ، پ. [۲]

روشهای با ها آن مقایسه و یمینͬ زیج در قبله جهت تعیین برای (آنالما) ترسیمͬ های روش زاده، حسین م. [۳]
۱۴۰۲ ،۱ شماره ،۲۱ دوره علم، تاریخ بیرونͬ، ابوریحان و حاسب حبش آثار در موجود

۱۳۸۵ ،۵ شماره علم، تاریخ البیرونͬ، ریحان لابی القبله سمت معرفه فͬ باب شرح و تصحیح مظفری، م. س. [۴]

وسیله به ⁃مͺه بغداد فاصله محاسبه کاربردی، ریاضیات شͺوفایی در اسلامͬ تمدن تاثیر چاوشͬ، آقایانͬ ج. [۵]
۱۳۸۹ ،۲ شماره دین، و علم های پژوهش بوزجانͬ، ابوالوفای

ابوریحان الاماکن نهایات تحدید کتاب در زمین مواضع جغرافیایی عرض محاسبه های روش زاده، کرم ف. [۶]
۱۴۰۰ ،۹ شماره اسلام، در تمدن و علم بیرونͬ،

نهایات تحدید کتاب در گرفتگͬ ماه اساس بر زمین مواضع جغرافیایی طول تعیین رحیمͬ، غ. قلندری، ح. [۷]
۱۳۹۸ ،۱ شماره اسلامͬ، تمدن تاریخ پژوهشنامه بیرونͬ، الاماکن

،۲۰ شماره تاریخ، سخن نهم، تا چهارم قرن از ایران ریاضͬ دانش و عقلͬ علوم فرود و فراز یوسفͬ، ر. م. [۸]
۱۳۹۳
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و انگیزش بر بازی ͬ بر مبتن یادگیری و بازی بە کارگیری تأثیر مطالعه
ریاضͬ درس در دانش آموزان تحصیلͬ پیشرفت

ایران اصفهان، اشتر، ͷمال صنعتͬ دانشͽاه کاربردی، ریاضͬ دكتری *،دانشجوی رفیعͬ وحید

Rafiee.vahiⅾ۱۴۰۱@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

ایران بهبهان، صادق(ع)، امام فرهنگیان⁃پردیس دانشͽاه ابتدایی، آموزش کارشناسͬ ظهیری، میلاد

Ⅿiⅼⅾeⅽ۹۷@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

تحصیلͬ پیشرفت و یادگیری انگیزش بر بازی ͬ بر مبتن آموزشͬ برنامە ای تأثیر بررسͬ مقاله این از هدف چͺیده:
بود. (پیش آزمون⁃پس آزمون) کنترل و تجربی گروه با شبە تجربی مقاله طراحͬ شد. اجرا ریاضͬ درس در دانش آموزان
تجربی گروه که داد نشان نتایج شد. انجام ،( Cohen’s d η2) اثر اندازه و ANCOVA ،t آزمون های با دادە ها تحلیل
حاضر مقاله .(p < 0.01) دارد ͬ داری معن تفاوت انگیزش میزان و تحصیلͬ پیشرفت نظر از کنترل گروه به نسبت
تحصیلͬ عملͺرد و انگیزش بهبود به ͬ تواند م ریاضͬ آموزش در بازی ͬ بر مبتن یادگیری و بازی ادغام ͬ کند م پیشنهاد

شود. منجر دانش آموزان
بازی. ͬ بر مبتن یادگیری تحصیلͬ، پیشرفت بازی محور، تحصیلͬ، انگیزش ریاضͬ، آموزش کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

از بسیاری است. بوده همراه شناختͬ و انگیزشͬ چالش های با دانش آموزان برای همواره که است دروسͬ از ͬͺی ریاضͬ
.[۱] شود منجر تحصیلͬ افت و مشارکت کاهش به ͬ تواند م ریاضͬ اضطراب یا منفͬ نگرش که دادە اند نشان مقالە ها
ͬ بر مبتن یادگیری همچون رویͺردهایی فعال، یادگیری به گرایش و آموزشͬ فناوری های گسترش با اخیر، دهه دو در
لذت بخش و طبیعͬ فعالیت ͷی بە عنوان بازی یافتە اند. آموزشͬ تحقیقات در ویژە ای جایͽاه بازی وارسازی و بازی
بازخورد رقابت، چالش، مانند بازی عناصر ترکیب .[۴] کند ایجاد یادگیری و تمرین تجربه، برای امن محیطͬ ͬ تواند م
افزایش به انگیزش، نظریە های دیدگاه از بلͺه ͬ سازد م جذاب تر را یادگیری فرایند نە تنها آموزش، در هدف مندی و فوری
در ریاضͬ، درس بر تمرکز با حاضر مقاله .[۲] ͬ کند م ͷکم دانش آموزان در شایستگͬ احساس و درونͬ انگیزش
پیشرفت و تحصیلͬ انگیزش بر رویͺرد این تأثیر بازی محور، آموزشͬ برنامه ͷی اجرای و طراحͬ با که است آن پی

شود. بررسͬ دانش آموزان تحصیلͬ

Author Ⅽorresponⅾing*
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نظری چهارچوب و ادبیات مرور ۲

مقاله پیشینه ۱ .۲
حل تفکر مفاهیم، یادگیری بهبود به ͬ توانند م آموزشͬ بازی های که دادە اند نشان بین المللͬ سطح در متعدد تحقیقات
یادگیری که داد نشان (۲۰۱۶) همͺاران و وانک متاآنالیز مثال، برای .[۳] کنند ͷکم دانش آموزان انگیزش و مسأله
دانش آموزان سن و بازی نوع به وابسته اثر شدت هرچند دارد، تحصیلͬ پیشرفت ͬ بر مثبت اثر موارد اغلب در بازی ͬ بر مبتن
و ریاضͬ اضطراب کاهش در بازی مثبت نقش بر ͬͽهم که گرفته صورت محدودی مطالعات نیز ایران در است.

داشتە اند. تأکید دانش آموزان علاقه افزایش

نظری چهارچوب ۲ .۲
نیاز سه که ͬ شود م ایجاد زمانͬ پایدار انگیزش که ͬ کند م بیان نظریه این :(Deci & Ryan) خودتعیین شده انگیزش نظریه
انتخاب، فرصت فراهم کردن دلیل به بازی ها شوند. ارضا ارتباط و شایستگͬ خودمختاری، یعنͬ روان شناختͬ بنیادی

دهند. پوشش را نیازها این ͬ توانند م گروهͬ همͺاری و چالش ها سطح بندی
در فعال بە طور دانش آموز که ͬ شود م عمیق تر زمانͬ یادگیری ،ͬͺوتسͽوی و پیاژه دیدگاه براساس سازنده: یادگیری
محیطͬ مداوم، بازخورد و خطا و آزمون چرخه در فرد دادن قرار با بازی ها باشد. داشته مشارکت دانش ساخت فرایند

ͬ کنند. م ایجاد سازنده
اختلال و غیرضروری بار افزایش باعث ͬ تواند م نادرست طراحͬ اما هستند، جذاب بازی ها اگرچه شناختͬ: بار نظریه

است. ضروری آموزشͬ اهداف و سرگرمͬ جنبه میان تعادل این رو، از شود. یادگیری در

فرضیە ها و سوال ها ۳ .۲
ریاضͬ درس در دانش آموزان تحصیلͬ پیشرفت و انگیزش بر بازی ͬ بر مبتن آموزشͬ برنامه بە کارگیری آیا اصلͬ: سوال

است؟ مؤثر
فرضیە ها:

است. کنترل گروه از بیشتر تجربی گروه در مداخله از پس ریاضͬ نمره در پیشرفت میانگین
است. کنترل گروه از بیشتر مداخله از پس تجربی گروه در یادگیری انگیزش امتیاز میانگین

دارد. مثبت رابطه تحصیلͬ پیشرفت در تغییر با یادگیری انگیزش در تغییر

روش شناسͬ ۳

مقاله طرح ۱ .۳

مقایسه امͺان طرح این است. کنترل گروه با همراه پیش آزمون⁃پس آزمون طرح با شبە تجربی نوع از حاضر مقاله
ͬ دهد. م کاهش حدی تا را درونͬ اعتبار تهدیدهای و ͬ کند م فراهم را کنترل و تجربی گروه در تغییرات

نمونه و جامعه ۲ .۳
بود. ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلͬ سال در X شهرستان دولتͬ مدارس هشتم پایه دانش آموزان همه شامل آماری جامعه
۶۰ و تجربی گروه نفر ۶۰) شدند انتخاب نفر ۱۲۰ نهایت در و شد انجام چندمرحلە ای خوشە ای روش به نمونە گیری

۲

484



بود. مشابه گروه دو در پیش آزمون سطح و جنسیتͬ ترکیب کنترل). گروه نفر

آموزشͬ مداخله ۳ .۳
برنامه: این در بود. هفته پنج طول در دقیقە ای ۹۰ جلسه ۱۰ شامل ͬ شده طراح آموزشͬ برنامه

تعاملͬ. مرحلە ای آزمون های و ریاضͬ پازل های مانند دیجیتال: بازی های
هندسͬ. مفاهیم و عددی عملیات تمرین برای کارتͬ: و رومیزی بازی های

امتیاز. جمع آوری و تیمͬ بە صورت زمان دار مسائل حل گروهͬ: چالش های
مسیر. انتخاب فرصت و رتبە بندی تابلو نشان ها، امتیازدهͬ، شامل بازی وارسازی: عناصر

کرد. دریافت کلاسͬ) تکلیف و معلم (سخنرانͬ سنتͬ روش به را درسͬ محتوای همان کنترل گروه

ابزارها ۴ .۳
معلم سه توسط محتوایی روایی انتخابی؛ مباحث از تشریحͬ و چندگزینە ای سوال ۳۰ شامل ریاضͬ: پیشرفت آزمون

شد. محاسبه ۰ .۸۴ کرونباخ آلفای با پایایی شد؛ تأیید ریاضͬ
علاقه و خودکارآمدی بیرونͬ، درونͬ، ابعاد درجە ای؛ ۵ لیͺرت طیف با سؤالͬ ۲۰ پرسشنامه ریاضͬ: انگیزش مقیاس

شد. گزارش ۰ .۸۸ کل پایایی سنجید؛ را
ناظر دو توسط که مسأله) حل همͺاری، پرسشͽری، (مانند مشارکت شاخص ۱۰ شامل کلاسͬ: مشاهده چͷ لیست

شد. تکمیل آموزش دیده
تحصیلͬ. سابقه و جنسیت سن، شامل جمعیت شناختͬ: پرسشنامه

اجرا روش ۵ .۳
در گذراند. را بازی محور مداخله تجربی گروه سپس کردند. تکمیل را انگیزش و ریاضͬ پیش آزمون گروه دو هر ابتدا

شد. گردآوری کلاسͬ مشاهده به مربوط دادە های و گرفتند پس آزمون گروه دو هر پنجم، هفته پایان

دادە ها تحلیل روش ۴
تحلیل و زوجͬ t مستقل، t آزمون های و معیار) انحراف (میانگین، توصیفͬ آمار از شد. تحلیل SPSS نرم افزار با دادە ها

شد. گزارش η2 و Cohen’s d شاخص های با اثر اندازه شد. استفاده فرضیە ها بررسͬ برای (ANCOVA) کوواریانس

نمایش̸ͬفرضͬ) (نمونه نتایج ۵

شدە اند. ارائه گزارش نحوه نمایش برای تنها و هستند فرضͬ زیر دادە های توجه:

توصیفͬ آمار ۱ .۵
.M = 82.5 (SD = 8.1) پس آزمون ،M = 68.4 (SD = 7.9) ریاضͬ پیش آزمون تجربی: گروه
.M = 76.2 (SD = 9.3) پس آزمون ،M = 67.9 (SD = 8.4) ریاضͬ پیش آزمون کنترل: گروه

.M = 3.53 (SD = 0.62) کنترل گروه ،M = 4.12 (SD = 0.47) تجربی گروه انگیزش:

۳
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t آزمون ۲ .۵
.t(118) = 4.63, p < 0.001 بود: ͬ دار معن گروه دو بین ریاضͬ پس آزمون تفاوت

.t(118) = 5.24, p < 0.001 بود: ͬ دار معن نیز انگیزش تفاوت

ANCOVA تحلیل ۳ .۵
.F (1, 117) = 14.20, p < 0.001, η2 = 0.108 ریاضͬ: نمره بر گروه اثر پیش آزمون، کنترل با

همبستگͬ ۴ .۵
.r = 0.46, p < 0.001 ریاضͬ: نمره در تغییر و انگیزش در تغییر رابطه

نمایشͬ) (داده انگیزش و ریاضͬ نمرات معیار انحراف و میانگین :۱ جدول
M(SD) انگیزش M(SD) ریاضͬ پس آزمون M(SD) ریاضͬ پیش آزمون n گروه

4.12(0.47) 82.5(8.1) 68.4(7.9) 60 تجربی
3.53(0.62) 76.2(9.3) 67.9(8.4) 60 کنترل

نتیجە گیری ۶
این است. داشته تحصیلͬ پیشرفت و انگیزش متغیر دو هر بر مثبتͬ تأثیر بازی محور مداخله که دادند نشان نتایج
نظر به کردە اند. گزارش ریاضͬ و علوم یادگیری در را بازی ها اثربخشͬ که است بین المللͬ مقالە های با همسو یافته
میان همبستگͬ یافته ͬ کند. م عمل دانش آموزان فعال مشارکت و درونͬ انگیزش افزایش طریق از اصلͬ مͺانیزم ͬ رسد م
ͬ شود. م منتقل انگیزش ارتقای طریق از بازی ها اثر از بخشͬ که ͬ دهد م نشان تحصیلͬ پیشرفت و انگیزش تغییرات

ͬ داند. م پایدار یادگیری پیش نیاز را درونͬ انگیزش که است سازگار خودتعیین شده نظریه با موضوع این
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